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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Το πρόβληµα

Σε αυτήν την εργασία µελετάµε τα λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας : αυτά είναι τα
Borel µέτρα πιθανότητας στον Rn που για κάθε Ϲευγάρι µη κενών συµπαγών υποσυνόλων
A, B του Rn και κάθε λ ∈ (0,1) ικανοποιούν την ανισότητα:

µ((1 − λ)A + λB) > µ(A)1−λ
µ(B)λ.

Λέµε ότι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ είναι ισοτροπικό αν για κάθε θ ∈ Sn−1

ισχύει : ∫
Rn
x dµ(x) = 0 και

∫
Rn
〈x, θ〉2dµ(x) = 1.

Το πρόβληµα µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε είναι η εικασία των Kannan-Lovász-Simonovits.
Σύµφωνα µε αυτήν την εικασία υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

Isn := min{Isµ : µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn} > c,

όπου η σταθερά Cheeger Isµ ενός λογαριθµικά κοίλου µέτρου µ ορίζεται ως η καλύτερη
σταθερά κ > 0 ώστε για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn να ισχύει :

µ
+(A) > κmin{µ(A),1 − µ(A)},

όπου
µ

+(A) := lim inf
t→0+

µ(At) − µ(A)
t

είναι το κατά Minkowski περιεχόµενο του A.
Ιστορικά, το ενδιαφέρον για την παραπάνω ποσότητα προέκυψε σε ένα άρθρο των Dyer,

Frieze και Kannan [50], στην προσπάθεια εύρεσης ϐέλτιστου αλγορίθµου για τον υπολο-
γισµό του όγκου ενός κυρτού σώµατος. Πιο συγκεκριµένα, όπως αρχικά διατυπώθηκε,
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πρόκειται για µια ισοπεριµετρική ανισότητα για κυρτά σώµατα: ∆οθέντος κυρτού σώµατος
K, ϑεωρούµε τη διαµέρισή του σε τρία σύνολα S1, S2, S3 ώστε τα S1, S2 να είναι «µακριά» το
ένα από το άλλο, δηλαδή η Ευκλείδειά απόστασή τους d(S1, S2) να είναι µεγάλη. ΄Επεται
τότε αναγκαστικά ότι ο όγκος του S3 είναι µεγάλος ;

Σε ένα τελείως γενικό πλαίσιο αυτό δεν µπορεί να ισχύει. Το κλασικό αντιπαράδειγµα
είναι να ϑεωρήσουµε µια λεπτή µπάρα µε δυο µεγάλους δίσκους στα άκρα. Φυσικά όµως
αυτό δεν είναι κυρτό σύνολο. Η απάντηση για K κυρτό είναι καταφατική και δόθηκε από
τους Dyer και Frieze [50] Αν D είναι η διάµετρος του K, τότε

|S3| >
2d(S1, S2)

D
min{|S1|, |S2|}.

Θεωρώντας την οριακή περίπτωση παίρνουµε επιπλέον ότι για κάθε υποσύνολο S ενός
κυρτού σώµατος K διαµέτρου D, ισχύει :

|∂S ∩ K | ≥
2
D

min{|S|, |K \ S|}.

Με άλλα λόγια, η τελευταία ανισότητα δίνει ότι η επιφάνεια του S µέσα στο K είναι µεγάλη
αν συγκριθεί µε τους όγκους των S και K \ S. Με την παραπάνω διατύπωση ϕαίνεται και
η αναλογία µε την κλασική ισοπεριµετρική αναισότητα. Στο [68] οι Kannan, Lovász και
Simonovits αντικατέστησαν στην παραπάνω ανισότητα τη διάµετρο µε τη µέση απόσταση
από το κέντρο ϐάρους. Αυτή η προσέγγιση υπερτερεί σε κυρτά σώµατα που έχουν πολύ
µεγάλη διάµετρο σε σύγκριση µε την µέση απόσταση από το κέντρο ϐάρους, όπως για
παράδειγµα ο κώνος.

΄Οπως ϑα δούµε, ένας ισοδύναµος τρόπος για να διατυπώσουµε την εικασία των Kannan-
Lovász-Simonovits είναι να ϱωτήσουµε αν υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 τέτοια ώστε,
για κάθε ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο µ στον Rn και για κάθε οµαλή συνάρτηση ϕ
µε

∫
Rn
ϕ dµ = 0, ισχύει

c

∫
Rn
ϕ

2
dµ 6

∫
Rn
‖∇ϕ‖22dµ.

Λέµε τότε ότι το µ ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά c > 0. Η ισοδυναµία των
δύο προβληµάτων προκύπτει από το γεγονός ότι

Is2
µ
' inf

µ

inf
ϕ

∫
‖∇ϕ‖22dµ∫
ϕ2dµ

.

Η εικασία KLS εντάσσεται σε µια οµάδα ανοικτών προβληµάτων που αφορούν την γεω-
µετρία των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας και έχουν µελετηθεί έντονα τα τελευ-
ταία χρόνια. Στην επόµενη παράγραφο περιγράφουµε συνοπτικά κάποια από αυτά: την
εικασία της ισοτροπικής σταθεράς και την εικασία του λεπτού δακτυλίου. ΄Οπως ϕαίνεται
και από τα τελευταία κεφάλαια αυτής της εργασίας, τα παραπάνω τρία ανοικτά προβλήµατα
σχετίζονται µεταξύ τους.
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Θα ήθελα να ευχαριστήσω σε αυτό το σηµείο τον επιβλέποντά µου κ. Γιαννόπουλο που
αρχικά µε ενέπνευσε να ασχοληθώ µε τον κλάδο της Ασυµπτωτικής Κυρτής Γεωµετρίας
και στη συνέχεια συνέβαλλε τα µέγιστα στη οµαλή εισαγωγή γύρω από τα προβλήµατα του
κλάδου.
Τέλος, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω το ΄Ιδρυµα Ωνάση που χρηµατοδοτεί την προσπάθειά µου
στις µεταπτυχιακές µου σπουδές.

1.2 Η εικασία της ισοτροπικής σταθεράς και το κεντρικό
οριακό πρόβληµα

Λέµε ότι ένα κυρτό σώµα K στον Rn είναι ισοτροπικό αν έχει όγκο ίσο µε 1, κέντρο ϐάρους
στην αρχή των αξόνων και αν υπάρχει σταθερά LK > 0 ώστε∫

K

〈x, θ〉2dx = L
2
K

για κάθε θ ∈ Sn−1. Τότε, από την ανισότητα Brunn-Minkowski έπεται ότι το µέτρο µε
πυκνότητα Ln

K
1K/LK είναι λογαριθµικά κοίλο και ισοτροπικό. Αποδεικνύεται εύκολα ότι η

αφινική κλάση οποιουδήποτε κυρτού σώµατος K περιέχει ένα, µοναδικό αν αγνοήσουµε
ορθογώνιους µετασχηµατισµούς, ισοτροπικό κυρτό σώµα. Αυτή είναι η λεγόµενη ισοτρο-
πική ϑέση του K. ΄Ενα από τα κεντρικά ανοικτά προβλήµατα της ϑεωρίας των κυρτών
σωµάτων είναι η εικασία του υπερεπιπέδου, η οποία ϱωτάει αν υπάρχει απόλυτη σταθερά
c > 0 τέτοια ώστε maxθ∈Sn−1 |K ∩ θ⊥| > c για κάθε κυρτό σώµα K όγκου 1 στον Rn που έχει
κέντρο ϐάρους στην αρχή των αξόνων. Το πρόβληµα τέθηκε από τον Bourgain [31] και
αποδεικνύεται ότι έχει καταφατική απάντηση αν και µόνο αν ισχύει η ακόλουθη εικασία :
Εικασία της ισοτροπικής σταθεράς. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

Ln := max{LK : K ισοτροπικό κυρτό σώµα στον Rn} 6 C.

Η εικασία µπορεί να αναδιατυπωθεί στό πλαίσιο των ισοτροπικών λογαριθµικά κοίλων
µέτρων πιθανότητας (ϐλέπε Κεφάλαιο 2) χωρίς το πρόβληµα να γίνει ουσιαστικά γενικότερο.
Γύρω στο 1990, ο Bourgain [33] απέδειξε ότι Ln 6 c 4√

n logn και, το 2006, η εκτίµηση αυτή
ϐελτιώθηκε από τον Klartag [70] ο οποίος έδειξε ότι Ln 6 c 4√

n.
Το πρόβληµα της ισοτροπικής σταθεράς παραµένει ανοικτό και ήταν η αφετηρία για

πολλά άλλα προβλήµατα και εικασίες στην ασυµπτωτική κυρτή γεωµετρία. ΄Ενα από αυτά
είναι το κεντρικό οριακό πρόβληµα το οποίο (γενικότερα) ϱωτάει ποιές είναι εκείνες οι
κατανοµές (µεγάλης διάστασης) οι οποίες έχουν κατά προσέγγιση κανονικές περιθώριες
κατανοµές. Υποθέτουµε ότι X = (X1, . . . , Xn) είναι ένα ισοτροπικό τυχαίο διάνυσµα στον
Rn, δηλαδή κανονικοποιηµένο έτσι ώστε

E(Xj) = 0 και E(XiXj) = δij, i, j = 1, . . . , n.

Αποδεικνύεται ότι αν η κατανοµή του X συγκεντρώνεται ισχυρά σε έναν λεπτό δακτύλιο
τότε η απάντηση είναι καταφατική. ΄Ενα τυπικό αποτέλεσµα του είδους είναι το εξής.
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Θεώρηµα 1.2.1. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό τυχαίο διάνυσµα στον Rn. Υποθέτουµε ότι

(1.2.1) P

(∣∣∣∣∣∣ ‖X‖2√n − 1
∣∣∣∣∣∣ > ε

)
6 ε

για κάποιο ε ∈ (0,1). Τότε, για κάθε θ σε ένα υποσύνολο A της S
n−1

µε σ(A) > 1−exp(−c1
√
n)

έχουµε

|P (〈X, θ〉 6 t) − Φ(t)| 6 c2(ε + n−α) για κάθε t ∈ R,

όπου Φ(t) είναι η τυπική κανονική συνάρτηση κατανοµής και c1, c2, α > 0 είναι απόλυτες

σταθερές.

Αποτελέσµατα αυτού του τύπου έχουν εµφανιστεί αρκετές ϕορές στην ϐιβλιογραφία
(ϐλέπε, για παράδειγµα, Sudakov [117], Diaconis και Freedman [48], von Weizsäker
[122]). Το πρόβληµα έγινε ευρέως γνωστό στο πλαίσιο των ισοτροπικών κυρτών σωµάτων και
γενικότερα στο πλαίσιο των λογαριθµικά κοίλων κατανοµών, από µια εργασία των Anttila,
Ball και Περυσινάκη [2]. Αποτελέσµατα των Παούρη Klartag, Fleury, Guédon και E.
Milman [71], [53], [62] δείχνουν ότι αν υποθέσουµε ότι η κατανοµή είναι λογαριθµικά κοίλη
τότε µπορούµε να αποδείξουµε ισχυρή συγκέντρωση σε λεπτό δακτύλιο και να δώσουµε
καταφατική απάντηση στο κεντρικό οριακό πρόβληµα.

Κεντρικό ϱόλο στη µελέτη του προβλήµατος παίζει η οικογένεια των Lq-κεντροειδών
σωµάτων ενός ισοτροπικού λογαριθµικά κοίλου µέτρου µ στον Rn. Για κάθε q > 1, το
Lq-κεντροειδές σώµα Zq(µ) του µ ορίζεται µέσω της συνάρτησης στήριξής του

hZq(µ)(y) := ‖〈·, y〉‖Lq(µ) =

(∫
K

|〈x, y〉|qdµ(x)
)1/q

.

Το µ είναι ισοτροπικό αν και µόνο αν έχει ϐαρύκεντρο το 0 και Z2(µ) = B
n

2 . Η µελέτη αυτής
της οικογένειας σωµάτων, και της συµπεριφοράς τους καθώς το q αυξάνει από το 2 προς το
n, δίνει πολλές πληροφορίες για τις ιδιότητες συγκέντρωσης του µέτρου µ.

Η πρώτη σηµαντική εφαρµογή της ϑεωρίας των Lq-κεντροειδών σωµάτων είναι η ανισό-
τητα του Παούρη [106]: για κάθε ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον
Rn ισχύει

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 > ct
√
n}) 6 exp

(
−t
√
n

)
για κάθε t > 1, όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Η ανισότητα είναι σχεδόν άµεση
συνέπεια του εξής αποτελέσµατος : υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 ώστε, αν µ είναι
ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn τότε

Iq(µ) 6 c2I2(µ)

για κάθε q 6 c1
√
n, όπου η ποσότητα Iq(µ) ορίζεται, για κάθε 0 , q > −n, ως εξής :

Iq(µ) =

(∫
Rn
‖x‖

q

2dµ(x)
)1/q

.
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΄Ενα δεύτερο αποτελέσµα του Παούρη, το οποίο επεκτείνει το προηγούµενο, ισχυρίζεται ότι
αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn τότε, για κάθε
1 6 q 6 c3

√
n ισχύει

I−q(µ) ' Iq(µ).

Ειδικότερα, για κάθε 1 6 q 6 c3
√
n ισχύει Iq(µ) 6 cI2(µ), όπου c > 0 είναι µια απόλυτη

σταθερά. Από την ανισότητα I−q(µ) ≤ cI2(µ), µε q '
√
n, προκύπτει ότι αν 0 < ε < ε0 τότε

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 < ε
√
n}) 6 εc4

√
n
,

όπου ε0, c4 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Τα αποτελέσµατα του Παούρη δίνουν µια εκτί-
µηση του µέτρου σε έναν «όχι και τόσο λεπτό» δακτύλιο γύρω από την ακτίνα

√
n: έχουµε

µ({x ∈ Rn : c
√
n 6 ‖x‖2 < C

√
n}) > 1 − on(1),

όπου 0 < c < 1 < C είναι απόλυτες σταθερές.
Το καλύτερο γνωστό αποτέλεσµα για την συγκέντρωση ενός ισοτροπικού λογαριθµικά

κοίλου µέτρου πιθανότητας σε έναν λεπτό δακτύλιο οφείλεται στους Guédon και E. Milman
[62].

Θεώρηµα 1.2.2 (Guédon-E. Milman). ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο

διάνυσµα στον Rn. Ισχύει

(1.2.2) P
(∣∣∣ ‖X‖2 − √n∣∣∣ > t √n) 6 C exp(−c

√
nmin(t3, t))

για κάθε t > 0, όπου C, c > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Ειδικότερα,

(1.2.3)
√

Var(‖X‖2) 6 Cn1/3
.

Από το Θεώρηµα 1.2.2 προκύπτει µια εκτίµηση µεγάλων αποκλίσεων η οποία συµπλη-
ϱώνει την ανισότητα του Παούρη.

Θεώρηµα 1.2.3. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn.
Ισχύει

(1.2.4) P
(
‖X‖2 > (1 + t)

√
n

)
6 exp(−c

√
nmin(t3, t))

για κάθε t > 0, όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Από το Θεώρηµα 1.2.2 προκύπτει επίσης µια εκτίµηση για το µέτρο σε µικρές µπάλες.

Θεώρηµα 1.2.4. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn.
Ισχύει

(1.2.5) P
(
‖X‖2 6 (1 − t)

√
n

)
6 exp

(
−c1
√
nmin

(
t
3
, log

c2

1 − t
))

για κάθε t ∈ (0,1), όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.
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΄Ολα τα παραπάνω ϑεωρήµατα είναι συνέπειες του εξής κύριου τεχνικού ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 1.2.5. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn. Αν

1 6 |p − 2| 6 c1n
1/6

τότε

(1.2.6) 1 − C
|p − 2|
n1/3

6

(
E ‖X‖p2

)1/p

(
E ‖X‖22

)1/2
6 1 + C

|p − 2|
n1/3

,

και αν c1n
1/6 6 |p − 2| 6 c2

√
n τότε

(1.2.7) 1 − C

√
|p − 2|
n1/4

6

(
E ‖X‖p2

)1/p

(
E ‖X‖22

)1/2
6 1 + C

√
|p − 2|
n1/4

.

Η ϐέλτιστη µορφή που µπορούν να πάρουν τα παραπάνω αποτελέσµατα παραµένει
ανοικτό πρόβληµα. ΄Εχει διατυπωθεί η εξής πολύ ισχυρή εικασία.

Εικασία του λεπτού δακτυλίου: Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα :

για κάθε n > 1 και για κάθε ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα X στον Rn ισχύει

σ
2
X

:= E (‖X‖2 −
√
n)2 6 C2

.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Eldan και Klartag [52] έχουν αποδείξει ότι η εικασία του
λεπτού δακτυλίου είναι ισχυρότερη από την εικασία της ισοτροπικής σταθεράς : υπάρχει
απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

Ln 6 Cσn

για κάθε n > 1, όπου
σ

2
n

:= sup
X

E(‖X‖2 −
√
n)2

,

είναι το supremum των σ2
X

πάνω από όλα τα ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα τυχαία διανύ-
σµατα X στον Rn.

1.3 Σύντοµη περιγραφή της εργασίας

Σε αυτήν την παράγραφο αναφέρουµε συνοπτικά τα κεντρικά αποτελέσµατα που παρου-
σιάζουµε στα επόµενα Κεφάλαια.

Κεφάλαιο 2. Εισάγουµε την κλάση των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας. Αποδει-
κνύουµε επίσης χρήσιµες ανισότητες για λογαριθµικά κοίλες συναρτήσεις και λογαριθµικά
κοίλα µέτρα πιθανότητας. Στην συνέχεια ορίζουµε τα ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα µέτρα.
Αυτά είναι τα λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας µ που έχουν ϐαρύκεντρο στην αρχή
των αξόνων και ικανοποιούν την ισοτροπική συνθήκη∫

Rn
〈x, θ〉2dµ(x) = 1
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για κάθε θ ∈ Sn−1. Η ισοτροπική σταθερά ενός µέτρου µ που ανήκει σε αυτήν την κλάση
ορίζεται ως εξής :

Lµ :=
(
sup
x∈Rn

f (x)
)1/n

' (f (0))1/n
,

όπου f είναι η λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα του µ. Παράλληλα συζητάµε την κλάση
των ισοτροπικών κυρτών σωµάτων και δίνουµε τον ορισµό της ισοτροπικής σταθεράς ενός
κυρτού σώµατος. Μελετάµε τις ιδιότητες συγκέντρωσης των λογαριθµικά κοίλων µέτρων
πιθανότητας οι οποίες προκύπτουν άµεσα από την ανισότητα Brunn-Minkowski (ακριβέ-
στερα, από το λήµµα του Borell) και τις εκφράζουµε στην µορφή αντίστροφων ανισοτήτων
Hölder για ηµινόρµες.

Κεφάλαιο 3. Εισάγουµε τέσσερις ισοπεριµετρικές σταθερές (την σταθερά Cheeger Isµ, την
σταθερά Poincaré Poinµ, την σταθερά εκθετικής συγκέντρωσης Exp

µ
και την σταθερά πρώ-

της ϱοπής FMµ ) που ορίζονται για κάθε Borel µέτρο πιθανότητας µ στον Rn και συζητάµε
την σχέση τους. Συµπληρώνοντας κλασικά αποτελέσµατα των Maz’ya, Cheeger, Gromov,
V. Milman, Buser, Ledoux [99], [41], [36], [83], και άλλων, ο E. Milman [104] απέδειξε ότι
οι τέσσερις σταθερές είναι ισοδύναµες στο πλαίσιο των λογαριθµικά κοίλων µέτρων: ισχύει

Isµ '
√

Poinµ ' Exp
µ
' FMµ

για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ, όπου γράφοντας a ' b εννοούµε ότι
c1a 6 b 6 c2a για κάποιες απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0.

Κεφάλαιο 4. Συζητάµε την εικασία των Kannan-Lovász-Simonovits: υπάρχει απόλυτη
σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

Isn := min{Isµ : µ ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn} > c,

Οι Kannan, Lovász και Simonovits [68] απέδειξαν το κάτω ϕράγµα
√
nIsµ > c, όπου

c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά, χρησιµοποιώντας το λήµµα τοπικότητας των Lovász-
Simonovits. Εκτός από το επιχείρηµα των Kannan, Lovász και Simonovits, παρουσιά-
Ϲουµε εναλλακτικές αποδείξεις της ίδιας ανισότητας που δόθηκαν από τον Bobkov [21] και
τον E. Milman [104]. Συζητάµε επίσης µεταγενέστερη δουλειά του Bobkov [22] ο οποίος
απέδειξε ότι 4√

n
√
σµIsµ > c. Η ανισότητα αυτή συνδέει την εικασία KLS µε την εικασί-

α του λεπτού δακτυλίου. Συνδυάζοντάς την µε το ϑεώρηµα των Guédon και E. Milman
παίρνουµε το κάτω ϕράγµα n5/12Isµ > c.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο Eldan [51] απέδειξε πρόσφατα ένα ισχυρότερο αποτέλεσµα που
συνδέει την εικασία KLS µε την εικασία του λεπτού δακτυλίου: υπάρχει απόλυτη σταθερά
C > 0 τέτοια ώστε

1
Is2
n

6 C logn
n∑
k=1

σ
2
k

k
.

Συνδυάζοντάς αυτήν την ανισότητα µε το ϑεώρηµα των Guédon και E. Milman παίρνουµε
το ϕράγµα Is−1

n
6 Cn1/3 logn.
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Κεφάλαιο 5. Παρουσιάζουµε αρχικά ένα ϑεώρηµα του E. Milman [101] σχετικά µε την
ευστάθεια της σταθεράς Cheeger ως προς διαταραχές : ποιοτικά, ισχυρίζεται ότι αν K και T
είναι δύο κυρτά σώµατα στον Rn τέτοια ώστε |K | ' |T | ' |K ∩ T |, τότε

IsK ' IsT .

Το αποτέλεσµα αυτό χρησιµοποιήθηκε από τον Klartag [73], ο οποίος απέδειξε ένα λογα-
ϱιθµικό ως προς την διάσταση κάτω ϕράγµα για την σταθερά Poincaré PoinK := PoinµK ενός
unconditional ισοτροπικού κυρτού σώµατος K στον Rn: έχουµε

IsK '
√

PoinK >
c

logn
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Παράλληλα, ο Klartag [73] έδωσε καταφατική
απάντηση στην εικασία του λεπτού δακτυλίου για την κλάση των unconditional ισοτροπικών
λογαριθµικά κοίλων διανυσµάτων. Αυτή είναι µία από τις ελάχιστες ειδικές περιπτώσεις
στις οποίες η εικασία έχει επαληθευτεί πλήρως. Ο Klartag απέδειξε ότι αν K είναι ένα
unconditional ισοτροπικό κυρτό σώµα στον Rn τότε

σ
2
K

:= EµK
(
‖x‖2 −

√
n

)2
6 C2

,

όπου C 6 4 είναι µια απόλυτη ϑετική σταθερά.

Κεφάλαιο 6. Παρουσιάζουµε ένα ϑεώρηµα των Ball και Nguyen [11] που συνδέει άµεσα
την εικασία KLS µε την εικασία του υπερεπιπέδου, κάνοντας χρήση εργαλείων από την
ϑεωρία πληροφορίας. ΄Εστω (Ω,A, P) ένας χώρος πιθανότητας. Η εντροπία κατά Shannon
µιας µη αρνητικής µετρήσιµης συνάρτησης f : Ω→ R που ικανοποιεί την

∫
f log(1 + f ) <

+∞, ορίζεται ως εξής : Ent(f ) = −
∫

Ω
f log f +

∫
Ω
f log

∫
Ω
f . Στην περίπτωση ενός ισοτροπικού

τυχαίου διανύσµατος X µε πυκνότητα f , η εντροπία του X παίρνει την µορφή

Ent(X ) = −

∫
Rn
f log f.

Είναι γνωστό ότι ανάµεσα σε όλα τα ισοτροπικά τυχαία διανύσµατα, το τυπικό κανονικό
τυχαίο διάνυσµα G έχει την µεγαλύτερη δυνατή εντροπία. Αν X είναι ένα ισοτροπικό τυχαίο
διάνυσµα στον Rn, τότε η «διαφορά εντροπίας» Ent(G)−Ent(X ) δίνει ένα µέτρο της απόστασης
ανάµεσα στο X και στο G. Μια ανισότητα των Pinsker [109], Csiszár και Kullback (ϐλέπε
[109], [44] και [76]) ισχυρίζεται ότι αν f και g είναι οι πυκνότητες των X και G τότε(∫

Rn
|f − g|

)2

6 2(Ent(G) − Ent(X )).

Αν Xi είναι ανεξάρτητα αντίτυπα του τυχαίου διανύσµατος X , τότε τα κανονικοποιηµένα
αθροίσµατα

Yn =
X1 + · · · + Xn

√
n
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προσεγγίζουν την τυπική κανονική κατανοµή καθώς το n → ∞. Η ανισότητα Shannon-
Stam (ϐλέπε [112], [113] και [115]) ισχυρίζεται ότι Ent(X+Y

√
2

) > Ent(X ), δηλαδή, η εντροπία
του κανονικοποιηµένου αθροίσµατος δύο ανεξάρτητων αντιτύπων ενός τυχαίου διανύσµατος
είναι µεγαλύτερη από αυτήν του αρχικού.

Ο Ball παρατήρησε ότι συγκρίνοντας τις «διαφορές εντροπίας» Ent
(
X+Y
√

2

)
− Ent(X ) και

Ent(G) − Ent(X ) µπορούµε να συνδέσουµε την εικασία KLS µε την εικασία του υπερεπι-
πέδου. ΄Οπως ϑα δούµε στην Ενότητα 6.1, αν X είναι ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο
τυχαίο διάνυσµα στον Rn και αν

Ent
(
X + Y
√

2

)
− Ent(X ) > δ(Ent(G) − Ent(X ))

για κάποιον δ > 0, όπου Y είναι ένα ανεξάρτητο αντίτυπο του X , τότε η ισοτροπική σταθερά
LX του X ικανοποιεί την

LX 6 e
1+ 2

δ .

Οι Ball και Nguyen απέδειξαν στο [11] ότι αν X είναι ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο
τυχαίο διάνυσµα στον Rn του οποίου η πυκνότητα f ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré

κ

∫
Rn
fh

2 6

∫
Rn
f ‖∇h‖22.

για κάθε οµαλή συνάρτηση h µε
∫
Rn
fh = 0, µε σταθερά κ > 0, τότε

Ent
(
X + Y
√

2

)
− Ent(X ) >

κ

4(1 + κ)
(Ent(G) − Ent(X )) ,

όπου Y είναι ένα ανεξάρτητο αντίτυπο του X . Η απόδειξη παρουσιάζεται στην Ενότητα 6.2.
Από το ϑεώρηµα των Ball και Nguyen συµπεραίνουµε ότι, για κάθε ισοτροπικό λογαριθµικά
κοίλο τυχαίο διάνυσµα X χωριστά, αν έχουµε ένα ϕράγµα για την σταθερά Poincaré του X
τότε µπορούµε να πάρουµε ένα ϕράγµα για την ισοτροπική του σταθερά: αν η πυκνότητα
του X ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ > 0, τότε

LX 6 e
1+

8(1+κ)
κ .

Με άλλα λόγια, η εικασία KLS συνεπάγεται (ισχυρά) την εικασία του υπερεπιπέδου.

Κεφάλαιο 7. Συζητάµε κάποιες εικασίες των Latała και Wojtaszczyk [82] σχετικά µε την
γεωµετρία των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας. Αφετηρία τους είναι η ιδιότητα
ελαχιστικής συνέλιξης την οποία εισήγαγε ο Maurey [98] µε σκοπό να δώσει µια κοµψή
και απλή απόδειξη της ανισότητας συγκέντρωσης του Talagrand για το εκθετικό µέτρο
γινόµενο. Γενικά, αν µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας και ϕ είναι µια µη αρνητική µετρήσιµη
συνάρτηση στον Rn, λέµε ότι το Ϲεύγος (µ, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ) αν, για κάθε ϕραγµένη
µετρήσιµη συνάρτηση f στον Rn,(∫

Rn
e
f �ϕ
dµ

) (∫
Rn
e
−f
dµ

)
6 1,
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όπου f �ϕ είναι η ελαχιστική συνέλιξη των f και ϕ, που ορίζεται ως εξής :

(f �ϕ)(x) = inf {f (x − y) + ϕ(y) : y ∈ Rn} .

Η ιδιότητα (τ) για ένα Ϲεύγος (µ, ϕ) συνδέεται στενά µε τις ιδιότητες συγκέντρωσης του
µέτρου µ αφού έχει σαν συνέπεια ότι για κάθε µετρήσιµο A ⊆ Rn και για κάθε t > 0 ισχύει

µ

(
x < A + Bϕ(t)

)
6 (µ(A))−1

e
−t
,

όπου Bϕ(t) = {ϕ 6 t}. Φυσιολογικά λοιπόν, αν µας δώσουν ένα µέτρο µ αναζητούµε
την καλύτερη συνάρτηση κόστους ϕ µε την ιδιότητα ότι το (µ, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ). Η
πρώτη ϐασική παρατήρηση είναι ότι, αν περιοριστούµε σε άρτια µέτρα πιθανότητας µ και
κυρτές συναρτήσεις κόστους ϕ, τότε η µεγαλύτερη δυνατή συνάρτηση κόστους δεν µπορεί
να ξεπερνάει τον µετασχηµατισµό Cramer Λ∗

µ
του µ, δηλαδή τον µετασχηµατισµό Legendre

του λογαριθµικού µετασχηµατισµού Laplace του µ.
Θα συζητήσουµε την εικασία ότι αν το µ είναι λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας

τότε το Ϲεύγος (µ,Λ∗
µ
( ·
�

)) έχει πάντα την ιδιότητα (τ) για κάποια απόλυτη σταθερά � > 0.
΄Οταν ισχύει κάτι τέτοιο, λέµε ότι το µ έχει την ιδιότητα ελαχιστικής συνέλιξης. Θα δούµε
ότι αν το µ έχει την ιδιότητα ελαχιστικής συνέλιξης τότε το µ ικανοποιεί την εξής ανισότητα
συγκέντρωσης : για κάθε p > 2 και για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn,

αν µ(A) >
1
2

έπεται ότι 1 − µ(A + �Zp(µ)) 6 e−p(1 − µ(A)).

Αν επιπλέον υποθέσουµε ότι το µ ικανοποιεί την ανισότητα Cheeger

µ
+(A) >

1
γ

min{µ(A),1 − µ(A)}

µε σταθερά 1/γ, τότε ϑα δούµε ότι ισχύει και το αντίστροφο (µε σταθερά που εξαρτάται
µόνο από το γ).

Υποθέτοντας ότι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ ικανοποιεί την παραπά-
νω ανισότητα συγκέντρωσης, µπορούµε να δείξουµε µια πολύ ισχυρή µορφή σύγκρισης
ασθενών και ισχυρών ϱοπών: για κάθε νόρµα ‖ · ‖ στον Rn και για κάθε p > 2,(∫

Rn

∣∣∣‖x‖ −med(‖x‖)
∣∣∣pdµ(x)

)1/p

6 C� sup
‖u‖∗61

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ(x)

)1/p

,

όπου ‖ · ‖∗ είναι η δυϊκή νόρµα της ‖ · ‖. Αυτή η ανισότητα είναι ισχυρότερη από την εικασία
του υπερεπιπέδου και από την εικασία του λεπτού δακτυλίου. Καταφατική απάντηση έχει
δοθεί µόνο σε πολύ ειδικές περιπτώσεις : για άρτια λογαριθµικά κοίλα µέτρα γινόµενα, για
την οµοιόµορφη κατανοµή στις `n

p
-µπάλες και για σφαιρικά συµµετρικά λογαριθµικά κοίλα

µέτρα. Στην τελευταία παράγραφο του Κεφαλαίου περιγράφουµε ένα τέτοιο αποτέλεσµα:
αν µ είναι ένα unconditional λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn, τότε για κάθε
νόρµα ‖ · ‖ στον Rn και για κάθε p > 1,(∫

Rn
‖x‖pdµ(x)

)1/p

6 C1

∫
Rn
‖x‖dν(x) + C2 sup

‖y‖∗61

(∫
Rn
|〈y, x〉|pdµ(x)

)1/p

,
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όπου ν είναι το εκθετικό µέτρο γινόµενο µε πυκνότητα dν(x) = 1
2n e

−‖x‖1dx και C1, C2 > 0
είναι απόλυτες σταθερές.





Κεφάλαιο 2

Ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα
µέτρα

2.1 Κυρτά σώµατα

∆ουλεύουµε στον Rn, ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε µια Ευκλείδεια δοµή 〈·, ·〉. Συµ-
ϐολίζουµε µε ‖ · ‖2 την αντίστοιχη Ευκλείδεια νόρµα, γράφουµε Bn2 για την Ευκλείδεια
µοναδιαία µπάλα και Sn−1 για την µοναδιαία σφαίρα. Ο όγκος (µέτρο Lebesgue) συµβολί-
Ϲεται µε | · |. Γράφουµε ωn για τον όγκο της Bn2 και σ για το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους
µετασχηµατισµούς µέτρο πιθανότητας στην Sn−1. Η πολλαπλότητα Grassmann Gn,k των
k-διάστατων υποχώρων του Rn είναι εφοδιασµένη µε το µέτρο πιθανότητας Haar νn,k. ΄Ε-
στω k 6 n και F ∈ Gn,k. Συµβολίζουµε µε PF την ορθογώνια προβολή από τον Rn στον F .
Επίσης, ορίζουµε BF := B

n

2 ∩ F και SF := S
n−1 ∩ F .

Τα γράµµατα c, c′, c1, c2 κλπ. συµβολίζουν απόλυτες ϑετικές σταθερές, οι οποίες µπο-
ϱεί να αλλάζουν από γραµµή σε γραµµή. Οποτεδήποτε γράφουµε a ' b, εννοούµε ότι
υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 έτσι ώστε c1a 6 b 6 c2a. Επίσης, αν K, L ⊆ Rn ϑα
γράφουµε K ' L αν υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 έτσι ώστε c1K ⊆ L ⊆ c2K.

΄Ενα κυρτό σώµα στον Rn είναι ένα συµπαγές κυρτό σύνολο C του Rn µε µη κενό
εσωτερικό. Λέµε ότι το C είναι συµµετρικό αν «x ∈ C αν και µόνον αν −x ∈ C». Λέµε ότι το
C έχει κέντρο ϐάρους στο 0 (ή στην αρχή των αξόνων) αν

∫
C
〈x, θ〉dx = 0 για κάθε θ ∈ Sn−1.

Η ακτινική συνάρτηση ρC : Rn \ {0} → R+ του κυρτού σώµατος C µε 0 ∈ int(C) ορίζεται ως
εξής :

ρC(x) = max{t > 0 : tx ∈ C}.

Η συνάρτηση στήριξης του C ορίζεται ως εξής :

hC(y) = max{〈x, y〉 : x ∈ C}.
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Παρατηρήστε ότι για κάθε διευθύνση θ ∈ Sn−1 ισχύει ρC(θ) 6 hC(θ). Το µέσο πλάτος του C
είναι η ποσότητα

w(C) =

∫
Sn−1

hC(θ)σ(dθ).

Η περιγεγραµµένη ακτίνα του C είναι η

R(C) = max{‖x‖2 : x ∈ C}.

Πολλές ϕορές, για σώµατα C µε 0 ∈ int(C) λέµε την παραπάνω ποσότητα διάµετρο του
σώµατος. Ο λόγος είναι ότι αυτές οι δύο ποσότητες είναι ισοδύναµες :

R(C) 6 diam(C) 6 2R(C),

όπου diam(C) είναι η συνήθης διάµετρος diam(C) = sup{‖x − y‖2 : x, y ∈ C}. Το πολικό
σώµα C◦ του C ορίζεται να είναι το σώµα

C
◦ = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 6 1 ∀y ∈ C}.

Βασικές ιδιότητες του πολικού σώµατος είναι οι ακόλουθες :

(i) 0 ∈ C◦.

(ii) Αν 0 ∈ int(C), τότε (C◦)◦ = C.

(iii) Για κάθε θ ∈ Sn−1 ισχύει ρC◦ (θ) = 1/hC(θ).

(iv) Για κάθε T ∈ GL(n) ισχύει (TC)◦ = (T−1)∗(C◦).

Κάποιες ϐασικές ανισότητες για όγκους κυρτών σωµάτων οι οποίες ϑα ϕανούν χρήσιµες
είναι οι ακόλουθες :
(α) Η ανισότητα του Urysohn. Αν C είναι κυρτό σώµα στον Rn τότε

w(C) >
(
|C|

|Bn2 |

)1/n

.

(ϐ) Η ανισότητα Blaschke-Santaló. Αν K είναι συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn, ή γενικό-
τερα αν το K έχει κέντρο ϐάρους το 0, τότε

|K | |K◦| 6 |Bn2 |
2
.

(γ) Η ανισότητα των Bourgain-Milman. Υπάρχει µια απόλυτη σταθερά 0 < c < 1 ώστε : Για
κάθε n ∈ N και για κάθε κυρτό σώµα K στον Rn µε 0 ∈ int(K), ισχύει

|K | · |K◦| > cn |Bn2 |.
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Η ανισότητα αυτή είναι γνωστή και ως αντίστροφη ανισότητα Santaló.

΄Εστω K συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Η απεικόνιση ‖ · ‖K : Rn → R+ µε

‖x‖K = inf{t > 0 : x ∈ tK}

είναι νόρµα στον Rn. Ο χώρος (Rn , ‖ · ‖K ) συµβολίζεται µε XK . Αντίστροφα, αν X = (Rn , ‖ · ‖)
είναι ένας χώρος µε νόρµα, τότε η µοναδιαία µπάλα BX = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1} του X

είναι συµµετρικό κυρτό σώµα. ΄Εστω X, Y δύο n-διάστατοι χώροι µε νόρµα. Η απόσταση

Banach–Mazur του X από τον Y ορίζεται ως εξής :

d(X, Y ) = inf{‖T‖ · ‖T−1‖ | T : X → Y γραµµικός ισοµορφισµός}.

Σε γεωµετρική γλώσσα η απόσταση Banach–Mazur περιγράφεται ως εξής : Αν X = XK και
Y = XL (δηλαδή οι µοναδιαίες µπάλες των X, Y είναι τα κυρτά σώµατα K, L αντίστοιχα) τότε
η d(X, Y ) είναι ο µικρότερος d > 0 ώστε

L ⊆ T (K) ⊆ dL

για κάποιον αντιστρέψιµο γραµµικό µετασχηµατισµό T . Είναι προφανές ότι d(X, Y ) > 1
για κάθε δύο n-διάστατους χώρους, µε ισότητα αν και µόνον αν οι χώροι είναι ισοµετρικά
ισόµορφοι. ΄Ετσι, η απόσταση Banach–Mazur µετράει πόσο διαφέρουν δύο χώροι από το
να είναι ισοµετρικοί.

΄Ενα συµµετρικό κυρτό σώµα K στον Rn λέγεται unconditional αν είναι συµµετρικό ως
προς τα επίπεδα συντεταγµένων - ισοδύναµα, αν η συνήθης ορθοκανονική ϐάση {e1, . . . , en}

του Rn είναι unconditional ϐάση για την ‖ · ‖K , δηλαδή αν για κάθε επιλογή πραγµατικών
αριθµών t1, . . . , tn και για κάθε επιλογή προσήµων εi = ±1 ισχύει∥∥∥ε1t1e1 + · · · + εntnen

∥∥∥
K

=
∥∥∥t1e1 + · · · + tnen

∥∥∥
K
.

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι αν x = (x1, . . . , xn) ∈ K τότε ολόκληρο το ορθογώνιο∏
n

i=1[−|xi |, |xi |] περιέχεται στο K.

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω A και B µη κενά υποσύνολα του Rn. Ορίζουµε

A + B := {a + b | a ∈ A, b ∈ B}

και για κάθε t > 0,

tA = {ta | a ∈ A}.

Η ανισότητα Brunn-Minkowski συνδέει το άθροισµα Minkowski µε τον όγκο στον Rn:

Θεώρηµα 2.1.2. Εστω K και T δύο µη κενά συµπαγή υποσύνολα του Rn. Τότε,

(2.1.1) |K + T |1/n > |K |1/n + |T |1/n.
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Σηµείωση. Στην περίπτωση που τα K και T είναι κυρτά σώµατα, ισότητα στην (2.1.1) µπορεί
να ισχύει µόνο αν τα K και T είναι οµοιοθετικά.

Η (2.1.1) εκφράζει µε µία έννοια το γεγονός ότι ο όγκος είναι κοίλη συνάρτηση ως προς
την πρόσθεση κατά Minkowski. Για το λόγο αυτό συχνά γράφεται στην ακόλουθη µορφή:
Αν K, T είναι µη κενά συµπαγή υποσύνολα του Rn και λ ∈ (0,1), τότε

(2.1.2) |λK + (1 − λ)T |1/n > λ|K |1/n + (1 − λ)|T |1/n.

Χρησιµοποιώντας την (2.1.2) και την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου, µπορού-
µε ακόµα να γράψουµε:

(2.1.3) |λK + (1 − λ)T | > |K |λ|T |1−λ.

Η ασθενέστερη αυτή µορφή της ανισότητας Brunn-Minkowski έχει το πλεονέκτηµα ότι
είναι ανεξάρτητη της διάστασης.

Υπάρχουν πολλές αποδείξεις της (2.1.1). Θα δώσουµε εδώ την απόδειξη της συναρτη-

σιακής µορφής της ανισότητας, που οφείλεται στους Prékopa και Leindler

Θεώρηµα 2.1.3. ΄Εστω f, g, h : Rn → R+
τρεις µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω λ ∈ (0,1).

Υποθέτουµε ότι οι f και g είναι ολοκληρώσιµες, και ότι, για κάθε x, y ∈ Rn

(2.1.4) h(λx + (1 − λ)y) > f (x)λg(y)1−λ
.

Τότε, ∫
Rn
h >

(∫
Rn
f

)λ (∫
Rn
g

)1−λ

.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.2. ΄Εστω K, T συµπαγή µη κενά υποσύνολα του Rn και
έστω λ ∈ (0,1). Ορίζουµε f = χK , g = χT , και h = χλK+(1−λ)T . Εύκολα ελέγχουµε ότι
ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.1.3, οπότε

|λK + (1 − λ)T | =
∫
h >

(∫
f

)λ (∫
g

)1−λ

= |K |λ|T |1−λ.

Αυτό αποδεικνύει την (2.1.3) για κάθε τριάδα K, T, λ. Για να πάρουµε την (2.1.1) ϑεωρούµε
K και T όπως στο Θεώρηµα 2.1.2 (µε |K | > 0, |T | > 0), και ορίζουµε

K1 = |K |−1/n
K, T1 = |T |−1/n

T, λ =
|K |1/n

|K |1/n + |T |1/n
.

Τα K1 και T1 έχουν όγκο 1, οπότε από την (2.1.3) παίρνουµε

(2.1.5) |λK1 + (1 − λ)T1| > 1.

΄Οµως,

λK1 + (1 − λ)T1 =
K + T

|K |1/n + |T |1/n
,
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εποµένως η (2.1.5) παίρνει την µορφή

|K + T | >
(
|K |1/n + |T |1/n

)n
.

�

2.2 Συγκέντρωση του µέτρου

΄Εστω (X,A, d, µ) ένας µετρικός χώρος πιθανότητας. ∆ηλαδή, ο (X, d) είναι µετρικός χώρος
και το µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας στη σ-άλγεβρα A των Borel υποσυνόλων του (X, d).
Αν A ∈ A και t > 0, η t-περιοχή του A είναι το σύνολο

At = {x ∈ X : d(x, A) 6 t}.

Ορισµός 2.2.1. Η συνάρτηση συγκέντρωσης του (X,A, d, µ) ορίζεται στο (0,∞) από την

α(X, t) := 1 − inf{µ(At) : µ(A) > 1/2}.

Λέµε ότι υπάρχει «συγκέντρωση µέτρου» στον χώρο αν η α(X, t) ϕθίνει γρήγορα (για
παράδειγµα, εκθετικά ως προς t). Πολλές από τις εφαρµογές της συγκέντρωσης του µέτρου
ϐασίζονται στο εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.2.2. ΄Εστω (X,A, d, µ) µετρικός χώρος πιθανότητας. Αν f : X → R είναι µια

συνάρτηση Lipschitz µε σταθερά 1, δηλαδή αν |f (x) − f (y)| 6 d(x, y) για κάθε x, y ∈ X , τότε

µ ({x ∈ X : |f (x) −med(f )| > t}) 6 2α(X, t)

όπου med(f ) είναι κάποιος µέσος Lévy της f .

Σηµείωση. Μέσος Lévy med(f ) της f λέγεται ένας αριθµός για τον οποίο

µ({f > med(f )}) > 1/2 και µ({f 6 med(f )}) > 1/2.

΄Ενας τέτοιος αριθµός υπάρχει πάντα, δεν είναι όµως αναγκαστικά µοναδικός.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.2. Θέτουµε A = {x : f (x) > med(f )} και B = {x : f (x) 6
med(f )}. Αν y ∈ At τότε υπάρχει x ∈ A µε d(x, y) 6 t, οπότε

f (y) = f (y) − f (x) + f (x) > −d(y, x) + med(f ) > med(f ) − t

αφού η f είναι 1-Lipschitz. Οµοίως, αν y ∈ Bt τότε υπάρχει x ∈ B µε d(x, y) 6 t, οπότε

f (y) = f (y) − f (x) + f (x) 6 d(y, x) + med(f ) 6 med(f ) + t.

∆ηλαδή, αν y ∈ At ∩ Bt τότε |f (x) −med(f )| 6 t. Με άλλα λόγια,

(2.2.1) {x ∈ X : |f (x) −med(f )| > t} ⊆ (At ∩ Bt)c = A
c

t
∪ Bc

t
.
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΄Οµως, από τον ορισµό της συνάρτησης συγκέντρωσης έχουµε µ(At) > 1 − α(X, t) και
µ(Bt) > 1 − α(X, t). Επιστρέφοντας στην (2.2.1) ϐλέπουµε ότι

µ ({|f −med(f )| > t}) 6 (1 − µ(At)) + (1 − µ(Bt)) 6 2α(X, t).

�

Στην περίπτωση που η συνάρτηση συγκέντρωσης ϕθίνει πολύ γρήγορα, το Θεώρηµα
2.2.2 δείχνει ότι οι 1-Lipschitz συνεχείς συναρτήσεις είναι «σχεδόν σταθερές» σε «σχεδόν
ολόκληρο το χώρο». Ισχύει µάλιστα και το αντίστροφο.

Πρόταση 2.2.3. ΄Εστω (X,A, d, µ) µετρικός χώρος πιθανότητας. Αν για κάποιο t > 0 και

για κάθε 1-Lipschitz συνάρτηση f : X → R έχουµε

µ ({x ∈ X : |f (x) −med(f )| > t}) 6 η,

τότε α(X, t) 6 η.

Απόδειξη. ΄Εστω A Borel υποσύνολο του X µε µ(A) > 1/2. Θεωρούµε την συνάρτηση
f (x) = d(x, A). Η f είναι 1-Lipschitz και med(f ) = 0 γιατί η f παίρνει µη αρνητικές τιµές
και µ({x : f (x) = 0}) > 1/2. Από την υπόθεση παίρνουµε

µ({x ∈ X : d(x, A) > t}) 6 η,

δηλαδή 1 − µ(At) 6 η. ΄Επεται ότι α(X, t) 6 η. �

2.3 Λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας

Συµβολίζουµε µε Pn την κλάση όλων των µέτρων πιθανότητας στον Rn τα οποία είναι απο-
λύτως συνεχή ως προς το µέτρο Lebesgue. Η πυκνότητα ενός µέτρου µ ∈ Pn συµβολίζεται
µε fµ.

΄Εστω µ ∈ Pn. Λέµε ότι το µ έχει ϐαρύκεντρο το x0 ∈ R
n αν

(2.3.1)
∫
Rn
〈x, θ〉dµ(x) = 〈x0, θ〉

για κάθε θ ∈ Sn−1. Ισοδύναµα, αν

x0 =

∫
Rn
x dµ(x).

Η υποκλάση CPn της Pn αποτελείται από όλα τα κεντραρισµένα µ ∈ Pn. Αυτά είναι τα
µέτρα µ ∈ Pn που έχουν ϐαρύκεντρο στην αρχή των αξόνων. ∆ηλαδή, µ ∈ CPn αν

(2.3.2)
∫
Rn
〈x, θ〉dµ(x) = 0
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για κάθε θ ∈ Sn−1.
Η υποκλάση SPn της Pn αποτελείται από όλα τα άρτια (συµµετρικά) µέτρα µ ∈ Pn: το

µ λέγεται άρτιο αν µ(A) = µ(−A) για κάθε σύνολο Borel A στον Rn.
΄Εστω f : Rn → [0,∞) µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε πεπερασµένο, ϑετικό ολοκλή-

ϱωµα. ΄Οπως στην περίπτωση των µέτρων, το ϐαρύκεντρο της f ορίζεται ως εξής :

bar(f ) =

∫
Rn
xf (x)dx∫

Rn
f (x)dx

.

Ειδικότερα, η f έχει ϐαρύκεντρο (ή κέντρο ϐάρους) στην αρχή των αξόνων αν∫
Rn
〈x, θ〉f (x)dx = 0

για κάθε θ ∈ Sn−1. Τότε λέµε και ότι η f είναι κεντραρισµένη.

Ορισµός 2.3.1. ΄Ενα µέτρο µ ∈ Pn λέγεται λογαριθµικά κοίλο αν για κάθε Ϲεύγος συµπα-
γών συνόλων A, B στον Rn και για κάθε 0 < λ < 1 ισχύει

(2.3.3) µ((1 − λ)A + λB) > µ(A)1−λ
µ(B)λ.

Μια συνάρτηση f : Rn → [0,∞) λέγεται λογαριθµικά κοίλη αν

(2.3.4) f ((1 − λ)x + λy) > f (x)1−λ
f (y)λ

για κάθε x, y ∈ Rn και για κάθε 0 < λ < 1.

΄Εστω f : Rn → [0,∞) µια λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση µε
∫
Rn
f (x)dx = 1 (τότε λέµε

ότι η f είναι λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα). Από την ανισότητα Prékopa-Leindler έπεται
ότι το µέτρο µ που έχει πυκνότητα την f είναι λογαριθµικά κοίλο : για να το δούµε αυτό,
ϑεωρούµε δύο συµπαγή σύνολα A, B στον Rn και τυχόν λ ∈ (0,1). Τότε, οι συναρτήσεις
w = 1A f , g = 1B f και h = 1(1−λ)A+λB f ικανοποιούν την

h((1 − λ)x + λy) > w(x)1−λ
g(y)λ

για κάθε x, y ∈ Rn, συνεπώς, το Θεώρηµα 2.1.3 δείχνει ότι

µ((1 − λ)A + λB) =

∫
Rn
h >

(∫
Rn
w

)1−λ (∫
Rn
g

)λ
= µ(A)1−λ

µ(B)λ.

Το επόµενο ϑεώρηµα του Borell [29] δείχνει ότι, αντίστροφα, κάθε µη εκφυλισµένο λο-
γαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn ανήκει στην κλάση Pn και έχει λογαριθµικά
κοίλη πυκνότητα.
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Θεώρηµα 2.3.2. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn µε την ιδιότητα

µ(H) < 1 για κάθε υπερεπίπεδο H. Τότε, το µ είναι απολύτως συνεχές ως προς το µέτρο

Lebesgue και έχει µια λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα f , δηλαδή dµ(x) = f (x)dx.

Παραδείγµατα 2.3.3. (α) ΄Εστω K ένα κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Ορίζουµε ένα µέτρο
πιθανότητας µK στον Rn, ϑέτοντας

µK (A) = |K ∩ A| =

∫
A

1K (x)dx

για κάθε Borel σύνολο A ⊆ Rn. Από την κυρτότητα του K έπεται ότι η 1K είναι λογαριθµικά
κοίλη συνάρτηση, άρα το µK είναι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας.

(ϐ) Για κάθε c > 0, η συνάρτηση fc(x) = exp(−c‖x‖22) είναι άρτια και λογαριθµικά κοίλη
στον Rn: παρατηρήστε ότι η Ευκλείδεια νόρµα είναι κυρτή συνάρτηση, και η t 7→ ct

2

είναι επίσης κυρτή. Συνεπώς, η σύνθεσή τους c‖x‖22 = − log f (x) είναι µια άρτια κυρτή
συνάρτηση. ΄Επεται ότι, για κάθε c > 0, το µέτρο

γr,c(A) =
1
I(c)

∫
A

exp(−c‖x‖22)dx

όπου I(c) =
∫
Rr

exp(−c‖x‖22)dx, είναι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας. Ειδικότερα
αυτό ισχύει για το τυπικό µέτρο του Gauss γn.

Παρατήρηση 2.3.4. Βασικές ιδιότητες της κλάσης των λογαριθικά κοίλων µέτρων πιθα-
νότητας είναι οι εξής :

(α) Αν µ είναι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn και T : Rn → Rm είναι
ένας αφινικός µετασχηµατισµός, τότε το µ◦T−1 είναι λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας
στον Rm .

(ϐ) Αν κάθε µi είναι λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rni , i = 1, . . . , k, τότε το
µ1 ⊗ · · · ⊗ µk είναι λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn1 × · · · × Rnk .

(γ) Αν τα µ και ν είναι λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας στον Rn τότε η συνέλιξή τους
µ ∗ ν (που ορίζεται από την∫

Rn
h(x)d(µ ∗ ν)(x) =

∫
Rn

∫
Rn
h(x + y)dµ(x)dν(y)

για κάθε µη αρνητική Borel µετρήσιµη συνάρτηση h στον Rn ) είναι ένα λογαριθµικά κοίλο
µέτρο πιθανότητας στον Rn. Αυτό ϕαίνεται αν παρατηρήσουµε ότι το µ ∗ ν είναι η εικόνα
του µ × ν µέσω του αφινικού µετασχηµατισµού T (x, y) = x + y.

(δ) Αν {µk}∞k=1 είναι µια ακολουθία λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας στον Rn η
οποία συγκλίνει ασθενώς σε ένα µέτρο µ, τότε το µ είναι επίσης λογαριθµικά κοίλο µέτρο
πιθανότητας στον Rn.
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Ορισµός 2.3.5. ΄Εστω s ∈ [−∞,∞]. Λέµε ότι ένα µέτρο µ στον Rn είναι s-κοίλο αν

(2.3.5) µ((1 − λ)A + λB) > ((1 − λ)µs(A) + λµs(B))1/s

για κάθε Ϲεύγος συµπαγών υποσυνόλων A, B του Rn µε µ(A)µ(B) > 0 και για κάθε λ ∈
(0,1). Οι οριακές περιπτώσεις ορίζονται κατάλληλα. Για s = 0 το δεξιό µέλος της (2.3.5)
γίνεται µ(A)1−λ

µ(B)λ (άρα, τα 0-κοίλα µέτρα είναι τα λογαριθµικά κοίλα µέτρα). Στην
περίπτωση s = −∞ το δεξιό µέλος της (2.3.5) γίνεται min{µ(A), µ(B)} και στην περίπτωση
s = ∞ ισούται µε max{µ(A), µ(B)}. Παρατηρήστε ότι αν το µ είναι s-κοίλο και αν t 6 s τότε
το µ είναι t-κοίλο.

΄Εστω γ ∈ [−∞,∞]. Μια συνάρτηση f : Rn → [0,∞) λέγεται γ-κοίλη αν

(2.3.6) f ((1 − λ)x + λy) > ((1 − λ)f γ(x) + λf γ(y))1/γ

για κάθε x, y ∈ Rn µε f (x)f (y) > 0 και για κάθε λ ∈ (0,1). Πάλι, ορίζουµε κατάλληλα
τις περιπτώσεις γ = 0,±∞. Οι −∞-κοίλες είναι οι quasi-κοίλες συναρτήσεις : εκείνες οι
συναρτήσεις f για τις οποίες το σύνολο {f > t} είναι κυρτό για κάθε t ∈ R. Ο Borell [28]
µελέτησε την σχέση ανάµεσα στα s-κοίλα µέτρα πιθανότητας και τις γ-κοίλες συναρτήσεις.
Το επόµενο ϑεώρηµα γενικεύει το Θεώρηµα 2.3.2.

Θεώρηµα 2.3.6 (Borell). ΄Εστω µ ένα µέτρο στον Rn και έστω F ο αφινικός υπόχωρος που

παράγεται από τον ϕορέα supp(µ) του µ. Αν dim(F ) = d τότε για κάθε −∞ 6 s 6 1/d έχουµε

ότι το µ είναι s-κοίλο αν και µόνο αν έχει µια µη αρνητική πυκνότητα ψ ∈ L1
loc(Rn , dx) και

η ψ είναι γ-κοίλη, όπου γ = s

1−sd ∈ [−1/d,+∞]. Αν s > 1/d τότε το µ είναι s-κοίλο αν και

µόνο αν το µ είναι µέτρο Dirac.

Το επόµενο λήµµα δείχνει ότι κάθε ολοκληρώσιµη λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση f :
Rn → [0,∞) έχει πεπερασµένες ϱοπές κάθε τάξης. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι οι
τιµές f (x) της f ϕθίνουν εκθετικά καθώς ‖x‖2 → ∞.

Λήµµα 2.3.7. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) µια λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση µε πεπερασµένο,

ϑετικό ολοκλήρωµα. Τότε, υπάρχουν σταθερές A, B > 0 ώστε f (x) 6 Ae
−B‖x‖2 για κάθε

x ∈ Rn. Ειδικότερα, η f έχει πεπερασµένες ϱοπές κάθε τάξης.

Απόδειξη. Εφόσον
∫
f > 0, υπάρχει t ∈ (0,1) ώστε το σύνολο C := {x : f (x) > t} να έχει

ϑετικό µέτρο Lebesgue. Παρατηρούµε ότι το C είναι κυρτό αφού η f είναι λογαριθµικά
κοίλη, και έχει µη κενό εσωτερικό. Πράγµατι, αφού το C έχει ϑετικό µέτρο, η αφινική του
ϑήκη έχει διάσταση n, άρα το C περιέχει ένα αφινικά ανεξάρτητο σύνολο {xi}i6n+1. Λόγω
κυρτότητας, το C περιέχει το simplex S = conv{xi}i6n+1. Ειδικότερα, το C έχει µη κενό
εσωτερικό. ΄Εστω x0 ∈ C και r > 0 ώστε x0 + rBn2 ⊆ C. Θεωρώντας την f1(·) = f (· + x0) αν
χρειασθεί, µπορούµε να υποθέσουµε ότι rBn2 ⊆ C.

Ορίζουµε K = {x : f (x) > t/e}. Τότε, από την ανισότητα του Markov και τη µονοτονία
του όγκου έχουµε 0 < |K | < ∞. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το K είναι κυρτό,
έχει πεπερασµένο όγκο και περιέχει την rBn2 , συµπεραίνουµε ότι το K είναι ϕραγµένο.
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Εποµένως, υπάρχει R > 0 ώστε K ⊂ RBn2 . Τότε, για κάθε ‖x‖2 > R έχουµε R x

‖x‖2
< K,

οπότε f (R/‖x‖2x) 6 t/e, ενώ r
x

‖x‖2
∈ C, το οποίο αποδεικνύει ότι f (r x

‖x‖2
) > t. Επιπλέον,

µπορούµε να γράψουµε

R
x

‖x‖2
=
‖x‖2 − R

‖x‖2 − r

rx

‖x‖2
+

R − r

‖x‖2 − r
x.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f είναι λογαριθµικά κοίλη παίρνουµε:

t

e
> f

(
R

x

‖x‖2

)
> f

(
r
x

‖x‖2

) ‖x‖2−R
‖x‖2−r

f (x)
R−r
‖x‖2−r > t

‖x‖2−R
‖x‖2−r f (x)

R−r
‖x‖2−r .

΄Επεται ότι
f (x) 6 te−

‖x‖2−r
R−r < e

−‖x‖2/R,

για κάθε ‖x‖2 > R. Από την άλλη πλευρά, για κάθε x ∈ RBn2 και για κάθε y ∈ x

2 + r

2B
n

2
έχουµε (λόγω του ότι η f είναι λογαριθµικά κοίλη)

f (y) >
√
f (x)f (2y − x) >

√
t

√
f (x).

Σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η f είναι ολοκληρώσιµη, συµπεραίνουµε ότι υπάρχειM > 0
ώστε f (x) 6 M για κάθε x ∈ RBn2 . Τώρα είναι ϕανερό ότι µπορούµε να ϐρούµε δύο σταθερές
A, B > 0, οι οποίες εξαρτώνται από την f , έτσι ώστε f (x) 6 Ae−B‖x‖2 για κάθε x ∈ Rn. �

Παρατήρηση 2.3.8. Αν s > 0 και f : Rn → [0,∞) είναι µια s-κοίλη συνάρτηση µε
πεπερασµένο, ϑετικό ολοκλήρωµα, τότε η f έχει συµπαγή ϕορέα.

Περιγράφουµε εν συντοµία την απόδειξη. ΄Εστω K = {x : f (x) > 0}. Χρησιµοποιώντας το
γεγονός ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και επιχειρήµατα αντίστοιχα µε αυτά της απόδειξης του
Λήµµατος 2.3.7 µπορούµε να δείξουµε πρώτα ότι η f είναι ϕραγµένη. Χωρίς περιορισµό
της γενικότητας υποθέτουµε ότι η τιµή α := sup(f ) πιάνεται στο x0 = 0. Χρησιµοποιώντας
ξανά το γεγονός ότι η f είναι ολοκληρώσιµη, µαζί µε το ότι είναι s-κοίλη, µπορούµε να
ϐρούµε R > 0 έτσι ώστε f (x) 6 α/2 για κάθε x µε ‖x‖2 > R. Η συνάρτηση g(x) =

(
f (x)
α

)1/s

είναι κοίλη και ικανοποιεί τα εξής : (α) limx→0 g(x) = 1 και (ϐ) g(x) 6 2−1/s αν ‖x‖2 > R.
΄Εστω y ∈ Rn µε ‖y‖2 = R και ας υποθέσουµε ότι λy ∈ K για κάποιον λ > 1. Γράφουµε
y =

(
1 − 1

λ

)
0 + 1

λ
(λy) και αφού η g είναι κοίλη παίρνουµε

2−1/s > g(y) > 1 −
1
λ

+
g(λy)
λ

> 1 −
1
λ
.

΄Επεται ότι
λ 6 λ0 :=

1
1 − 2−1/s

,

άρα K ⊆ (λ0R)Bn2 .
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Θα χρειαστούµε επίσης ένα αποτέλεσµα του Fradelizi [55], το οποίο δείχνει ότι η τιµή
µιάς λογαριθµικά κοίλης συνάρτησης στο ϐαρύκεντρό της είναι συγκρίσιµη µε την µέγιστη
τιµή της (µε την σταθερά σύγκρισης να εξαρτάται - εκθετικά - µόνο από την διάσταση).
Παρατηρήστε ότι αν η f υποτεθεί άρτια, τότε f (0) = ‖f ‖∞.

Θεώρηµα 2.3.9. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) µια λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση µε bar(f ) = 0.

Τότε,

f (0) 6 ‖f ‖∞ 6 enf (0).

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και ότι
∫
Rn
f (y)dy =

1. Από την ανισότητα Jensen έχουµε

(2.3.7) log f
(∫
Rn
yf (y)dy

)
>

∫
Rn
f (y) log f (y)dy.

΄Εστω x ∈ Rn. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι η f είναι λογαριθµικά κοίλη, έχουµε

(2.3.8) − log f (x) > − log f (y) +
〈
x − y,∇

(
− log f

)
(y)

〉
.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της τελευταίας ανισότητας µε f (y), και στην συνέχεια
ολοκληρώνοντας ως προς y, παίρνουµε

− log f (x) > −
∫
Rn
f (y) log f (y)dy +

∫
Rn
〈x − y,−∇f (y)〉dy(2.3.9)

> −

∫
Rn
f (y) log f (y)dy − n,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει αν ολοκληρώσουµε κατά µέρη (και χρησιµοποιή-
σουµε το γεγονός ότι οι τιµές f (y) της f ϕθίνουν εκθετικά καθώς ‖y‖2 → ∞). Συνδυάζοντας
τις (2.3.7) και (2.3.9) ϐλέπουµε ότι

log f (0) >
∫
Rn
f (y) log f (y)dx > log f (x) − n,

για κάθε x ∈ Rn. Παίρνοντας το supremum πάνω από όλα τα x έχουµε το Ϲητούµενο. �

Το τελευταίο αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου είναι µια ανισότητα του Borell [27].

Θεώρηµα 2.3.10 (Borell). ΄Εστω f : [0,∞) → [0,∞) µια λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση.

Τότε, η συνάρτηση

Ψf (p) =

∫ ∞
0 x

p
f (x)dx

Γ(p + 1)

είναι λογαριθµικά κοίλη στο [0,∞).
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f > 0 στο [0,∞). Αρκεί να δείξουµε ότι αν
q > p > 0 τότε Ψ2

f

(
p+q

2

)
> Ψf (p)Ψf (q). Θεωρούµε συναρτήσεις της µορφής g(x) = αe

−�x ,
όπου α, � > 0. Παρατηρούµε ότι

(2.3.10) Ψg(r) :=

∫ ∞
0 x

r
αe
−�x

dx

Γ(r + 1)
=

α

�r+1

για κάθε r > 0. Επιλέγουµε α, � > 0 έτσι ώστε η g(x) = αe
−�x να ικανοποιεί τις

(2.3.11)
∫ ∞

0
x
r
f (x)dx =

∫ ∞

0
x
r
g(x)dx, για r = p, q.

Θα δείξουµε πρώτα ότι οι f και g παίρνουν την ίδια τιµή σε περισσότερα από ένα σηµεία.
Είναι ϕανερό ότι δεν µπορεί να ισχύει f > g ή f < g σε ολόκληρο το [0,∞), άρα υπάρχει
x1 > 0 ώστε f (x1) = g(x1). Υποθέτουµε ότι αυτό είναι το µοναδικό σηµείο τοµής των f και
g και, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, υποθέτουµε ότι g < f στο [0, x1) και g > f στο
(x1,∞). Τότε, χρησιµοποιώντας την (2.3.11) ελέγχουµε ότι∫ ∞

y

x
p
g(x)dx >

∫ ∞

y

x
p
f (x)dx

για κάθε y > 0. Παρατηρούµε ότι∫ ∞

0
x
q
f (x)dx =

∫ ∞

0
x
p
f (x)

( ∫ x

0
(q − p)sq−p−1

ds

)
dx

=

∫ ∞

0
(q − p)sq−p−1

( ∫ ∞

s

x
p
f (x)dx

)
ds

<

∫ ∞

0
(q − p)sq−p−1

( ∫ ∞

s

x
p
g(x)dx

)
ds

=

∫ ∞

0
x
q
g(x)dx,

το οποίο είναι άτοπο. ΄Εχουµε λοιπόν δείξει ότι υπάρχουν b > a > 0 ώστε f (a) = g(a)
και f (b) = g(b), και από το γεγονός ότι η f − g είναι λογαριθµικά κοίλη (διότι η g είναι
λογαριθµικά αφινική) έπεται ότι f > g στο [a, b] και f 6 g στα [0, a] και [b,∞). Θέτουµε r =

(q − p)/2. Εξετάζοντας το πρόσηµο της συνάρτησης στο παρακάτω ολοκλήρωµα ϐλέπουµε
ότι ∫ ∞

0
(x r − ar )(x r − br )xp(g(x) − f (x))dx > 0,

απ¨ όπου έπεται ότι∫ ∞

0
x

2r+p(g(x) − f (x))dx + (ab)r
∫ ∞

0
x
p(g(x) − f (x))dx

− (ar + br )
∫ ∞

0
x
r+p(g(x) − f (x))dx > 0.
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Παρατηρούµε ότι 2r + p = q και ότι, από την επιλογή της g, τα δύο πρώτα ολοκληρώµατα
µηδενίζονται. Συνεπώς,∫ ∞

0
x

p+q

2 f (x)dx =

∫ ∞

0
x
r+p
f (x)dx >

∫ ∞

0
x
r+p
g(x)dx =

∫ ∞

0
x

p+q

2 g(x)dx,

το οποίο αποδεικνύει ότι Ψ2
f

(
p+q

2

)
> Ψ2

g

(
p+q

2

)
. Από την (2.3.10) ελέγχουµε ότι

Ψ2
g

(p + q

2

)
= Ψg(p)Ψg(q) = Ψf (p)Ψf (q),

το οποίο τελικά δίνει Ψ2
f

(
p+q

2

)
> Ψf (p)Ψf (q). �

2.4 Ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα µέτρα

Ορίζουµε αρχικά την ισοτροπική ϑέση ενός κυρτού σώµατος K και την ισοτροπική σταθερά
LK σαν µιά αναλλοίωτη της αφινικής κλάσης του K. Στις επόµενες υποπαραγράφους
δίνουµε έναν πιο γενικό ορισµό στο πλαίσιο των λογαριθµικά κοίλων µέτρων.

Ορισµός 2.4.1. ΄Ενα κυρτό σώµα K στον Rn λέγεται ισοτροπικό αν έχει όγκο |K | = 1, είναι
κεντραρισµένο (δηλαδή έχει ϐαρύκεντρο στην αρχή των αξόνων), και υπάρχει µια σταθερά
α > 0 ώστε

(2.4.1)
∫
K

〈x, y〉2dx = α
2‖y‖22

για κάθε y ∈ Rn. Παρατηρήστε ότι αν το K ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη (2.4.1) τότε∫
K

‖x‖22dx =

n∑
i=1

∫
〈x, ei〉

2
dx = nα

2
,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγµένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική ϐάση {e1, . . . , en}

του Rn. Επίσης, εύκολα ελέγχουµε ότι αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώµα στον Rn τότε
το U (K) είναι επίσης ισοτροπικό για κάθε U ∈ O(n).

Παρατήρηση 2.4.2. ∆εν είναι δύσκολο να ελέγξουµε ότι η ισοτροπική συνθήκη (2.4.1)
είναι ισοδύναµη µε καθεµία από τις παρακάτω συνθήκες :

(i) Για κάθε i, j = 1, . . . , n,

(2.4.2)
∫
K

xixjdx = α
2
δij,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγµένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική ϐάση
{e1, . . . , en} του Rn.
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(ii) Για κάθε T ∈ L(Rn),

(2.4.3)
∫
K

〈x, Tx〉dx = α
2(trT ).

Για να το δούµε, υποθέτουµε πρώτα ότι το K είναι ισοτροπικό, και ϑέτοντας y = ei , y = ej

και y = ei + ej στην (2.4.1) παίρνουµε την (2.4.2). Παρατηρώντας ότι αν T = (tij)ni,j=1 τότε
〈x, T (x)〉 =

∑
n

i,j=1 tijxixj, ϐλέπουµε αµέσως ότι η (2.4.2) συνεπάγεται την (2.4.3). Τέλος, πα-
ϱατηρήστε ότι αν εφαρµόσουµε την (2.4.3) για την T (x) = 〈x, y〉y παίρνουµε την ισοτροπική
συνθήκη (2.4.1).

΄Υπαρξη

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι κάθε κεντραρισµένο κυρτό σώµα έχει µια γραµµική εικόνα
που ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη.

Πρόταση 2.4.3. ΄Εστω K ένα κεντραρισµένο κυρτό σώµα στον Rn. Υπάρχει T ∈ GL(n) ώστε

το T (K) να είναι ισοτροπικό.

Απόδειξη. Ο τελεστής M ∈ L(Rn) που ορίζεται µέσω της M(y) =
∫
K
〈x, y〉xdx είναι συµµετρι-

κός και ϑετικά ορισµένος. Συνεπώς, έχει µια συµµετρική και ϑετική τετραγωνική ϱίζα S.
Θεωρούµε την γραµµική εικόνα K̃ = S

−1(K) του K. Τότε, για κάθε y ∈ Rn έχουµε∫
K̃

〈x, y〉2dx = |detS|−1
∫
K

〈S−1
x, y〉2dx

= |detS|−1
∫
K

〈x, S−1
y〉2dx

= |detS|−1〈 ∫
K

〈x, S−1
y〉xdx, S−1

y
〉

= |detS|−1〈MS−1
y, S

−1
y〉 = |detS|−1‖y‖22.

Κανονικοποιώντας τον όγκο του K̃ παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Η Πρόταση 2.4.3 δείχνει ότι κάθε κεντραρισµένο κυρτό σώµα K στον Rn έχει µια ϑέση K̃

που είναι ισοτροπική. Λέµε ότι το K̃ είναι µια ισοτροπική ϑέση του K. Το επόµενο ϑεώρηµα
δείχνει ότι η ισοτροπική ϑέση ενός κυρτού σώµατος είναι µονοσήµαντα ορισµένη (αν αγνο-
ήσουµε ορθογώνιους µετασχηµατισµούς) και ότι προκύπτει σαν λύση ενός προβλήµατος
ελαχιστοποίησης.

Θεώρηµα 2.4.4. ΄Εστω K ένα κεντραρισµένο κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Ορίζουµε

(2.4.4) B(K) = inf
{ ∫

TK

‖x‖22dx : T ∈ SL(n)
}
.
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Τότε, µια ϑέση K1 του K είναι ισοτροπική αν και µόνο αν

(2.4.5)
∫
K1

‖x‖22dx = B(K).

Αν K1 και K2 είναι δύο ισοτροπικές ϑέσεις του K τότε υπάρχει U ∈ O(n) ώστε K2 = U (K1).

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε µια ισοτροπική ϑέση K1 του K. Η παρατήρηση 2.4.2 δείχνει
ότι υπάρχει α > 0 ώστε ∫

K1

〈x, Tx〉dx = α
2(trT )

για κάθε T ∈ L(Rn). Τότε, για κάθε T ∈ SL(n) έχουµε∫
TK1

‖x‖22dx =

∫
K1

‖Tx‖22dx =

∫
K1

〈x, T ∗Tx〉dx(2.4.6)

= α
2tr(T ∗T ) > nα2 =

∫
K1

‖x‖22dx,

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου στην µορφή

tr(T ∗T ) > n[det(T ∗T )]1/n
.

Αυτό δείχνει ότι το K1 ικανοποιεί την (2.4.5). Ειδικότερα, το infimum στην (2.4.4) είναι
minimum.

Παρατηρούµε επίσης ότι αν έχουµε ισότητα στην (2.4.6) τότε T ∗T = I, άρα T ∈ O(n).
Αυτό δείχνει ότι κάθε άλλη ϑέση K̃ του K που ικανοποιεί την (2.4.5) είναι ορθογώνια εικόνα
του K1, άρα είναι ισοτροπική.

Τέλος, αν K2 είναι κάποια άλλη ισοτροπική ϑέση του K τότε το πρώτο µέρος της απόδει-
ξης δείχνει ότι το K2 ικανοποιεί την (2.4.5). Από το προηγούµενο ϐήµα πρέπει να έχουµε
K2 = U (K1) για κάποιον U ∈ O(n). �

Παρατήρηση 2.4.5. ΄Ενας άλλος τρόπος για να δούµε ότι αν το K είναι λύση του παραπάνω
προβλήµατος ελαχιστοποίησης τότε το K είναι ισοτροπικό, είναι ο εξής. Θεωρούµε τυχόντα
T ∈ L(Rn). Για µικρά ε > 0, ο I + εT είναι αντιστρέψιµος, άρα ο (I + εT )/[det(I + εT )]1/n

διατηρεί τους όγκους. Συνεπώς,∫
K

‖x‖22dx 6

∫
K

‖x + εTx‖22

[det(I + εT )]2/n
dx.

Παρατηρούµε ότι ‖x + εTx‖22 = ‖x‖22 + 2ε〈x, Tx〉 + OT,K (ε2) και [det(I + εT )]2/n = 1 + 2ε trT
n

+

OT (ε2). Αφήνοντας το ε → 0+ ϐλέπουµε ότι

trT
n

∫
K

‖x‖22dx 6

∫
K

〈x, Tx〉dx.
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Αφού ο T ήταν τυχών, η ίδια ανισότητα ισχύει αν αντικαταστήσουµε τον T µε τον −T , άρα

trT
n

∫
K

‖x‖22dx =

∫
K

〈x, Tx〉dx

για κάθε T ∈ L(Rn). ΄Εχουµε ήδη δεί ότι αυτή η συνθήκη εξασφαλίζει ότι το K είναι
ισοτροπικό.

Ορισµός 2.4.6. Η προηγούµενη συζήτηση δείχνει ότι, για κάθε κεντραρισµένο κυρτό σώµα
K στον Rn, η σταθερά

L
2
K

=
1
n

min
{ 1

|TK |1+ 2
n

∫
TK

‖x‖22dx
∣∣∣ T ∈ GL(n)

}
είναι καλά ορισµένη και εξαρτάται µόνο από την γραµµική κλάση του K. Επίσης, αν το K
είναι ισοτροπικό τότε για κάθε θ ∈ Sn−1 έχουµε∫

K

〈x, θ〉2dx = L
2
K
.

Η σταθερά LK ονοµάζεται ισοτροπική σταθερά του K.

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δίνει την σχέση ανάµεσα στην ισοτροπική σταθερά ενός
ισοτροπικού κυρτού σώµατος και τον ογκο των (n − 1)-διάστατων τοµών του που περνούν
από το ϐαρύκεντρό του.

Θεώρηµα 2.4.7. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώµα στον Rn. Για κάθε θ ∈ Sn−1
έχουµε

(2.4.7)
c1

LK

6 |K ∩ θ⊥| 6
c2

LK

,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Απόδειξη. Θέτουµε f := fK,θ. Για να αποδείξουµε την αριστερή ανισότητα στην (2.4.7),
ϑέτουµε � =

∫ +∞

0 f (t)dt και ορίζουµε

g(t) = ‖f ‖∞χ[0,�/‖f ‖∞](t).

Αφού g > f στον ϕορέα της g, έχουµε∫
s

0
f (t)dt 6

∫
s

0
g(t)dt

για κάθε 0 6 s 6 �/‖f ‖∞. Τα ολοκληρώµατα των f και g στο [0,+∞) είναι και τα δύο ίσα
µε �. ΄Αρα, ∫ ∞

s

g(t)dt 6
∫ ∞

s

f (t)dt
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για κάθε s > 0. ΄Επεται ότι∫ ∞

0
t
2
f (t)dt =

∫ ∞

0

∫
t

0
2sf (t)dsdt =

∫ ∞

0
2s

(∫ ∞

s

f (t)dt
)
ds

>

∫ ∞

0
2s

(∫ ∞

s

g(t)dt
)
ds =

∫ ∞

0
t
2
g(t)dt

=

∫
�/‖f ‖∞

0
t
2‖f ‖∞dt =

�
3

3‖f ‖2∞
.

΄Οµοια, ϑέτοντας α =
∫ 0
−∞
f (t)dt, ϐλέπουµε ότι∫ 0

−∞

t
2
f (t)dt >

α
3

3‖f ‖2∞
.

΄Επεται ότι ∫
K

〈x, θ〉2dx >
�

3 + α3

3‖f ‖2∞
,

και αφού α + � = |K | = 1, παίρνουµε(∫
K

〈x, θ〉2dx

)1/2

>
1

2
√

3
1
‖f ‖∞

>
1

2
√

3
1

ef (0)
.

Για να δείξουµε την δεξιά ανισότητα στην (2.4.7), διακρίνουµε δύο περιπτώσεις. Υπο-
ϑέτουµε πρώτα ότι υπάρχει s > 0 ώστε f (s) = f (0)/2. Τότε,

� =

∫ ∞

0
f (t)dt >

∫
s

0
f (t)dt > sf (s) = sf (0)/2,

διότι, αφού η f είναι λογαριθµικά κοίλη, εύκολα ϐλέπουµε ότι f (t) > f (0)1−t/s
f (s)t/s > f (s)

στο [0, s]. Από την άλλη πλευρά, αν t > s, τότε

f (s) > [f (0)]1− s
t [f (t)]

s

t ,

το οποίο µας δίνει f (t) 6 f (0)2−t/s. Στη συνέχεια, γράφουµε∫ ∞

0
t
2
f (t)dt =

∫
s

0
t
2
f (t)dt +

∫ ∞

s

t
2
f (t)dt

6 ‖f ‖∞

∫
s

0
t
2
dt +

∫ ∞

s

t
2
f (0)2−t/sdt

6 f (0)
(
e
s

3

3
+ s3

∫ ∞

1
u

22−udu
)

6 c0f (0)s3

6 c0f (0)
(

2�
f (0)

)3

6 c1/[f (0)]2
,
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παίρνοντας υπ¨ όψιν το γεγονός ότι � < 1.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι για κάθε s > 0 στον ϕορέα της f έχουµε f (s) > f (0)/2. Τότε,

στον ϱόλο του s χρησιµοποιούµε τον s0 = sup{s > 0 : f (s) > 0}. ΄Εχουµε � > f (0)s0/2 και∫ ∞

0
t
2
f (t)dt =

∫
s0

0
t
2
f (t)dt 6 ef (0)s3

0/3.

Συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες παίρνουµε την ίδια εκτίµηση όπως πριν, χωρίς µάλιστα
να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση ότι η log f είναι κοίλη.

Με ακριβώς τον ίδιο τρόπο δουλεύουµε στο (−∞,0]. ΄Επεται ότι∫
K

〈x, θ〉2dx =

∫ ∞

0
t
2
f (t)dt +

∫ 0

−∞

t
2
f (t)dt 6

(
c2

f (0)

)2

,

κι αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Ορισµός 2.4.8. Γενικεύοντας τον ορισµό του ισοτροπικού κυρτού σώµατος λέµε ότι ένα
µέτρο µ ∈ Pn είναι ισοτροπικό αν έχει ϐαρύκεντρο το 0 και ικανοποιεί την ισοτροπική
συνθήκη

(2.4.8)
∫
Rn
〈x, θ〉2 dµ(x) = 1

για κάθε θ ∈ Sn−1. Εύκολα ελέγχουµε ότι αν το µ ∈ Pn έχει ϐαρύκεντρο το 0 τότε τα
παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(α) Το µ είναι ισοτροπικό.

(ϐ) Για κάθε γραµµική απεικόνιση T : Rn → Rn,

(2.4.9)
∫
Rn
〈x, Tx〉dµ(x) = tr(T ).

(γ) Ισχύουν οι
∫
Rn
xixj dµ(x) = δij για κάθε i, j = 1,2, . . . , n.

Παρατήρηση 2.4.9. Αν το µ είναι ισοτροπικό, τότε

(2.4.10)
∫
Rn
‖x‖22 dµ(x) = n.

Επίσης, για κάθε γραµµική απεικόνιση T : Rn → Rn έχουµε

(2.4.11)
∫
Rn
‖Tx‖22 dµ(x) = ‖T‖2HS.
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Μπορούµε να ελέγξουµε ότι κάθε µη εκφυλισµένο µέτρο µ ∈ Pn έχει µια ισοτροπική
εικόνα ν = µ ◦ S, όπου S : Rn → Rn είναι µια γραµµική απεικόνιση, ακολουθώντας την
απόδειξη της Πρότασης 2.4.3. Ορίζουµε έναν τελεστή T : Rn → Rn µε

Ty =

∫
〈x, y〉x dµ(x),

παρατηρούµε ότι ο T είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος, και ϑέτουµε ν = µ ◦ S όπου
ο S είναι συµµετρικός ϑετικά ορισµένος στην GL(n) και ικανοποιεί την T = S

2. Εύκολα
ελέγχουµε ότι για κάθε y ∈ Rn ∫

〈x, y〉2 dν(x) = ‖y‖22.

Επιπλέον, αν το µ είναι κεντραρισµένο ϐλέπουµε ότι και το ν έχει την ίδια ιδιότητα. �

Ορισµός 2.4.10. ΄Εστω f µια κεντραρισµένη λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα. ∆ηλαδή, η f
έχει ϐαρύκεντρο το 0, είναι λογαριθµικά κοίλη και

∫
Rn
f = 1. Τότε, η f λέγεται ισοτροπική

αν

(2.4.12)
∫
Rn
〈x, θ〉2f (x)dx = 1

για κάθε θ ∈ Sn−1. ΄Οπως πριν, ελέγχουµε εύκολα ότι η f είναι ισοτροπική αν και µόνο αν
ισχύει κάποιο από τα παρακάτω:

(i) Για κάθε γραµµική απεικόνιση T : Rn → Rn έχουµε

(2.4.13)
∫
Rn
〈x, Tx〉f (x)dx = tr(T ).

(ii) Ισχύουν οι

(2.4.14)
∫
Rn
xixjf (x)dx = δij, i, j = 1, . . . , n.

Πάλι, αν η f είναι ισοτροπική, τότε
∫
Rn
‖x‖22f (x)dx = n, και γενικότερα,

(2.4.15)
∫
Rn
‖Tx‖22f (x)dx = ‖T‖2HS

για κάθε γραµµική απεικόνιση T : Rn → Rn.
Εύκολα ελεγχουµε ότι κάθε λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση f : Rn → [0,∞) µε πεπερα-

σµένο, ϑετικό ολοκλήρωµα έχει µια ισοτροπική εικόνα: µπορούµε να ϐρούµε έναν αφινικό
ισοµορφισµό S : Rn → Rn και έναν ϑετικό αριθµό a ώστε η af ◦ S να είναι ισοτροπική.

Τέλος, παρατηρούµε ότι κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn το οποίο
δεν ϕέρεται από υπερεπίπεδο είναι ισοτροπικό αν και µόνο αν η πυκνότητά του fµ είναι
ισοτροπική λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση.
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Παρατήρηση 2.4.11. Αξίζει τον κόπο να συγκρίνουµε τον ορισµό του ισοτροπικού κυρτού
σώµατος (Ορισµός 2.4.1) µε τον ορισµό του ισοτροπικού λογαριθµικά κοίλου µέτρου. Πα-
ϱατηρήστε ότι ένα κυρτό σώµα K µε όγκο 1 και ϐαρύκεντρο το 0 στον Rn είναι ισοτροπικό
αν και µόνο αν η συνάρτηση Ln

K
1 1
LK
K

είναι µια ισοτροπική λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση.

Ορισµός 2.4.12 (Γενικός ορισµός της ισοτροπικής σταθεράς). ΄Εστω f µια λογαριθµικά
κοίλη συνάρτηση µε πεπερασµένο, ϑετικό ολοκλήρωµα. Τότε, µπορούµε να ορίσουµε τον
πίνακα αδρανείας – ή πίνακα συνδιακυµάνσεων – Cov(f ) της f ως τον πίνακα µε συντεταγ-
µένες

[Cov(f )]ij :=

∫
Rn
xixjf (x)dx∫
Rn
f (x)dx

−

∫
Rn
xi f (x)dx∫
Rn
f (x)dx

∫
Rn
xjf (x)dx∫
Rn
f (x)dx

.

Παρατηρήστε ότι αν η f είναι ισοτροπική τότε ο Cov(f ) είναι ο ταυτοτικός πίνακας.
Αν f είναι µια λογαριθµικά κοίλη συνάρτηση µε πεπερασµένο ϑετικό ολοκλήρωµα, η

ισοτροπική σταθερά της ορίζεται από την :

(2.4.16) Lf :=

 sup
x∈Rn f (x)∫
Rn
f (x)dx


1
n

[det Cov(f )]
1

2n .

Επίσης, αν µ είναι ένα µη εκφυλισµένο πεπερασµένο λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn µε
πυκνότητα την fµ ως προς το µέτρο Lebesgue, τότε ορίζουµε την ισοτροπική του σταθερά
ϑέτοντας Lµ := Lfµ , δηλαδή

(2.4.17) Lµ :=

 ‖µ‖∞∫
Rn
fµ(x)dx


1
n

[det Cov(µ)]
1

2n ,

όπου
‖µ‖∞ := sup

x∈Rn
fµ(x)

και Cov(µ) := Cov(fµ).

Με ϐάση αυτόν τον ορισµό µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι η ισοτροπική σταθερά
Lµ είναι αφινικά αναλλοίωτη: έχουµε Lµ = Laµ◦A και Lf = Laf ◦A για κάθε αντιστρέψιµο
αφινικό µετασχηµατισµό A του Rn και για κάθε ϑετικό αριθµό a. Παρατηρούµε επίσης
ότι :

(i) Ο Ορισµός 2.4.12 συµφωνεί µε τον προηγούµενο ορισµό (Ορισµός 2.4.6) που είχαµε
δώσει για την ισοτροπική σταθερά ενός κυρτού σώµατος, µε την έννοια ότι L1K =

LK . ΄Ενας απλός τρόπος για να το δούµε είναι να υποθέσουµε ότι το K είναι στην
ισοτροπική ϑέση και µετά να παρατηρήσουµε ότι ‖1K‖∞ = 1,

∫
1K (x)dx = 1 και

Cov(1K ) = L
2
K
I.
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(ii) Αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn τότε
∫
fµ = 1 και

Cov(µ) = I, απ¨ όπου έπεται ότι Lµ = ‖µ‖1/n∞ . Επιπλέον, αφού το µ έχει εξ ορι-
σµού ϐαρύκεντρο στο 0, από το Θεώρηµα 2.3.9 έχουµε ότι Lµ ' (fµ(0))1/n. Στην
συνέχεια ϑα χρησιµοποιούµε ελεύθερα αυτήν την παρατήρηση.

Μπορούµε επίσης να αποδείξουµε έναν χαρακτηρισµό της ισοτροπικής σταθεράς, τελεί-
ως αντίστοιχο µε εκείνον του Θεωρήµατος 2.4.4: αν f : Rn → [0,∞) είναι µια λογαριθµικά
κοίλη πυκνότητα, τότε

nL
2
f

= inf
T∈SL(n)
y∈Rn

(
sup
x∈Rn

f (x)
)2/n

∫
Rn
‖Tx + y‖22f (x)dx.

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι οι ισοτροπικές σταθερές όλων των ισοτροπικών λογαριθ-
µικά κοίλων µέτρων πιθανότητας είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες από κάτω, από µια σταθερά
c > 0 που είναι ανεξάρτητη από την διάσταση.

Πρόταση 2.4.13. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) µια ισοτροπική λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα.

Τότε,

Lf = ‖f ‖1/n∞ > c,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Αφού η f είναι ισοτροπική, µπορούµε να γράψουµε

n =

∫
‖x‖22f (x)dx =

∫
Rn

∫ ‖x‖22

0
1dt

 f (x)dx

=

∫ ∞

0

∫
Rn

1{x:‖x‖22>t}(x)f (x)dx dt

=

∫ ∞

0

∫
Rn\
√
tB

n

2

f (x)dx dt

=

∫ ∞

0

1 − ∫
√
tB

n

2

f (x)dx
 dt

>

∫ (ωn‖f ‖∞)−2/n

0
[1 − ωn‖f ‖∞tn/2]dt

= (ωn‖f ‖∞)−2/n n

n + 2
.

Χρησιµοποιώντας την ω−1/n
n '

√
n καταλήγουµε στην ‖f ‖1/n∞ > c για κάποια απόλυτη

σταθερά c > 0. �

΄Εστω (Ω,A,P) ένας χώρος πιθανότητας. ΄Ενα τυχαίο διάνυσµα X : Ω → Rn λέγεται
λογαριθµικά κοίλο αν η κατανοµή του

µ(A) := P(X ∈ A) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ A})
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είναι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Θα λέµε ότι το X είναι ισοτροπικό
τυχαίο διάνυσµα αν το µ είναι ισοτροπικό και ϑα γράφουµε τις ισοτροπικές συνθήκες στην
µορφή

E(X ) = 0 και E(X ⊗ X ) = Id.

Η πρώτη ισότητα είναι ισοδύναµη µε το γεγονός ότι το µ είναι κεντραρισµένο και η δεύτερη
είναι ισοδύναµη µε το γεγονός ότι Cov(µ) = Id.

2.5 ψα–εκτιµήσεις

΄Εστω (Ω,A, µ) ένας χώρος πιθανότητας. ΄Εστω Φ : R→ [0,+∞) µια άρτια κυρτή συνάρτη-
ση τέτοια ώστε Φ(0) = 0 και limx→∞Φ(x) = +∞ (ϑα λέµε ότι η Φ είναι συνάρτηση Orlicz).
Ο χώρος Orlicz LΦ(µ) που αντιστοιχεί στην Φ αποτελείται από όλες τις A-µετρήσιµες συ-
ναρτήσεις f για τις οποίες υπάρχει σταθερά κ > 0 τέτοια ώστε

∫
Ω

Φ(f/κ)dµ < ∞. Η νόρµα
µιας τέτοιας συνάρτησης f ορίζεται να είναι το infimum όλων των κ > 0 που ικανοποιούν
την

∫
Ω

Φ(f/κ)dµ 6 1.
Παρατηρήστε ότι ότι LΦ(µ) ⊆ L1(µ): αν µια µετρήσιµη συνάρτηση f έχει πεπερασµένη

Φ(µ)-νόρµα τότε η f είναι ολοκληρώσιµη ως προς µ. Αυτό ϕαίνεται ως εξής : παρατηρούµε
πρώτα ότι, αφού η Φ είναι κυρτή και Φ(0) = (0), η συνάρτηση t 7→

Φ(t)
t

είναι αύξουσα.
Συνεπώς Φ(t) > Φ(t0)

t0
· t για κάθε t > t0, όπου t0 είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός

ώστε Φ(t0) > 0. Τότε, για κάθε κ > ‖f ‖Φ(µ) µπορούµε να γράψουµε

1
κ
Eµ(|f |) = Eµ

( |f |
κ
· 1{|f |6t0κ}

)
+ Eµ

( |f |
κ
· 1{|f |>t0κ}

)
6 t0 +

t0

Φ(t0)
Eµ(Φ(|f |/κ)) 6 t0 · [1 + (Φ(t0))−1] < +∞.

Στην συνέχεια, εφαρµόζοντας την ανισότητα Jensen για την κυρτή συνάρτηση Φ παίρνουµε

Φ(Eµ(|f |/κ)) 6 Eµ(Φ(|f |/κ)) 6 1

για κάθε κ > ‖f ‖Φ(µ). ΄Αρα,
Eµ(|f |) 6 Φ−1

∗ (1) · ‖f ‖Φ(µ)

όπου Φ−1
∗ (1) = inf{s > 0 : Φ(t) > 1 για κάθε t > s}.

Οι ψα-νόρµες είναι ακριβώς εκείνες οι νόρµες Orlicz που αντιστοιχούν στις συναρτήσεις
t ∈ R→ e

|t |α − 1. Το επόµενο Λήµµα δίνει µια ισοδύναµη έκφραση για την ψα νόρµα µέσω
των Lq-νορµών.

Λήµµα 2.5.1. ΄Εστω (Ω,A, µ) ένας χώρος πιθανότητας. ΄Εστω α > 1 και f : Ω → R µία

A-µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε,

‖f ‖ψα ' sup
p>α

‖f ‖Lp(µ)

p1/α
,

όπου οι σταθερές της ισοδυναµίας είναι απόλυτες σταθερές.
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Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι υπάρχει µια απόλυτη σταθερά C > 0 ώστε για κάθε p > α
να έχουµε

‖f ‖p 6 Cp
1/α‖f ‖ψα .

Πράγµατι, ϑέτουµε A = ‖f ‖ψα και χρησιµοποιώντας την στοιχειώδη ανισότητα 1 + t
k

k! 6 e
t ,

η οποία ισχύει για κάθε t > 0, παίρνουµε

1 +

∫
Ω

|f (ω)|kα

k!Akα
dµ 6

∫
Ω

exp(|f |/A)α dµ = 2,

απ¨ όπου έπεται ότι ∫
Ω

|f |kα dµ 6 k!Akα.

΄Εστω p > α. Υπάρχει µοναδικός k ∈ N ώστε kα 6 p < (k + 1)α. Τότε, χρησιµοποιώντας
την ανισότητα Hölder και τον τύπο του Stirling παίρνουµε

‖f ‖p 6 ‖f ‖(k+1)α 6 [(k + 1)!]
1

(k+1)α A 6 (2k)1/α
A

6
(2p
α

)1/α
A 6 2p1/α

A.

Αντίστροφα, αν γ := sup
p>α

‖f ‖p

p1/α , τότε
∫

Ω
|f |p dµ 6 γppp/α για κάθε p > α. Σταθεροποιούµε

c > 0 (το οποίο ϑα επιλέξουµε κατάλληλα) και γράφουµε∫
Ω

exp(|f |/cγ)α = 1 +

∞∑
k=1

1
(cγ)kαk!

∫
Ω

|f |αk dµ 6 1 +

∞∑
k=1

(kα)k

k!ckα

6 1 +

∞∑
k=1

(
eα

cα

)k
,

χρησιµοποιώντας και την στοιχειώδη ανισότητα k! > (k/e)k. Επιλέγοντας cα := (2eα)1/α 6
2e · e1/e =: c ϐλέπουµε ότι ‖f ‖ψα 6 cαγ 6 cγ. �

Ορισµός 2.5.2. ΄Εστω µ ∈ Pn, α > 1 και θ ∈ Sn−1. Λέµε ότι το µ ικανοποιεί ψα εκτίµηση

µε σταθερά bα = bα(θ) στην διεύθυνση του θ αν

(2.5.1) ‖〈·, θ〉‖ψα 6 bα‖〈·, θ〉‖2.

Λέµε ότι το µ είναι ψα-µέτρο µε σταθερά Bα > 0 αν

(2.5.2) sup
θ∈Sn−1

‖〈·, θ〉‖ψα

‖〈·, θ〉‖2
= Bα.

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 2.5.1 ϐλέπουµε ότι το µ ικανοποιεί ψα εκτίµηση µε σταθερά
bα στην διεύθυνση του θ ∈ Sn−1 αν

(2.5.3) ‖〈·, θ〉‖q 6 cbαq
1/α‖〈·, θ〉‖2
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για κάθε q > α.

Το επόµενο Λήµµα δίνει ακόµα µία περιγραφή της ψα-νόρµας.

Λήµµα 2.5.3. ΄Εστω µ ∈ Pn και έστω α > 1 και θ ∈ Sn−1
.

(ι) Αν το µ ικανοποιεί ψα-εκτίµηση µε σταθερά b στην διεύθυνση του θ τότε για κάθε t > 0
έχουµε µ({x : |〈x, θ〉| > t‖〈·, θ〉‖2}) 6 2e−ta/bα .

(ιι) Αν µ({x : |〈x, θ〉| > t‖〈·, θ〉‖2}) 6 2e−ta/bα για κάποιον b > 0 και για κάθε t > 0 τότε το

µ ικανοποιεί ψα-εκτίµηση µε σταθερά 6 cb στην διεύθυνση του θ, όπου c > 0 είναι µια

απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισµός είναι άµεση συνέπεια της ανισότητας Markov. Για τον
δεύτερο, αρκεί να δείξουµε ότι(∫

Rn
|〈x, θ〉|p dµ(x)

)1/p

6 cbp1/α‖〈·, θ〉‖2,

για κάθε p > α, όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Γράφουµε∫
Rn
|〈x, θ〉|p dµ(x) =

∫ ∞

0
pt
p−1
µ(x : |〈x, θ〉| > t)dt

6 ‖〈·, θ〉‖p2

∫ ∞

0
pt
p−1
µ(x : |〈x, θ〉| > t‖〈·, θ〉‖2)dt

6 2‖〈·, θ〉‖p2

∫ ∞

0
pt
p−1
e
−tα/bα

dt,

χρησιµοποιώντας την υπόθεση. Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής s = (t/b)α, καταλήγουµε
στην ∫

Rn
|〈x, θ〉|p dµ(x) 6 2(b‖〈, θ〉‖2)p

∫ ∞

0

p

α
s
p/α−1

e
−s
ds

= 2(b‖〈·, θ〉‖2)pΓ
(
p

α
+ 1

)
.

Το συµπέρασµα έπεται από τον τύπο του Stirling. �

Το επόµενο λήµµα είναι το λήµµα του Borell στο πλαίσιο των λογαριθµικά κοίλων
µέτρων πιθανότητας.

Λήµµα 2.5.4. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο στην κλάση Pn. Για κάθε συµµετρικό

κλειστό κυρτό υποσύνολο A του Rn µε µ(A) = α ∈ (0,1) και για κάθε t > 1 έχουµε

(2.5.4) 1 − µ(tA) 6 α
(1 − α
α

) t+1
2

.
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Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την συµµετρία και την κυρτότητα του A ελέγχουµε ότι

2
t + 1

(Rn \ (tA)) +
t − 1
t + 1

A ⊆ Rn \ A.

για κάθε t > 1. Κατόπιν, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το µ είναι λογαριθµικά κοίλο,
παίρνουµε το συµπέρασµα. �

Σηµείωση. Το δεξιό µέλος της (2.5.4) γράφεται στην µορφή

(2.5.5)
(1 − α)

t+1
2

α
t−1
2

<
(1 − α)

t−1
2

α
t−1
2

=

(1
α
− 1

) t−1
2

.

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα του Borell ϑα δούµε ότι κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο
µ ∈ Pn είναι ψ1-µέτρο (σε κάθε διεύθυνση) µε µια απόλυτη σταθερά.

Θεώρηµα 2.5.5. ΄Εστω µ ∈ Pn λογαριθµικά κοίλο. Αν η f : Rn → R είναι ηµινόρµα τότε

για κάθε q > p > 1 έχουµε(∫
Rn
|f |p dµ

)1/p

6

(∫
Rn
|f |q dµ

)1/q

6 c
q

p

(∫
Rn
|f |p dµ

)1/p

,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Γράφουµε ‖f ‖pp :=
∫
|f |p dµ. Τότε, το σύνολο

A = {x ∈ Rn : |f (x)| 6 3‖f ‖p}

είναι συµµετρικό, κλειστό και κυρτό. Επίσης, για κάθε t > 0 έχουµε

tA = {x ∈ Rn : |f (x)| 6 3t‖f ‖p},

και µ(A) > 1 − 3−p. Συνεπώς, 1
α
− 1 6 3−p

1−3−p 6 e
−p/2. Από την (2.5.5) ϐλέπουµε ότι

µ(x : |f (x)| > 3t‖f ‖p) 6 e−c1p(t−1)

για κάθε t > 1, όπου c1 = 1
4 . Τώρα, γράφουµε∫

Rn
|f |q dµ =

∫ ∞

0
qs

q−1
µ({x : |f (x)| > s})ds

6 (3‖f ‖p)q + (3‖f ‖p)q
∫ ∞

1
qt
q−1
e
−c1p(t−1)

dt

6 (3‖f ‖p)q + ec1p(3‖f ‖p)q
∫ ∞

0
qt
q−1
e
−c1pt dt

6 (3‖f ‖p)q + ec1p

(
3‖f ‖p
c1p

)q
Γ(q + 1).

Από τον τύπο του Stirling και από το γεγονός ότι (a + b)1/q 6 a1/q + b1/q για κάθε a, b > 0
και q > 1, συµπεραίνουµε ότι ‖f ‖Lq(µ) 6 c

q

p
‖f ‖Lp(µ). �
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Παρατηρήσεις 2.5.6. (α) Τα γραµµικά συναρτησοειδή στον Rn ικανοποιούν τις υποθέσεις
του Θεωρήµατος 2.5.5. Συνεπώς,

(2.5.6) ‖〈·, θ〉‖q 6 cq‖〈·, θ〉‖1

για κάθε θ ∈ Sn−1 και q > 1, όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. ΄Επεται ότι

(2.5.7) ‖〈·, θ〉‖ψ1 6 c‖〈·, θ〉‖1

για θ ∈ Sn−1. Το γεγονός αυτό παίζει πολύ ϐασικό ϱόλο στα επόµενα.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το n-διάστατο µέτρο Gauss είναι λογαριθµικά κοίλο,
ϐλέπουµε ότι αν f είναι µια ηµινόρµα, τότε η f ικανοποιεί το συµπέρασµα του Θεωρήµατος
2.5.5. Από την άλλη πλευρά, ολοκληρώνοντας σε πολικές συντεταγµένες παίρνουµε

(2.5.8)
(∫
|f (x)|q dγn(x)

)1/q

'
√
n + q

(∫
Sn−1
|f (θ)|q dσ(θ)

)1/q

,

για κάθε q > 1. Συνδυάζοντας αυτές τις ανισότητες, έχουµε:

(2.5.9)
(∫

Sn−1
|f |q dσ

)1/q

6 c
q

p

√
n + p

n + q

(∫
Sn−1
|f |p dσ

)1/p

,

για κάθε 1 6 p 6 q, όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια παρατήρηση που µας επιτρέπει να αντικατα-
στήσουµε την µέση τιµή Eµ µε τον µέσο Lévy medµ, και αντίστροφα, σε διάφορες συναρ-
τησιακές ανισότητες για χώρους Orlicz LΦ(µ). Θα περιοριστούµε σε συναρτήσεις Φ που
ικανοποιούν την Φ(s) < Φ(t) για κάθε 0 6 s < t. ΄Ολα τα ϐασικά παραδείγµατα είναι αυτής
της µορφής.

Λήµµα 2.5.7. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn , έστω Φ µια συνάρτηση Orlicz

γνησίως αύξουσα στο R+
και έστω LΦ(µ) ο αντίστοιχος χώρος Orlicz. Για κάθε f ∈ LΦ(µ)

έχουµε

1
2
‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ) 6 ‖f −medµ(f )‖LΦ(µ) 6 3‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η σταθερή συνάρτηση 1 έχει νόρµα ‖1‖LΦ(µ) = 1/Φ−1(1), όπου
Φ−1 είναι η αντίστροφη συνάρτηση του περιορισµού της Φ στο R+. Παρατηρούµε ότι,
αφού η Φ|R+ είναι κυρτή, γνησίως αύξουσα και Φ(0) = 0, η Φ−1 : R+ → R+ είναι επίσης
γνησίως αύξουσα, κοίλη και Φ−1(0) = 0, άρα η συνάρτηση Φ−1(t)

t
: (0,+∞) → (0,+∞) είναι

ϕθίνουσα.
Εφαρµόζοντας δύο ϕορές την ανισότητα Jensen, ϐλέπουµε ότι

|Eµ(f ) −medµ(f )| 6 Eµ
(
|f −medµ(f )|

)
6 Φ−1(1) · ‖f −medµ(f )‖LΦ(µ).
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Συνεπώς,

‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ) 6 ‖f −medµ(f )‖LΦ(µ) +
1

Φ−1(1)
· |Eµ(f ) −medµ(f )|

6 2‖f −medµ(f )‖LΦ(µ).

Στην συνέχεια, υποθέτουµε ότι medµ(f ) > Eµ(f ) (διότι, αν ισχύει η αντίστροφη ανισότητα
τότε µπορούµε να δουλέψουµε µε την −f , και αν medµ(f ) = Eµ(f ) τότε δεν έχουµε τίποτα
να δείξουµε). Από την ανισότητα του Markov παίρνουµε

1
2
6 µ

(
{f > medµ(f )}

)
6 µ

(
{|f − Eµ(f )| > medµ(f ) − Eµ(f )}

)
6

[
Φ

(
medµ(f ) − Eµ(f )
‖f − Eµf ‖LΦ(µ)

)]−1

.

΄Επεται ότι
|medµ(f ) − Eµ(f )| 6 Φ−1(2) · ‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ),

και µε εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας παίρνουµε

‖f −medµ(f )‖LΦ(µ) 6 ‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ) +
1

Φ−1(1)
· |Eµ(f ) −medµ(f )|

6

(
1 +

Φ−1(2)
Φ−1(1)

)
‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ) 6 3‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ)

διότι Φ−1(2)
2 6 Φ−1(1). �





Κεφάλαιο 3

Ισοπεριµετρικές σταθερές για
λογαριθµικά κοίλα µέτρα
πιθανότητας

3.1 Ισοπεριµετρικές σταθερές για λογαριθµικά κοίλα µέ-
τρα πιθανότητας

΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn ορίζουµε
το περιεχόµενο του A κατά Minkowski ως προς το µέτρο µ ως εξής :

(3.1.1) µ
+(A) = lim inf

t→0+

µ(At) − µ(A)
t

,

όπου At = {x : d(x, A) < t} είναι η t-επέκταση του A ως προς την Ευκλείδεια µετρική.
Σε αυτή την ενότητα υπενθυµίζουµε διάφορες ισοπεριµετρικές σταθερές οι οποίες δίνουν
πληροφορία για την αλληλεπίδραση του µέτρου µε την Ευκλείδεια µετρική. Φυσικά, εν-
διαφερόµαστε κυρίως για την περίπτωση των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας.

3.1.1 Η σταθερά Cheeger

Ορισµός 3.1.1 (σταθερά Cheeger). Θα λέµε ότι το µέτρο µ ικανοποιεί την ανισότητα του

Cheeger µε σταθερά κ > 0 αν για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn ισχύει η ανισότητα:

(3.1.2) µ
+(A) > κmin{µ(A),1 − µ(A)}.

Η σταθερά Cheeger Isµ του µ είναι η καλύτερη σταθερά κ > 0 για την οποία η (3.1.2) ισχύει
για όλα τα A.
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Ορίζουµε επίσης την συνάρτηση Iµ : [0,1]→ [0,+∞] ως εξής :

Iµ(t) = inf{µ+(A) : A Borel, µ(A) = t}.

Αυτή η συνάρτηση ονοµάζεται ισοπεριµετρικό προφίλ του µ. Παρατηρούµε ότι

(3.1.3) Isµ = inf
0<t61/2

min{Iµ(t), Iµ(1 − t)}
t

.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα δίνει µια ισοδύναµη περιγραφή της σταθεράς του Cheeger.

Θεώρηµα 3.1.2 (Rothaus, Cheeger, Maz’ya). ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον

Rn που ικανοποιεί την ανισότητα του Cheeger. Τότε,

α1 6 Isµ 6 2α1,

όπου α1 είναι η µεγαλύτερη σταθερά µε την ακόλουθη ιδιότητα : για κάθε ολοκληρώσιµη,

τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → R,

(3.1.4) α1

∫
Rn
|f (x) − Eµ(f )|dµ(x) 6

∫
Rn
‖∇f (x)‖2dµ(x).

Υπενθυµίζουµε ότι η f καλείται τοπικά Lipschitz αν για κάθε x ∈ Rn υπάρχει r > 0 έτσι
ώστε ο περιορισµός της f στη µπάλα B(x, r) := {y : ‖y− x‖2 < r} να είναι Lipschitz, δηλαδή
η ‖∇f ‖2 είναι ϕραγµένη στη B(x, r), όπου

(3.1.5) ‖∇f (x)‖2 = lim sup
y→x

|f (y) − f (x)|
‖y − x‖2

.

Αν η f είναι συνεχής τότε η ‖∇f ‖2 είναι Borel µετρήσιµη, και αν η f είναι διαφορίσιµη
στο x τότε η ‖∇f (x)‖2 είναι το σύνηθες µήκος του ανάδελτα της f στο σηµείο x. Από
το ϑεώρηµα του Rademacher έχουµε ότι αν η f είναι τοπικά Lipschitz τότε η ‖∇f (x)‖2
είναι πεπερασµένη και η f είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Lebesgue.
Εποµένως ο ορισµός στην (3.1.5) δεν δηµιουργεί σύγχυση στην περίπτωση που το µ είναι
απολύτως συνεχές ως προς το µέτρο Lebesgue.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2 ϑα χρησιµοποιήσουµε την co-area formula.

Θεώρηµα 3.1.3 (co-area formula). ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για

κάθε τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → R έχουµε :

(3.1.6)
∫
Rn
‖∇f (x)‖2 dµ(x) >

∫ ∞

0
µ

+({x : |f (x)| > s})ds.

Απόδειξη. Για κάθε t > 0 ορίζουµε ft : Rn → R ως εξής :

ft(x) = sup{|f (y)| : y ∈ B(x, t)}.
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Παρατηρούµε ότι η ft είναι µετρήσιµη και για κάθε x ∈ Rn έχουµε

lim sup
t→0

ft(x) − |f (x)|
t

6 lim sup
y→x

|f (y)| − |f (x)|
‖y − x‖2

6 lim sup
y→x

|f (y) − f (x)|
‖y − x‖2

= ‖∇f (x)‖2.

Συνδυάζοντας την παραπάνω ανισότητα µε το λήµµα του Fatou παίρνουµε∫
Rn
‖∇f (x)‖2dµ(x) >

∫
Rn

lim sup
t→0

ft(x) − |f (x)|
t

dµ(x)

> lim sup
t→0

∫
Rn

ft(x) − |f (x)|
t

dµ(x)

> lim inf
t→0

∫
Rn

ft(x) − |f (x)|
t

dµ(x)

= lim inf
t→0

∫ ∞

0

1
t

(
µ({ft > s}) − µ({|f | > s})

)
ds.

Για κάθε s > 0 ϑέτουµε A(s) = {|f | > s} και ϐλέπουµε ότι {ft > s} = (A(s))t οπότε
χρησιµοποιώντας ξανά το λήµµα του Fatou παίρνουµε:∫

Rn
‖∇f (x)‖2dµ(x) > lim inf

t→0

∫ ∞

0

µ((A(s))t) − µ(A(s))
t

ds

>

∫ ∞

0
lim inf
t→0

µ((A(s))t) − µ(A(s))
t

ds

=

∫ ∞

0
µ

+(A(s))ds

που είναι το Ϲητούµενο. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2. Για να δείξουµε την δεξιά ανισότητα, υποθέτουµε ότι
ισχύει η ανισότητα Cheeger µε σταθερά κ = Isµ , και ϑα δείξουµε ότι για κάθε ολοκληρώσι-
µη, τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → R, ισχύει

κ

2

∫
Rn
|f (x) − Eµ(f )|dµ(x) 6

∫
Rn
‖∇f ‖2dµ(x).

Πράγµατι, ϑεωρούµε µια ολοκληρώσιµη και τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → R.
Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι κάτω ϕραγµένη προσεγγίζοντας την µε συναρτήσεις
της µορφής (f + n) · 1{f>−n} − n, αφού, από την συνέχεια της f , κάθε σύνολο {f > −n} είναι
ανοικτό και άρα η ∇((f +n)·1{f>−n}) ισούται µε ∇(f +n) = ∇f σε αυτό το σύνολο και επιπλέον
‖∇((f +n)·1{f>−n})‖2 6 ‖∇f ‖2 στο σύνολο {f 6 −n}. Τέλος, προσθέτοντας κατάλληλη σταθερά,
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µπορούµε να υποθέσουµε ότι f > 0. Από την co-area formula παίρνουµε ότι∫
Rn
‖∇f (x)‖2dµ(x) >

∫ ∞

0
µ

+({x : f (x) > s})ds(3.1.7)

> κ

∫ ∞

0
min{µ(A(s)),1 − µ(A(s))}ds,

όπου A(s) = {f > s}. Παρατηρώντας ότι

‖1B − Eµ(1B)‖1 = 2µ(B)(1 − µ(B))

για κάθε Borel υποσύνολο B του Rn και χρησιµοποιώντας την ταυτότητα

Eµ(f (g − Eµ(g))) = Eµ(g(f − Eµ(f ))),

µπορούµε να γράψουµε∫
Rn
‖∇f (x)‖2dµ(x) > κ

∫ ∞

0
µ(A(s))(1 − µ(A(s)))ds

=
κ

2

∫ ∞

0
‖1A(s) − Eµ(1A(s))‖1 ds

>
κ

2
sup

{∫ ∞

0

∫
Rn

(1A(s) − Eµ(1A(s)))g dµ ds
∣∣∣∣ ‖g‖∞ 6 1

}
=
κ

2
sup

{∫ ∞

0

∫
Rn

1A(s)(g − Eµ(g))dµ ds
∣∣∣∣ ‖g‖∞ 6 1

}
=
κ

2
sup

{∫
Rn
f (g − Eµ(g))dµ

∣∣∣∣ ‖g‖∞ 6 1
}

=
κ

2
sup

{∫
Rn
g(f − Eµ(f ))dµ

∣∣∣∣ ‖g‖∞ 6 1
}

=
κ

2
‖f − Eµ(f )‖1.

Αυτό δίνει ότι κ 6 2α1.
Για την αριστερή ανισότητα, ϑεωρούµε ένα τυχαίο κλειστό υποσύνολο A του Rn και για

αρκούντως µικρό ε > 0 ορίζουµε την συνάρτηση

fε(x) = max
{
0,1 −

d(x, Aε2 )
ε − ε2

}
.

Τότε, 0 6 fε 6 1, και πιο συγκεκριµένα

fε =

{
1 στο Aε2 ⊇ A

0 στο {x : d(x, A) > ε}
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Επιπλέον, fε −→ 1A όταν ε → 0. Τέλος, επειδή η fε είναι Lipschitz παίρνουµε

|fε(x) − fε(y)| 6
1

ε(1 − ε)

∣∣∣∣d(x, Aε2 ) − d(y, Aε2 )
∣∣∣∣ 6 ‖x − y‖2

ε(1 − ε)
,

οπότε
‖∇fε(x)‖2 6 (ε − ε2)−1

.

΄Οµως ισχύει ότι ∇fε(x) = 0 στο C = {x : d(x, A) > ε} ∪ {x : d(x, A) < ε2}, οπότε παίρνουµε∫
Rn
‖∇fε(x)‖2dµ(x) 6

∫
Rn\C

‖∇fε(x)‖2dµ(x)

6
µ(Aε) − µ(Aε2 )

ε(1 − ε)

=
1

1 − ε
µ(Aε) − µ(A)

ε
−

ε

1 − ε
µ(Aε2 ) − µ(A)

ε2 ,

και αφού υποθέσαµε την (3.1.4) έχουµε:

α1

∫
Rn
|fε(x) − Eµ(fε)|dµ(x) 6

1
1 − ε

µ(Aε) − µ(A)
ε

−
ε

1 − ε
µ(Aε2 ) − µ(A)

ε2 .

Παίρνοντας ε → 0+ ϐλέπουµε ότι

µ
+(A) > α1‖1A − Eµ(1A)‖1 = 2α1µ(A)(1 − µ(A)) ≥ α1 min{µ(A),1 − µ(A)},

και το Ϲητούµενο έπεται. �

3.1.2 Η σταθερά Poincaré

Ορισµός 3.1.4 (σταθερά Poincaré). Θα λέµε ότι το µέτρο µ ικανοποιεί την ανισότητα
Poincaré µε σταθερά κ > 0 αν

(3.1.8) κVarµ(f ) 6
∫
Rn
‖∇f ‖22 dµ,

για όλες τις τοπικά Lipschitz συναρτήσεις f στον Rn οι οποίες είναι τετραγωνικά ολοκλη-
ϱώσιµες. Η σταθερά Poincaré (ή spectral gap) Poinµ του µ είναι η καλύτερη σταθερά κ > 0
για την οποία ικανοποιείται η (3.1.8).

Η κλασσική ανισότητα Poincaré σχετίζεται µε τις ιδιοτιµές του τελεστή Laplace-Beltrami

∆(f ) = div(∇f ).

Είναι γνωστό ότι οι ιδιοτιµές του −∆ είναι µη-αρνητικές και σχηµατίζουν ένα διακριτό
σύνολο, οπότε, µπορούν να γραφούν σε αύξουσα διάταξη ως 0 < λ1 6 λ2 6 · · · , αφού
ο ∆ µηδενίζεται µόνο στις σταθερές συναρτήσεις. Στην περίπτωση που το µ είναι µέτρο



46 · Ισοπεριµετρικες σταθερες

πιθανότητας µε πυκνότητα e
−ϕ(x) όπου ϕ είναι µια C

1-συνάρτηση στον Rn, ο τελεστής
Laplace-Beltrami ορίζεται ως εξής :

Lµf = ∆f − 〈∇f,∇ϕ〉.

Θα χρησιµοποιήσουµε τον ακόλουθο τύπο του Green:

(3.1.9)
∫
Rn

(Lµf )g dµ = −

∫
Rn
〈∇f,∇g〉dµ,

για όλες τις λείες, ϕραγµένες συναρτήσεις f, g ∈ C∞
b

(Rn). Πράγµατι, από το ϑεώρηµα Green
έχουµε: ∫

Rn
g(∆f − 〈∇f,∇ϕ〉) e−ϕ =

∫
Rn
g(∆f ) e−ϕ −

∫
Rn
g〈∇f,∇ϕ〉e−ϕ

= −

∫
Rn
〈∇f,∇(ge−ϕ)〉 −

∫
Rn
g〈∇f,∇ϕ〉e−ϕ

= −

∫
Rn
〈∇f,∇g〉e−ϕ.

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι Poinµ = λ1, όπου λ1 είναι η πρώτη µη µηδενική ιδιοτιµή
του διαφορικού τελεστή −Lµ.

Θεώρηµα 3.1.5. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας µε πυκνότητα e
−ϕ(x)

, όπου ϕ είναι

µια C
1
-συνάρτηση στον Rn. Τότε, για όλες τις λείες συναρτήσεις f µε συµπαγή ϕορέα στον

Rn ισχύει :

(3.1.10) λ1Varµ(f ) 6
∫
Rn
‖∇f ‖22 dµ.

΄Εχουµε ισότητα όταν η f είναι η ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην λ1. Εποµένως, Poinµ =

λ1.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον C∞
b

(Rn) ως υπόχωρο του L2(µ) µε το εσωτερικό γινόµενο

〈f, g〉 =

∫
Rn
fg dµ.

Ο τελεστής −Lµ είναι αυτοσυζυγής και ϑετικός, οπότε υπάρχει ορθοκανονική ϐάση {φj}
του L2(µ) η οποία αποτελείται από ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λj. Αν
f ∈ L2(µ), τότε από την ταυτότητα του Parseval έχουµε:

f =

∞∑
j=1

〈f, φj〉φj και ‖f ‖2
L2(µ) =

∞∑
j=1

〈f, φj〉
2
.
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Θεωρούµε την ενέργεια

E(f, g) =

∫
Rn
〈∇f,∇g〉dµ.

Παρατηρούµε ότι

E(f ) := E(f, f ) =

∫
Rn
‖∇f ‖22dµ.

Επίσης, χρησιµοποιώντας την (3.1.9) ϐλέπουµε ότι, για κάθε s > 1,

0 6 E

f − s∑
j=1

〈f, φj〉φj, f −

s∑
j=1

〈f, φj〉φj


= E(f, f ) − 2

s∑
j=1

〈f, φj〉E(f, φj) +

s∑
j,k=1

〈f, φj〉〈f, φk〉E(φj, φk)

= E(f, f ) + 2
s∑
j=1

〈f, φj〉〈f,Lµφj〉 −

s∑
j,k=1

〈f, φj〉〈f, φk〉〈φj,Lµφk〉

= E(f, f ) − 2
s∑
j=1

λj〈f, φj〉
2 +

s∑
j=1

λj〈f, φj〉
2
.

Με άλλα λόγια για κάθε s ισχύει ότι

s∑
j=1

λj〈f, φj〉
2 6 E(f ),

οπότε

λ1‖f ‖
2
L2(µ) = λ1

∞∑
j=1

〈f, φj〉
2 6

∞∑
j=1

λj〈f, φj〉
2 6 E(f ).

Παρατηρούµε τέλος ότι
E(f ) = E(f − Eµ(f )),

απ΄ όπου παίρνουµε

Varµ(f ) 6
1
λ1
E(f ) =

1
λ1

∫
Rn
‖∇f ‖22dµ.

΄Επεται ότι η ανισότητα Poincaré ικανοποιείται µε κ = λ1. �

Ο Maz’ya (ϐλέπε [99], [100]) και ανεξάρτητα ο Cheeger (ϐλέπε [41]) έδειξαν ότι η σταθερά
Poincaré του µ ϕράσσεται από τη σταθερά Cheeger. ∆ηλαδή, αν ισχύει η ισοπεριµετρική
ανισότητα (3.1.2) τότε ισχύει και η ανίσοτητα Poincaré. Πιο συγκεκριµένα έχουµε το
ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3.1.6 (Maz’ya, Cheeger). ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn που

ικανοποιεί την ανισότητα Cheeger. Τότε,

(3.1.11) Poinµ >
Is2
µ

4
.

Απόδειξη. ΄Εστω κ = Isµ. Τότε από την co-area formula και τον ορισµό της σταθεράς
Cheeger έχουµε ότι για κάθε ϑετική, λεία συνάρτηση g ισχύει :

κ

∫ ∞

0
min{µ({g > s}),1 − µ({g > s})}ds 6

∫ ∞

0
µ

+({g > s})ds(3.1.12)

6

∫
Rn
‖∇g‖2dµ.

Θεωρούµε µια λεία συνάρτηση f και ϑέτουµε m = med(f ). Τότε,

µ({f > m}) >
1
2

και µ({f 6 m}) >
1
2
.

Ορίζουµε
f

+ = max{f −m,0} και f − = −min{f −m,0}.

Τότε, f −m = f
+ − f − και από τον ορισµό του m έχουµε ότι

µ({(f +)2 > s}) 6
1
2

και µ({(f −)2 > s}) 6
1
2

για κάθε s > 0. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας την (3.1.12) µε g = (f +)2 και g = (f −)2 και
εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά µέρη παίρνουµε

κ

∫
Rn
|f −m |2dµ = κ

∫
Rn

(f +)2
dµ + κ

∫
Rn

(f −)2
dµ

= κ

∫ ∞

0
µ({(f +)2 > s})ds + κ

∫ ∞

0
µ({(f −)2 > s})ds

6

∫
Rn
‖∇((f +)2)‖2dµ +

∫
Rn
‖∇((f −)2)‖2dµ

=

∫
Rn

(‖∇((f +)2)‖2 + ‖∇((f −)2)‖2)dµ.

Παρατηρούµε ότι
‖∇((f +)2)‖2 + ‖∇((f −)2)‖2 6 2|f −m | ‖∇f ‖2.

Από τα παραπάνω και την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε:

κ

∫
Rn
|f −m |2dµ 6 2

(∫
Rn
|f −m |2dµ

)1/2 (∫
Rn
‖∇f ‖22dµ

)1/2

.
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΄Επεται ότι

(3.1.13)
κ

2

4

∫
Rn
|f −m |2dµ 6

∫
Rn
‖∇f ‖22dµ.

Τέλος, αφού∫
Rn
|f −m |2dµ =

∫
Rn
|f − Eµ(f ) + Eµ(f ) −m |2dµ

=

∫
Rn
|f − Eµ(f )|2dµ +

∫
Rn
|Eµ(f ) −m |2dµ + 2

∫
Rn

(f − Eµ(f ))(Eµ(f ) −m)dµ

=

∫
Rn
|f − Eµ(f )|2dµ +

∫
Rn
|Eµ(f ) −m |2dµ

>

∫
Rn
|f − Eµ(f )|2dµ

έχουµε το Ϲητούµενο. �

Στην περίπτωση των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας, ο Buser [36] (ϐλέπε
επίσης και Ledoux [83]) έδειξε ότι ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, ότι η σταθερά Cheeger
ενός µέτρου µ ϕράσσεται από την σταθερά Poincaré. Πιο συγκεκριµµένα έχουµε:

Θεώρηµα 3.1.7 (Buser, Ledoux). ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον

Rn. Τότε,

Poinµ 6 C2Is2
µ
,

όπου C > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Θα δώσουµε µία απόδειξη που χρησιµοποιεί µεθόδους ηµιοµάδων (ϐλέπε για παρά-
δειγµα τις σηµειώσεις [86] του Ledoux για µια παρουσίαση της σχετικής ϑεωρίας). Υποθέ-
τουµε ότι dµ = e

−ϕ(x)
dx, όπου ϕ είναι µια κυρτή C2 συνάρτηση στον Rn και ϑεωρούµε την

ηµιοµάδα τελεστών που έχει γεννήτορα τον τελεστή Laplace-Beltrami,

Lµ (f ) = ∆f − 〈∇ϕ,∇f 〉.

Ο τελεστής αυτός είναι καλά ορισµένος στον C∞
b

(Rn) και είναι γνωστό ότι υπάρχει µοναδική
ηµιοµάδα (Pt)t>0 από ϕραγµένους γραµµικούς τελεστές στον L2(µ) που ικανοποιούν τις

(3.1.14) Lµf = lim
t→0

Pt f − f

t

και

(3.1.15)
d

dt
(Pt f ) = LµPt f = PtLµf

για κάθε f ∈ C∞
b

(Rn). Παραθέτουµε τώρα κάποιες ϐασικές ιδιότητες που µπορούν εύκολα
να αποδειχθούν.
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• P0f = f ,

• Pt+sf = Pt(Psf ),

• [ Pt(fg) ]2 6 Pt(f 2)Pt(g2)

για όλες τις συναρτήσεις f, g ∈ C∞
b

(Rn) και για κάθε t, s > 0. Επιπλέον, για κάθε f ∈ C∞
b

(Rn)
και για κάθε p > 1 ισχύει :

(3.1.16) |Pt(f )|p 6 Pt(|f |p).

Το µέτρο µ είναι χρονικά αντιστρέψιµο και αναλλοίωτο ως προς τη δράση της (Pt)t>0. Αυτό
σηµαίνει ότι για κάθε f, g ∈ C∞

b
(Rn) και για κάθε t > 0 έχουµε

(3.1.17)
∫
Rn
f Ptg dµ =

∫
Rn
g Pt f dµ

και

(3.1.18)
∫
Rn
Pt f dµ =

∫
Rn
f dµ

αντίστοιχα.
Ορίζουµε µια συµµετρική διγραµµική µορφή Γ µέσω της εξίσωσης

Γ(f, g) = 〈∇f,∇g〉

για όλες τις συναρτήσεις f, g ∈ C∞
b

(Rn). Επιπλέον, ϑέτουµε

Γ(f ) = Γ(f, f ) = ‖∇f ‖22.

Από την (3.1.14) έχουµε

2Γ(f, g) = Lµ(fg) − fLµ(g) − gLµ(f ) = lim
t→0

1
t

[Pt(fg) − Pt(f )Pt(g)]

για όλες τις f, g ∈ C∞
b

(Rn). Επίσης,

Γ(h(f ), g) = h
′(f )Γ(f, g)

και
Γ(fg, h) = f Γ(g, h) + gΓ(f, h)

για όλες f, g, h ∈ C∞
b

(Rn).
Στη συνέχεια ορίζουµε µια διγραµµική µορφή Γ2 «αντικαθιστώντας» το γινόµενο συναρ-

τήσεων µε την δράση της Γ: Θέτουµε

2Γ2(f, g) = LµΓ(f, g) − Γ(f,Lµg) − Γ(g,Lµf )
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για όλες τις f, g ∈ C∞
b

(Rn). Είναι άµεσο ότι

Γ2(f ) := Γ2(f, f ) = 〈(Hessϕ)(∇f ),∇f 〉 + ‖Hessf ‖22 > ‖Hessf ‖22,

όπου χρησιµοποιήσαµε την υπόθεση ότι η ϕ είναι κυρτή, εποµένως ο Hess ϕ είναι ϑετικά
ηµιορισµένος. Συµπεραίνουµε ότι Γ2(f ) > 0. Αυτή η ιδιότητα ϑα αποδειχθεί χρήσιµη στη
συνέχεια.

Θεώρηµα 3.1.8 (Bakry-Ledoux). Για κάθε t > 0 και για κάθε f ∈ C∞
b

(Rn) ισχύει η παρα-

κάτω κατά σηµείο ανισότητα :

2t‖∇Pt(f )‖22 6 Pt(f
2) − (Pt(f ))2

.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.1.9. Για κάθε f ∈ C∞
b

(Rn) και για κάθε t > 0 ισχύει ότι

ΓPt f 6 PtΓf.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F που ορίζεται από την

F (s) = Ps(Γ(Pt−sf )) στο [0, t]

είναι αύξουσα. Πράγµατι, έχουµε ότι

F
′(s) = PsLµΓ(Pt−sf ) − 2PsΓ(Pt−sf,LµPt−sf )

= Ps(Γ2(Pt−s(f )))

από τον ορισµό του Γ2. Επειδή όµως h = Γ2(Pt−s(f )) > 0, από την (3.1.16) µε p = 1
παίρνουµε ότι F ′(s) = Ps(h) > 0. Αφού τώρα η F είναι αύξουσα, ϑα έχουµε ότι

F (0) 6 F (t)

από όπου συµπεραίνουµε ότι
ΓPt(f ) 6 PtΓf.

�

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.8. Γράφουµε

Pt(f 2) − (Pt f )2 =

∫
t

0

d

ds
Ps((Pt−sf )2)ds.

Με διαφόριση και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της Γ ϐλέπουµε ότι

Pt(f 2) − (Pt f )2 = 2
∫

t

0
Ps(Γ(Pt−sf ))ds.
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΄Οµως,
Ps(Γ(Pt−sf )) > ΓPs(Pt−sf ) = ΓPt f,

οπότε

Pt(f 2) − (Pt f )2 > 2
∫

t

0
Γ(Pt f )ds = 2tΓ(Pt f ),

που είναι και το Ϲητούµενο. �

Από το Θεώρηµα 3.1.8 ϐλέπουµε ότι για κάθε 2 6 q 6 ∞,

(3.1.19)
∥∥∥ ‖∇Pt(f )‖2

∥∥∥
Lq(µ) 6

1
√

2t
‖f ‖Lq(µ).

Πράγµατι, αρχικά ισχύει ότι

(Pt(f 2))q/2 6 Pt((f 2)q/2) = Pt(|f |q).

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.1.8 στη µορφή ‖∇Pt f ‖22 6
1
2t Pt(f

2), γράφουµε:(∫
Rn
‖∇Pt f ‖

q

2 dµ

)1/q

=

(∫
Rn

(‖∇Pt f ‖22)q/2
dµ

)1/q

6
1
√

2t

(∫
Rn

[Pt(f 2)]q/2
dµ

)1/q

6
1
√

2t

(∫
Rn
Pt(|f |q)dµ

)1/q

=
1
√

2t

(∫
Rn
|f |q dµ

)1/q

.

Πόρισµα 3.1.10 (Ledoux). Για κάθε t > 0 ισχύει :

‖f − Pt(f )‖L1(µ) 6
√

2t
∥∥∥ ‖∇f ‖2∥∥∥

L1(µ).

Απόδειξη. Θεωρούµε g ∈ C∞
b

(Rn) µε ‖g‖∞ = 1 και γράφουµε∫
Rn
g(f − Pt f )dµ = −

∫
Rn
g

( ∫ t

0
(LµPsf )ds

)
dµ

=

∫
t

0

(
−

∫
Rn

(gLµPsf )dµ
)
ds.

΄Οµως, γνωρίζουµε ότι

−

∫
Rn
g(LµPsf )dµ = −

∫
Rn
g(PsLµf )dµ = −

∫
Rn

(Psg)(Lµf )dµ

=

∫
Rn
〈∇Ps(g),∇f 〉dµ 6

∥∥∥ ‖∇Ps(g)‖2
∥∥∥
L∞(µ)

∫
Rn
‖∇f ‖2dµ.
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Εποµένως, ∫
t

0

(
−

∫
Rn
gLµPsf dµ

)
ds 6

( ∫ t

0

∥∥∥ ‖∇Ps(g)‖2
∥∥∥
L∞(µ)ds

) ∫
Rn
‖∇f ‖2dµ

6
( ∫ t

0

1
√

2s
‖g‖∞ds

) ∫
Rn
‖∇f ‖2dµ

=
√

2t ‖g‖∞
∫
Rn
‖∇f ‖2dµ

=
√

2t
∫
Rn
‖∇f ‖2dµ,

και το Ϲητούµενο έπεται. �

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Πορίσµατος 3.1.10 για λείες συναρτήσεις που προ-
σεγγίζουν την χαρακτηριστική συνάρτηση ενός ανοικτού συνόλου µε λείο σύνορο, µπορού-
µε να δώσουµε απόδειξη για το Θεώρηµα 3.1.7. Θα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 3.1.11. Για κάθε f µε Eµ(f ) = 0 και για κάθε t > 0 ισχύει :

‖Pt f ‖L2(µ) 6 e
−λ1t‖f ‖L2(µ).

Απόδειξη. Με παραγώγιση της συνάρτησης G(t) = e
2λ1t‖Pt f ‖

2
L2(µ) παίρνουµε

G
′(t) = 2e2λ1t

(
λ1‖Pt f ‖

2
L2(µ) −

∫
Rn
‖∇Pt f ‖

2
2 dµ

)
6 0,

όπου χρησιµοποιήθηκαν οι ϐασικές ιδιότητες της ηµιοµάδας (Pt)t>0 και το γεγονός ότι το
µ ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά λ1. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.7. Θεωρούµε ένα ανοικτό υποσύνολο A του Rn µε λείο
σύνορο. Για κάθε ε > 0 ϑεωρούµε τις συναρτήσεις

1A,ε = max{1 −
d(x, A)
ε

,0}

που προσεγγίζουν την χαρακτηριστική συνάρτηση του A. Εύκολα ϐλέπουµε ότι,

µ(Aε) − µ(A)
ε

>

∫
Rn
‖∇1A,ε‖2 dµ.

Παίρνοντας lim inf και στα δύο µέλη και χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 3.1.10 και τις ιδιό-
τητες (3.1.16)–(3.1.18) των τελεστών Pt γράφουµε

√
2tµ+(A) >

∫
A

(1 − Pt(1A))dµ +

∫
Ac

Pt(1A)dµ

= 2
(
µ(A) −

∫
A

Pt(1A)dµ
)

= 2
(
µ(A) − ‖Pt/2(1A)‖2

L2(µ)

)
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για κάθε t > 0. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.1.11 και το γεγονός ότι Pt(a) = a για όλες
τις σταθερές συναρτήσεις a, γράφουµε:

‖Pt/2(1A)‖2
L2(µ) = [µ(A)]2 + ‖Pt/2(1A − Eµ(1A))‖2

L2(µ)

6 [µ(A)]2 + e−λ1t‖1A − Eµ(1A)‖2
L2(µ).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε
√

2tµ+(A) > 2µ(A)(1 − µ(A))(1 − e−λ1t) > (1 − e−λ1t) min{µ(A),1 − µ(A)}

για κάθε t > 0. Οπότε,

Isµ >
1
√

2
sup
t>0

1 − e−λ1t

√
t

,

και επιλέγοντας t = 1/λ1, ϐλέπουµε ότι

Isµ >
1 − e−1

√
2

√
λ1.

�

3.1.3 Εκθετική συγκέντρωση

Ορισµός 3.1.12 (σταθερά εκθετικής συγκέντρωσης). Θα λέµε ότι το µ ικανοποιεί ανισότητα

εκθετικής συγκέντρωσης µε σταθερά κ > 0 αν ισχύει

(3.1.20) µ({x : |f (x) − Eµ(f )| > t}) 6 e1−κt

για κάθε t > 0 και όλες τις ολοκληρώσιµες 1-Lipschitz συναρτήσεις f . Η σταθερά εκθετικής

συγκέντρωσης Exp
µ
του µ είναι η καλύτερη σταθερά κ > 0 για την οποία ικανοποιείται η

(3.1.20). Επιπλέον, ϑα συµβολίζουµε µε Exp
µ
(f ) την καλύτερη σταθερά κ > 0 για την

οποία η f ικανοποιεί την (3.1.20). Από τον ορισµό µπορούµε να ελέγξουµε ότι

(3.1.21)
1

Exp
µ
(f )
' ‖f − Eµ(f )‖Lψ1 (µ).

Οι Gromov και Milman έδειξαν [59] ότι η εκθετική συγκέντρωση έπεται από την ανισό-
τητα Poincaré. Υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 έτσι ώστε

(3.1.22) c

√
Poinµ 6 Exp

µ
.

Πράγµατι, η παραπάνω ανισότητα έπεται από µια εκτίµηση για την συνάρτηση συγκέντρω-
σης του µ συναρτήσει της σταθεράς Poincaré.
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Θεώρηµα 3.1.13 (Gromov-V. Milman). ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn που

ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ. Τότε, η συνάρτηση συγκέντρωσης αµ του µ

ικανοποιεί την

αµ(t) 6 exp
(
−t
√
κ/4

)
για κάθε t > 0.

Θα δώσουµε ένα επιχείρηµα για το Θεώρηµα 3.1.13 που χρησιµοποιεί την έννοια του
συντελεστή επέκτασης (expansion coefficient) του µ.

Ορισµός 3.1.14. ΄Εστω (X, d, µ) ένας µετρικός χώρος πιθανότητας. Ο συντελεστής επέκτα-
σης (expansion coefficient) του µ ορίζεται για κάθε ε > 0 ως εξής :

Exp
µ
(ε) = sup{s > 1 : µ(Bε) > sµ(B) για κάθε B ⊆ X µε µ(Bε) 6 1/2}.

΄Εχουµε το ακόλουθο γενικό αποτέλεσµα.

Πρόταση 3.1.15. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 ισχύει Exp
µ
(ε) > s > 1. Τότε, για κάθε

t > 0 έχουµε :

αµ(t) 6
s

2
s
−t/ε

.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ X µε µ(A) > 1
2 , ϑέτουµε B = X \ At και επιλέγουµε k > 0 έτσι ώστε

kε 6 t < (k + 1)ε. Παρατηρούµε επίσης ότι για κάθε 1 6 j 6 k έχουµε:

(X \ Ajε)ε ∩ A(j−1)ε = ∅,

από όπου παίρνουµε ότι
(X \ Ajε)ε ⊆ X \ A(j−1)ε.

Από τον ορισµό του συντελεστή επέκτασης και την υπόθεση ότι Exp
µ
(ε) > s, παίρνουµε

µ(X \ At) 6 µ(X \ Akε) 6
1
s
µ(X \ A(k−1)ε) 6

1
s2 µ(X \ A(k−2)ε)

6 · · · 6
1
sk
µ(Ac) 6

1
2
s
−k 6

1
2
s
−( t

ε
−1)
,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από την t < (k + 1)ε. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.13. Θεωρούµε δύο Borel υποσύνολα A και B του Rn µε

dist(A, B) > t.

Θέτουµε
a = µ(A) > 0 και b = µ(B) > 0.

Στη συνέχεια ορίζουµε f : Rn → R ως εξής :

f (x) =
1
a
−

1
t

(1
a

+
1
b

)
min{t, d(x, A)}.



56 · Ισοπεριµετρικες σταθερες

Παρατηρούµε ότι

f (x) =

{ 1
a

στο A
− 1
b

στο B

Επίσης

‖∇f (x)‖2 6
1
t

(1
a

+
1
b

)
για κάθε x < A ∪ B,

ενώ ‖∇f (x)‖2 = 0 στο A ∪ B. Συνεπώς,∫
Rn
‖∇f ‖22dµ 6

1
t2

(1
a

+
1
b

)2
(1 − a − b).

Από την άλλη πλευρά, αν m = Eµ(f ), έχουµε:

Varµ(f ) >
∫
A

(f −m)2
dµ +

∫
B

(f −m)2
dµ

= a

(1
a
−m

)2
+ b

(
−

1
b
−m

)2

>
1
a

+
1
b
.

Από την ανισότητα Poincaré παίρνουµε(1
a

+
1
b

)
6

1
κt2

(1
a

+
1
b

)2
(1 − a − b),

και άρα

κt
2 6

a + b

ab
(1 − a − b) 6

1 − a − b
ab

6
1 − a
ab

.

Από την τελευταία ανισότητα έχουµε ότι

µ(A)µ(B) 6
1
κt2

µ(X \ A).

Θεωρούµε ε > 0 και ένα Borel υποσύνολο B στον Rn µε µ(Bε) 6 1/2, και ϑέτουµε A :=
X \ Bε. Τότε,

dist(A, B) > ε και µ(A) > 1/2,

και από τα προηγούµενα ϑα έχουµε ότι

µ(B) 6
2
ε2κ

µ(Bε).

Η τελευταία ανισότητα δείχνει ότι

Exp
µ
(ε) >

κε
2

2
.
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Επιλέγουµε ε = 2/
√
κ. Τότε από την Πρόταση 3.1.15 έχουµε

αµ(t) 6 2−t
√
κ/2

< exp(−t
√
κ/4)

που είναι το Ϲητούµενο. �

΄Εχοντας αυτό το ϕράγµα για την αµ(t), µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα ;;:

Θεώρηµα 3.1.16. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn που ικανοποιεί την ανισό-

τητα Poincaré µε σταθερά κ. Τότε, για κάθε συνάρτηση f : Rn → R που είναι 1-Lipschitz και

κάθε t > 0 έχουµε

µ ({x ∈ X : |f (x) −med(f )| > t}) 6 2 exp
(
−t
√
κ/4

)
,

όπου med(f ) είναι ένας µέσος Lévy της f .

΄Ενα γνωστό επιχείρηµα (ϐλέπε [105, Appendix V]) δείχνει ότι µπορούµε να αντικατα-
στήσουµε τον µέσο Lévy µε την µέση τιµή στο ϑεώρηµα 3.1.16. Τότε, από τον ορισµό της
Exp

µ
έχουµε:

Θεώρηµα 3.1.17. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn που ικανοποιεί την ανισό-

τητα Poincaré µε σταθερά κ. Τότε,

Exp
µ
> c
√
κ,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Εποµένως,

Exp
µ
> c

√
Poinµ.

Στην επόµενη ενότητα ϑα δούµε ότι η παραπάνω ανισότητα µπορεί να αντιστραφεί.

3.2 Ισοδυναµία των ισοπεριµετρικών σταθερών

Στην εργασία [101] ο E. Milman εισήγαγε µια έννοια συγκέντρωσης ασθενέστερη από αυτή
της εκθετικής συγκέντρωσης ως εξής.

Ορισµός 3.2.1 (συγκέντρωση πρώτης ϱοπής). ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον
Rn. Θα λέµε ότι το µ ικανοποιεί συγκέντρωση πρώτης ϱοπής (first moment concentration)
µε σταθερά κ αν

(3.2.1) ‖f − Eµ(f )‖L1(µ) 6
1
κ

για κάθε συνάρτηση f : Rn → R που είναι ολοκληρώσιµη και 1-Lipschitz. Η σταθερά

πρώτης ϱοπής FMµ του µ είναι η καλύτερη σταθερά κ > 0 για την οποία ισχύει η (3.2.1).
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Υποθέτουµε ότι το µ ικανοποιεί την ανισότητα εκθετικής συγκέντρωσης µε σταθερά κ.
Τότε, για κάθε ολοκληρώσιµη 1-Lipschitz συνάρτηση f : Rn → R έχουµε

‖f − Eµ(f )‖L1(µ) =

∫ ∞

0
µ({x : |f (x) − Eµ(f )| > t})dt

6 e

∫ ∞

0
e
−κt
dt =

e

κ
.

Αυτό δείχνει ότι FMµ > e
−1Exp

µ
. Συνοψίζοντας, µέχρι τώρα έχουµε δείξει ότι για κάθε

Borel µέτρο πιθανότητας µ στον Rn έχουµε:

Isµ .
√

Poinµ . Exp
µ
. FMµ ,

όπου a . b σηµαίνει ότι a 6 cb για κάποια απόλυτη σταθερά c > 0. Παρόλο που η
συγκέντρωση πρώτης ϱοπής είναι ασθενέστερη από την εκθετική συγκέντρωση, στην πε-
ϱίπτωση των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας οι τέσσερεις σταθερές που ορίσαµε
είναι ισοδύναµες. Πιο συγκεκριµένα, ο E. Milman έδειξε το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.2.2 (E. Milman). Για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn

έχουµε

(3.2.2) Isµ '
√

Poinµ ' Exp
µ
' FMµ ,

όπου a ' b σηµαίνει ότι c1a 6 b 6 c2a για κάποιες απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0.

Μια πρώτη παρατήρηση για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.2 είναι ότι οι διάφορες
ισοπεριµετρικές σταθερές που αναλύσαµε στην προηγούµενη ενότητα έχουν ισοδύναµες
περιγραφές µέσω των γενικευµένων ανισοτήτων Poincaré.

Ορισµός 3.2.3. Θεωρούµε τους 1 6 p, q 6 ∞ και ένα Borel µέτρο πιθανότητας µ στον Rn.
Θα λέµε ότι το µ ικανοποιεί µια (p, q)-ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ αν

(3.2.3) κ‖f − Eµ(f )‖Lp(µ) 6
∥∥∥ ‖∇f ‖2∥∥∥

Lq(µ)

για κάθε ολοκληρώσιµη και τοπικά Lipschitz συνάρτηση f . Θα συµβολίζουµε µε Cp,qµ την
καλύτερη σταθερά κ για την οποία το µ ικανοποιεί την (3.2.3).

Με την παραπάνω ορολογία και σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.1.2 έχουµε ότι√
Poinµ = C

2,2
µ
, FMµ = C

1,∞
µ

και Isµ ' C1,1
µ
.

Παρατήρηση 3.2.4. Υπενθυµίζουµε ότι από το Λήµµα 2.5.7 έχουµε ότι για κάθε γνησίως
αύξουσα Orlicz συνάρτηση Φ στον R+ και για κάθε f ∈ LΦ(µ) ισχύει

(3.2.4)
1
2
‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ) 6 ‖f −medµ(f )‖LΦ(µ) 6 3‖f − Eµ(f )‖LΦ(µ).
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Θα λέµε ότι το µ ικανοποιεί µια (p, q)-ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ ως προς τον µέσο
Lévy αν

κ‖f −medµ(f )‖Lp(µ) 6
∥∥∥ ‖∇f ‖2∥∥∥

Lq(µ)

για κάθε ολοκληρώσιµη και τοπικά Lipschitz συνάρτηση f . Θα συµβολίζουµε µε Cp,q,Lµ την
καλύτερη σταθερά κ για την οποία το µ ικανοποιεί την παραπάνω ανισότητα. Παρατηρούµε
επίσης ότι για κάθε p, q > 1 ισχύει :

(3.2.5)
1
3
C
p,q

µ 6 C
p,q,L

µ 6 2Cp,qµ .

Θεώρηµα 3.2.5. Θεωρούµε 1 6 p 6 ∞, 2 6 q 6 ∞ και ϑέτουµε r = 1
p

+ 1 − 1
q
. Υποθέτουµε

ότι το µ είναι ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn και ικανοποιεί µια (p, q)-
ανισότητα Poincaré. Τότε,

(3.2.6) min{I(t), I(1 − t)} >
C
p,q

µ

32
t
r

για κάθε t ∈ [0,1/2].

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι αφού p > 1 και q > 2, ϑα έχουµε ότι 1
2 6 r 6 2. Θεωρούµε ένα

ανοικτό υποσύνολο A του Rn µε λείο σύνορο. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.7
εφαρµόζουµε το Πόρισµα 3.1.10 και παίρνουµε:

√
2tµ+(A) >

∫
A

(1 − Pt(1A))dµ +

∫
Ac

Pt(1A)dµ

= 2
(
µ(A) −

∫
A

Pt(1A)dµ
)

= 2
(
µ(A)(1 − µ(A)) −

∫
Rn

(Pt(1A) − µ(A))(1A − µ(A))dµ
)
.

Από την ανισότητα Hölder, τον ορισµό της σταθεράς Cp,qµ και το αναλλοίωτο του µέτρου µ
ως προς (Pt)t>0, παίρνουµε∫

Rn
(Pt(1A) − µ(A))(1A − µ(A))dµ 6 ‖Pt(1A) − µ(A)‖Lp(µ) ‖1A − µ(A)‖Lp∗ (µ)

6 (Cp,qµ )−1
∥∥∥ ‖∇Pt(1A)‖2

∥∥∥
Lq(µ) ‖1A − µ(A)‖Lp∗ (µ),

όπου µε p∗ συµβολίζουµε τον συζυγή εκθέτη του p. Συνδυάζοντας την τελευταία ανισότητα
µε την (3.1.19) παίρνουµε ότι η ανισότητα

(3.2.7)
√

2tµ+(A) >

2

µ(A)(1 − µ(A)) −
1

√
2tCp,qµ

‖1A − µ(A)‖Lq(µ) ‖1A − µ(A)‖Lp∗ (µ)
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ισχύει για κάθε t > 0. Τώρα ϐελτιστοποιούµε ως προς t. Χρησιµοποιώντας την εκτίµηση

‖1A − µ(A)‖Ls(µ) 6 2[µ(A)(1 − µ(A))]1/s

για κάθε s > 1, και επιλέγοντας

t =
32

(Cp,qµ )2
[µ(A)(1 − µ(A))]2(1/q−1/p)

,

παίρνουµε

µ
+(A) >

C
p,q

µ

8
[µ(A)(1 − µ(A))]r >

C
p,q

µ

8 · 2r
min{µ(A)r , (1 − µ(A))r },

όπου r = 1 − 1/q + 1/p. ΄Οµως 1
2 6 r 6 2, άρα 2r 6 4, και η αποδείξη ολοκληρώθηκε. �

Η απόδειξη της ισοδυναµίας FMµ ' Isµ απαιτεί ένα ακόµη ϐαθύ αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 3.2.6. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Τότε, το

ισοπεριµετρικό προφίλ Iµ του µ είναι κοίλη συνάρτηση στο (0,1), και για κάθε t ∈ (0,1)
έχουµε I(t) = I(1 − t). Ως συνέπεια του παραπάνω έχουµε ότι

Isµ := inf
0<t<1

I(t)
min{t,1 − t}

= inf
0<t61/2

I(t)
t

= 2I(1/2),

που σηµαίνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε την σταθερά Cheeger ενός λογαριθµικά κοίλου

µέτρου µ εξετάζοντας µόνο τα Borel υποσύνολα A µε µ(A) = 1/2.

Παρατήρηση 3.2.7. Το γεγονός ότι το ισοπεριµετρικό προφίλ ενός κυρτού χωρίου είναι
κοίλη συνάρτηση αποδείχτηκε αρχικά από τους Sternberg και Zumbrun στο [116]. Απέ-
δειξαν ότι αν n > 2 και αν K είναι ένα κυρτό σώµα στον Rn, τότε η IµK είναι κοίλη στο [0,1],
όπου µK είναι το οµοιόµορφο µέτρο πιθανότητας στο K. Ο Kuwert παρατήρησε αργότερα
στο [77] ότι η In/(n−1)

µK
είναι επίσης κοίλη στο [0,1]. Αυτός είναι µάλιστα ο «σωστός» εκθέτης

που ϑα ήθελε κανείς να έχει. Το αποτέλεσµα του Kuwert γενικεύτηκε για κυρτά χωρία σε
πολλαπλότητες Riemann µε µη-αρνητική καµπυλότητα Ricci, από τους Bayle και Rosales
[17]. Ο E. Milman απέδειξε στο [101] ότι η Iµ παραµένει κοίλη στο γενικότερο πλαίσιο
των λογαριθµικά κοίλων µέτρων πιθανότητας στον Rn. Η µονοδιάστατη περίπτωση είχε
ελεγχθεί από τον Bobkov.

Αυτό που χρειαζόµαστε για το επόµενο ϑεώρηµα είναι το γεγονός ότι η I(t)/t είναι
ϕθίνουσα στο [0,1]. Ισχύει µάλιστα ότι, για κυρτά χωρία σε πολλαπλότητες µε µη-αρνητική
καµπυλότητα Ricci, η συνάρτηση [Iµ(t)]n/(n−1)

/t είναι ϕθίνουσα. Αυτό παρατηρήθηκε από
τον E. Milman στο [103].

Με αυτά τα εργαλεία µπορούµε να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του παρακάτω ϑεω-
ϱήµατος.
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Θεώρηµα 3.2.8 (E. Milman). ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn.
Τότε,

FMµ = C
1,∞
µ
6 c C1,1

µ
' Isµ ,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 3.2.5 (µε p = 1, q = ∞ και r = 2) γνωρίζουµε ότι

min{I(t), I(1 − t)} > c1 C
1,∞
µ
t
2 για κάθε t ∈ [0,1/2],

όπου c1 > 0 είναι απόλυτη σταθερά. Οπότε για t = 1/2 παίρνουµε ότι

(3.2.8) I(1/2) >
c1

4
C

1,∞
µ
.

Επειδή το ισοπεριµετρικό προφίλ είναι κοίλη συνάρτηση, συµµετρική ως προς το 1/2,
παίρνουµε

(3.2.9)
min{I(t), I(1 − t)}

t
=
I(t)
t
> 2I(1/2) για κάθε t ∈ (0,1/2]

οπότε συνδυάζοντας τις (3.2.8) και (3.2.9) παίρνουµε:

min{I(t), I(1 − t)} >
c1

2
C

1,∞
µ
t για κάθε t ∈ [0,1/2].

΄Οµως από την (3.1.3) έχουµε ότι

Isµ = inf
0<t61/2

min{Iµ(t), Iµ(1 − t)}
t

.

΄Επεται ότι Isµ > cC1,∞
µ

, που ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Παρατήρηση 3.2.9. Στην πραγµατικότητα ο E. Milman έδειξε ότι η τάξη όλων των πα-
ϱαπάνω σταθερών προσδιορίζεται από την συµπεριφορά 1-Lipschitz συναρτήσεων συγκε-
κριµένης µορφής. Μπορούµε να «υπολογίσουµε» την σταθερά Poincaré ενός λογαριθµικά
κοίλου µέτρου µ στον Rn εξετάζοντας µόνο συναρτήσεις της µορφής x 7→ d(x, A).

Θεώρηµα 3.2.10 (E. Milman). ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn.
Τότε,

(3.2.10) Isµ ' inf

 1∫
d(x, A)dµ(x)

: µ(A) >
1
2

 .
Απόδειξη. ΄Εστω A ένα Borel υποσύνολο του Rn µε µ(A) > 1/2. Τότε αν συµβολίσουµε µε g
την συνάρτηση x 7→ d(x, A), έχουµε ότι η g είναι 1-Lipschitz και ότι medµ(g) = 0, και από
την (3.1.13) παίρνουµε

1
2

Isµ 6

∫
‖∇g‖2dµ∫
g dµ

6
1∫
g dµ

.
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Αντίστροφα, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.2.2 και την Παρατήρηση 3.2.4, γράφουµε

Isµ > c C1,∞,L
µ

= inf
c∫
|f |dµ

,

όπου το infimum είναι πάνω από όλες τις 1-Lipschitz συναρτήσεις µε medµ(f ) = 0. Επιλέ-
γοντας µια τέτοια συνάρτηση f και ϑέτοντας

A1 = {f 6 0}, και A2 = {f > 0},

έχουµε ότι
µ(Ai) > 1/2, για i = 1,2.

Επιπλέον, από την συνέχεια της f παίρνουµε ότι f (x) = 0 για κάθε x ∈ bd(A1) ∪ bd(A2).
Τέλος αφού η f είναι 1-Lipschitz, έχουµε ότι∫

Rn
|f |dµ 6

∫
Rn\A1

d(x, bd(A1))dµ(x) +

∫
Rn\A2

d(x, bd(A2))dµ(x)

=

∫
Rn
d(x, A1)dµ(x) +

∫
Rn
d(x, A2)dµ(x)

και το Ϲητούµενο έπεται. �



Κεφάλαιο 4

Η εικασία KLS

4.1 Το λήµµα τοπικότητας

Το λήµµα τοπικότητας (localization lemma) των Lovász και Simonovits (ϐλέπε [95]) είναι
ένα χρήσιµο εργαλείο που συχνά ανάγει το ερώτηµα αν µια ανισότητα ισχύει για όλα τα
1/n-κοίλα µέτρα στον Rn στο ερώτηµα αν ισχύει αντίστοιχη ανισότητα για όλα τα 1/n-
αφινικά µέτρα που ο ϕορέας τους είναι ευθύγραµµο τµήµα.

Θεώρηµα 4.1.1 (Λήµµα τοπικότητας). Θεωρούµε δύο συναρτήσεις f και g που είναι κάτω

ηµισυνεχείς και ολοκληρώσιµες στον Rn και τέτοιες ώστε∫
Rn
f (x)dx > 0 και

∫
Rn
g(x)dx > 0.

Τότε, υπάρχουν a, b ∈ Rn και αφινική συνάρτηση ` : [0,1]→ R έτσι ώστε να ισχύει∫ 1

0
f ((1 − t)a + tb)`(t)n−1

dt > 0 και

∫ 1

0
g((1 − t)a + tb)`(t)n−1

dt > 0.

Ο Fradelizi και ο Guédon [56] έδωσαν µια διαφορετική προσέγγιση σε αυτό το αποτέ-
λεσµα.

Θεώρηµα 4.1.2 (Fradelizi-Guédon). ΄Εστω K ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο του Rn.
Θεωρούµε έναν πραγµατικό αριθµό −∞ < s 6 1/2 και µια άνω ηµισυνεχή συνάρτηση

f : K → R. Συµβολίζουµε µε Pf το σύνολο όλων των s-κοίλων µέτρων πιθανότητας µ που

έχουν ϕορέα το K και ικανοποιούν την

∫
f dµ > 0. Τότε τα ακραία σηµεία του conv(Pf ) είναι

τα παρακάτω:

(i) Τα µέτρα Dirac στα σηµεία x ∈ K που είναι τέτοια ώστε f (x) > 0.
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(ii) Τα µέτρα πιθανότητας ν που είναι s-αφινικά, ϕέρονται σε ευθύγραµµο τµήµα [a, b] ⊂ K,

και είναι τέτοια ώστε ∫
f dν = 0 και

∫
x

a

f dν > 0

για κάθε x ∈ (a, b) ή ∫
b

x

f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω K ένα κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω −∞ 6 γ 6 1. Αν η συνάρτηση

F : K → R+
είναι γ-κοίλη και η συνάρτηση G : K → R+

είναι γ-αφινική, τότε η συνάρτηση

(F − G)+ : K → R+
είναι γ-κοίλη.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι −∞ < γ 6 1 και γ , 0. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι τα x, y ∈ K
ικανοποιούν τις

F (x) > G(x) και F (y) > G(y).

Τότε, από την ανισότητα Minkowski, για κάθε λ ∈ (0,1) έχουµε:

((1 − λ)F γ(x) + λF γ(y))1/γ − ((1 − λ)Gγ(x) + λGγ(y))1/γ

> ((1 − λ)(F − G)γ(x) + λ(F − G)γ(y))1/γ
,

΄Οµως η F είναι γ-κοίλη και η G είναι γ-αφινική, άρα αν x, y ∈ supp((F − G)+) τότε

(F − G)((1 − λ)x + λy) > ((1 − λ)(F − G)γ(x) + λ(F − G)γ(y))1/γ
.

Τέλος, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι λογαριθµικά κοίλες συναρτήσεις προσεγγίζονται
από γn-κοίλες συναρτήσεις µε γn ↓ 0, ϐλέπουµε ότι ο ισχυρισµός του λήµµατος ισχύει και
για λογαριθµικά κοίλες συναρτήσεις. Η περίπτωση γ = −∞ είναι απλή. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι κάθε µέτρο Dirac σε ένα σηµείο
x ∈ K για το οποίο f (x) > 0, είναι ακραίο σηµείο του conv(Pf ), άρα ϑεωρούµε ένα ακραίο
σηµείο ν του conv(Pf ) που δεν είναι µέτρο Dirac και ϑα δείξουµε ότι το ν έχει τις ιδιότητες
που περιγράφονται στο (ii).

΄Εστω F ο αφινικός υπόχωρος που παράγεται από το supp(ν). Πρώτα δείχνουµε ότι
dim(F ) = 1. Ας υποθέσουµε ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε µπορούµε να ϐρούµε x0 στο σχετικό
εσωτερικό του supp(ν) και έναν διδιάστατο υπόχωρο E του Rn έτσι ώστε x0 +E ⊆ F . ∆οθέντος
θ ∈ SE , ϑέτουµε

Hθ = {x ∈ F : 〈x − x0, θ〉 = 0}
H

+
θ

= {x ∈ F : 〈x − x0, θ〉 > 0}
H
−
θ

= {x ∈ F : 〈x − x0, θ〉 6 0}.
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Στη συνέχεια ορίζουµε συνάρτηση φ : SE → R ως εξής :

φ(θ) =

∫
H

+
θ

f dν −
1
2

∫
f dν.

Παρατηρούµε ότι επειδή dim(Hθ) = 1, ϑα έχουµε ότι ν(Hθ) = 0 για όλα τα θ ∈ SE. ΄Επεται
ότι η φ είναι περιττή και συνεχής. Εποµένως υπάρχει θ0 ∈ SE τέτοιο ώστε φ(θ0) = 0. ΄Οµως
το x0 είναι στο σχετικό εσωτερικό του supp(ν), οπότε

ν(H+
θ0

) > 0 και ν(H−
θ

) > 0.

΄Επεται ότι µπορούµε να ορίσουµε µέτρα

ν1 =
ν|H+

θ0

ν(H+
θ0

)
και ν2 =

ν|H−
θ0

ν(H−
θ0

)
.

Τότε,
ν = (ν(H+

θ0
))ν1 + (ν(H−

θ0
))ν2

που είναι όµως άτοπο επειδή το ν είναι ακραίο σηµείο του conv(Pf ).
Εφαρµόζουµε τώρα τον χαρακτηρισµό του Borell για τα s-κοίλα µέτρα και παίρνουµε

ότι το ν έχει ϕορέα ένα ευθύγραµµο τµήµα [a, b] και η πυκνότητα του, έστω ψ ∈ L1
loc(Rn , dx)

είναι µη αρνητική και γ-κοίλη, όπου γ = s

1−s ∈ [−1,1].
Στη συνέχεια δείχνουµε ότι∫
f dν = 0 και

∫
x

a

f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b) ή
∫

b

x

f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Καταρχάς παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x 7→
∫
x

a
f dν είναι συνεχής στο (a, b). Αν

∫
c

a
f dν =

0 για κάποιο c ∈ (a, b) τότε µπορούµε να ορίσουµε

ν1 =
ν|[a,c]

ν([a, c])
και ν2 =

ν|[c,b]

ν([c, b])
.

΄Οµως τότε το ν = (ν([a, c]))ν1 + (ν([c, b]))ν2 δεν είναι ακραίο σήµειο του conv(Pf ). Αυτό
δείχνει ότι ∫

x

a

f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b) ή
∫

b

x

f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b).

΄Οµοια, αν
∫
f dν > 0 τότε µπορούµε να ϐρούµε c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε∫

c

a

f dν =
1
2

∫
f dν.

Τότε, ορίζοντας τα ν1 και ν2 όπως παραπάνω παίρνουµε άτοπο.
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Τέλος, δείχνουµε ότι το ν είναι s-αφινικό. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε
ότι

∫
x

a
f dν > 0 για κάθε x ∈ (a, b). Θέτουµε u = (b − a)/‖b − a‖2, παίρνουµε c ∈ (a, b),

και για κάθε t ∈ R ορίζουµε gt : [a, b]→ R µε

gt(x) =
ψ(c)

2
(1 + γt〈x − c, u〉)1/γ

+ .

Για γ = 0 επεκτείνουµε κατάλληλα τον ορισµό. Παρατηρούµε ότι η gt είναι γ-αφινική
στο [a, b]. Ορίζουµε δύο µέτρα µt και νt µε ϕορέα το [a, b] και πυκνότητες (ψ − gt)+ και
min{ψ, gt} αντίστοιχα. Αφού γ ∈ [−1,1], η ψ είναι γ-κοίλη και η gt είναι γ-αφινική στο
[a, b], ϐλέπουµε ότι η (ψ − gt)+ είναι γ-κοίλη και άρα το µt είναι s-κοίλο µέτρο. Επιπλέον
η συνάρτηση min{ψ, gt} είναι επίσης γ-κοίλη, οπότε το νt είναι s-κοίλο. Η συνάρτηση
t 7→

∫
f dνt είναι συνεχής στο R, εποµένως επειδή

∫
f dν = 0, ϑα έχουµε:

lim
t→−∞

∫
f dνt =

∫
c

a

f dν > 0 και lim
t→∞

∫
f dνt =

∫
b

c

f dν < 0

΄Επεται ότι ∫
f dνt0 = 0

για κάποιο t0 ∈ R. Παρατηρούµε ότι ν = µt0 + νt0 , οπότε
∫
f dµt0 = 0. Θέτουµε λ =

νt0 ([a, b]). Τότε, 0 < λ < 1 και ν = (1 − λ)ν1 + λν2, όπου ν1 =
µt0
1−λ και ν2 =

νt0
λ
. Αφού τα

ν1 και ν2 είναι στο Pf και το ν είναι ακραίο σηµείο του conv(Pf ), έπεται ότι ν1 = ν2 = µ.
Συνεπώς, ψ = gt0/λ, και άρα το ν είναι s-αφινικό.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη χρειάζεται να δείξουµε ότι, αντίστροφα, κάθε µέτρο
πιθανότητας ν που ικανοποιεί τη (ii) είναι ακραίο σηµείο του conv(Pf ). Για το σκοπό αυτό,
ορίζουµε F : [a, b] → R µε F (x) =

∫
x

a
f dν, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε

ότι F (x) > 0 στο (a, b). ΄Εστω ψ η γ-αφινική πυκνότητα του ν στο [a, b]. Υποθέτουµε ότι
υπάρχουν λi > 0 µε

∑
k

i=1 λi = 1 και µi , ν στο Pf τέτοια ώστε

ν =

k∑
i=1

λiµi .

Αφού µi ∈ Pf , για κάθε i = 1, . . . , k, ϑα έχουµε ότι
∫
f dµi > 0. ΄Οµως

0 =

∫
f dν =

k∑
i=1

λi

∫
f dµi ,

οπότε υποχρεωτικά
∫
f dµi = 0 για κάθε 1 6 i 6 k. ΄Εστω ψi η γ-κοίλη πυκνότητα του µi .

Συµβολίζουµε µε ρi = ψi/ψ την πυκνότητα του µi ως προς το ν. Παρατηρούµε ότι κάθε
ρi είναι το πηλίκο µιας γ-κοίλης συνάρτησης και µιας γ-αφινικής συνάρτησης, οπότε η
ρi είναι µια quasi-κοίλη, µη αρνητική και συνεχής συνάρτηση µε ϕορέα ένα ευθύγραµµο
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τµήµα που περιέχεται στο [a, b]. ΄Επεται ότι είτε είναι µονότονη είτε είναι πρώτα αύξουσα
και µετά ϕθίνουσα στον ϕορέα της. Αφού

∑
k

i=1 λiρi ≡ 1 στο [a, b], τουλάχιστον µία από τις
συναρτήσεις ρi που είναι µη µηδενική στο a πρέπει να να είναι ϕθίνουσα σε µια περιοχή
του a. ΄Εστω ρj µια τέτοια συνάρτηση. Τότε η ρj είναι ϕθίνουσα στον ϕορέα της [a, c], όπου
c ∈ (a, b]. Γράφουµε ∫

f dµj = 0 =

∫
c

a

ρjdF = ρj(c)F (c) −
∫

c

a

F dρj.

Αφού ρj(c)F (c) > 0, η ρj είναι ϕθίνουσα και F > 0 στο (a, c), ϑα πρέπει η ρj να είναι σταθερή
στο [a, c] και F (c) = 0. Τότε, c = b και ρj ≡ 1 στο [a, b] (επειδή η ρj είναι η πυκνότητα
του µj ως προς το ν και τα µέτρα µj και ν είναι µέτρα πιθανότητας). ΄Επεται ότι µj = ν, που
είναι άτοπο. �

Ως συνέπεια του Θεωρήµατος 4.1.2 παίρνουµε:

Θεώρηµα 4.1.4. ΄Εστω K ένα συµπαγές και κυρτό σύνολο στον Rn. Θεωρούµε −∞ < s 6
1/2 και µε P(K) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των µέτρων πιθανότητας που έχουν ϕορέα

στο K. ΄Εστω f : K → R µια άνω ηµισυνεχής συνάρτηση. Συµβολίζουµε µε Pf το σύνολο

όλων των s-κοίλων µέτρων πιθανότητας µ που έχουν ϕορέα στο K και ικανοποιούν την∫
f dµ > 0. Αν Φ : P(K)→ R είναι µια άνω ηµισυνεχής συνάρτηση τότε το sup{Φ(µ) : µ ∈ Pf }

επιτυγχάνεται σε κάποιο ακραίο σηµείο του supp(Pf ), δηλαδή είναι το µέτρο Dirac σε κάποιο

σηµείο x ∈ K που είναι τέτοιο ώστε f (x) > 0 ή είναι κάποιο µέτρο πιθανότητας ν το οποίο είναι

s-αφινικό, έχει ϕορέα ένα ευθύγραµµο τµήµα [a, b] ⊂ K, και είναι τέτοιο ώστε

∫
f dν = 0 και∫

x

a
f dν > 0 για όλα τα x ∈ (a, b) ή

∫
b

x
f dν > 0 για όλα τα x ∈ (a, b).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός (ϐλέπε [28]) ότι το σύνολο των s-κοίλων µέτρων
πιθανότητας που έχουν ϕορέα στο K είναι w∗-συµπαγές. Αφού η f είναι άνω ηµισυνεχής,
παίρνουµε ότι το Pf είναι w∗-κλειστό, εποµένως w∗-συµπαγές. Από το ϑεώρηµα Krein-
Milman έχουµε ότι το sup{Φ(µ) : µ ∈ Pf } επιτυγχάνεται σε κάποιο ν ∈ Ext(convw

∗

(Pf )) ⊆
Ext(conv(Pf )). �

΄Ενα πόρισµα του Θεωρήµατος 4.1.4 είναι η ακόλουθη πολύ χρήσιµη γεωµετρική εκ-
δοχή του Θεωρήµατος 4.1.1.

Θεώρηµα 4.1.5. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f1, f2, f3, f4 : Rn → R+
που είναι τέτοιες ώστε

f
α

1 f
�

2 6 f
α

3 f
�

4 για κάποια α, � > 0. Υποθέτουµε επίσης ότι οι f1, f2 είναι άνω ηµισυνεχείς και οι

f3, f4 είναι κάτω ηµισυνεχείς και ότι για κάποιον −∞ 6 s 6 1/2 και για κάθε s-αφινικό µέτρο

πιθανότητας ν που έχει ϕορέα στο [a, b] στον Rn ,(∫
f1 dν

)α (∫
f2 dν

)�
6

(∫
f3 dν

)α (∫
f4 dν

)�
.

Τότε, για κάθε s-κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn ,(∫
f1 dµ

)α (∫
f2 dµ

)�
6

(∫
f3 dµ

)α (∫
f4 dµ

)�
.
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f3 > 0 στον Rn. ΄Εστω µ ένα s-κοίλο µέτρο
πιθανότητας µε συµπαγή ϕορέα στον Rn. Θέτουµε K = supp(µ). Ορίζουµε

f = f1 −


∫
f1 dµ∫
f3 dµ

 f3
και

Φ(ν) =


∫
f1 dµ∫
f3 dµ

α/� (∫
f2 dν

)
−

(∫
f4 dν

)
για όλα τα µέτρα ν ∈ P(K). Χρησιµοποιώντας τις υποθέσεις για τις fi εύκολα ϐλέπουµε
ότι η f και η Φ είναι άνω ηµισυνεχείς και η Φ είναι επιπλέον αφινική. Καθώς µ ∈ Pf , το
Θεώρηµα 4.1.4 δίνει ότι υπάρχει ακραίο σηµείο ν του conv(Pf ), το οποίο είναι είτε Dirac είτε
ένα s-αφινικό µέτρο που έχει ϕορέα ένα διάστηµα [a, b], και είναι τέτοιο ώστε Φ(µ) 6 Φ(ν)
και

∫
f dν > 0. Τότε,

∫
f1 dµ∫
f3 dµ

α/� (∫
f2 dµ

)
−

(∫
f4 dµ

)
6


∫
f1 dµ∫
f3 dµ

α/� (∫
f2 dν

)
−

(∫
f4 dν

)

6


∫
f1 dν∫
f3 dν

α/� (∫
f2 dν

)
−

(∫
f4 dν

)
6 0.

΄Ενα επιχείρηµα προσέγγισης δίνει ότι τα παραπάνω ισχύουν και για κάθε s-κοίλο µέτρο
πιθανόητας στον Rn. �

4.2 Η εικασία και τα πρώτα κάτω ϕράγµατα

Ερχόµαστε τώρα στην εικασία των Kannan, Lovász and Simonovits. Στο [68] ορίστηκε ο
ισοπεριµετρική σταθερά ενός κυρτού σώµατος K στον Rn ως ο µεγαλύτερος αριθµός ψ(K),
για τον οποίο ισχύει το εξής : για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο A του K έχουµε

(4.2.1) µ
+
K

(A) > ψ(K)
|A| |K \ A|

|K |
,

όπου µK είναι το κανονικοποιηµένο µέτρο Lebesgue στο K. Το ενδιαφέρον για αυτή την
παράµετρο προέκυψε από την µελέτη πιθανοθεωρητικών αλγορίθµων για τον υπολογισµό
του όγκου κυρτών σωµάτων. Υπήρχε µάλιστα σχετική ϐιβλιογραφία πριν από το [68], και
τα ως τότε γνωστά ϕράγµατα για το ψ(K) ήταν της τάξης του 1/diam(K). Ας παρατηρήσουµε
ότι αντί για την (4.2.1), κάποιος µπορεί να Ϲητήσει ϕράγµατα για την µεγαλύτερη σταθερά
ψ(K) για την οποία ισχύει

(4.2.2) µ
+
K

(A) > ψ(K)
min{|A|, |K \ A|}

|K |
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για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο A του K, επειδή οι ποσότητες στο δεξί µέλος είναι συγκρί-
σιµες. Εποµένως, ψ(K) ' IsµK .

Το κύριο αποτέλεσµα στο [68] είναι ένα κάτω ϕράγµα για την ψ(K) συναρτήσει της
ποσότητας

M1(K) =
1
|K |

∫
K

‖x − bar(K)‖2 dx.

Θεώρηµα 4.2.1 (Kannan-Lovász-Simonovits). Για κάθε κυρτό σώµα K στον Rn έχουµε

(4.2.3) ψ(K) >
ln 2
M1(K)

.

Παρατηρούµε ότι αν το K είναι ισοτροπικό τότε M1(K) 6
√
nLK , άρα η (4.2.3) παίρνει

τη µορφή

(4.2.4) ψ(K) >
c
√
nLK

,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.
Η εικασία των Kannan, Lovász and Simonovits είναι ότι ισχύει ένα καλύτερο ϕράγµα.

Στη γλώσσα των κεντραρισµένων κυρτών σωµάτων, η εικασία τους είναι ότι :

(4.2.5) ψ(K) '
1

√
α(K)

,

όπου α(K) είναι η µεγαλύτερη ιδιοτιµή του πίνακα Mij :=
∫
K
xixjdx. Στο [68] αποδείχθηκε

ότι
ψ(K) 6

10
√
α(K)

,

εποµένως η ερώτηση αφορά το κάτω ϕράγµα. Αφού M = L
2
K
I όταν το K είναι σε ισοτροπική

ϑέση, έχουµε ότι, σε αυτήν την περίπτωση, α(K) = LK . Εποµένως η εικασία KLS µπορεί να
αναδιατυπωθεί ως εξής :

Εικασία 4.2.2 (εικασία KLS για ισοτροπικά σώµατα). Αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό

σώµα στον Rn , τότε

ψ(K) '
1
LK

.

Στο Κεφάλαιο 2 είδαµε ότι όταν το K είναι ισοτροπικό στον Rn, τότε η ποσότητα 1/LK
είναι (προσεγγιστικά) ίση µε τον (n−1)-διάστατο όγκο της τοµής του K µε ένα οποιοδήποτε
υπερεπίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων. Με άλλα λόγια

|K ∩ θ⊥| ' 1/LK

για κάθε θ ∈ Sn−1. Αφού ο όγκος |K ∩ θ⊥| της τοµής του K µε τον θ⊥ είναι το περιεχόµενο
κατά Minkowski της τοµής του K µε το σύνολο {x : 〈x, θ〉 > 0} ή {x ∈ K : 〈x, θ〉 6 0},
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µπορούµε να αναδιατυπώσουµε την εικασία KLS λέγοντας ότι όταν το K είναι ισοτροπικό
τότε οι ηµίχωροι είναι προσεγγιστικά οι λύσεις του ισοπεριµετρικού προβλήµατος για το
µέτρο µK .

Λαµβάνοντας υπόψη την διαφορετική κανονικοποίηση που επιλέξαµε στον ορισµό των
ισοτροπικών λογαριθµικά κοίλων µέτρων, µπορούµε να επαναδιατυπώσουµε την εικασία
KLS σε ένα γενικότερο πλαίσιο ως εξής :

Εικασία 4.2.3 (εικασία KLS για ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα µέτρα). Αν µ είναι ένα

ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn , τότε

Isµ > c

όπου c > 0 είναι απόλυτη σταθερά.

4.2.1 Το λήµµα τοπικότητας και το ϕράγµα των Kannan, Lovász and
Simonovits

Σε αυτήν την υποενότητα περιγράφουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.1 η οποία ϐα-
σίζεται στο λήµµα τοπικότητας των Lovász και Simonovits.

Σκιαγράφηση της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.2.1. Αρχικά, σταθεροποιούµε ε > 0 αρκετά
µικρό και ϑεωρούµε την τοµή της ε/2-επέκτασης του bd(A) µε το K. Θα γράφουµε K3 για
την κλειστότητα αυτού του συνόλου. Στον ορισµό (4.2.1) του ισοπεριµετρικού συντελεστή,
αντικαθιστούµε το bd(A) µε K3, το A µε K1 = A \ K3 και το K \ A µε K2 = (K \ A) \ K3. Θα
έχουµε τελειώσει αν δείξουµε τον ακόλουθο ισχυρισµό και αφήσουµε το ε → 0+.

Ισχυρισµός 4.2.4. ΄Εστω K ένα κυρτό σώµα και έστω K = K1 ∪ K2 ∪ K3 η διαµέριση του K

σε τρία µετρήσιµα σύνολα που είναι τέτοια ώστε dist(K1, K2) = ε > 0. Τότε,

(4.2.6) |K1| |K2| 6
M1(K)
ε ln 2

|K | |K3|.

Για την απόδειξη του ισχυρισµού 4.2.4 υποθέτουµε ότι τα K1 και K2 είναι κλειστά.
Υποθέτουµε επίσης ότι bar(K) = 0 και ορίζουµε fi = 1Ki , i = 1,2,3, και f4(x) =

‖x‖2
ε ln 2 . Τότε

µένει να δείξουµε ότι ∫
K

f1(x)dx
∫
K

f2(x)dx 6
∫
K

f3(x)dx
∫
K

f4(x)dx,

η οποία σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.5 ανάγεται στο να αποδείξουµε το ακόλουθο µο-
νοδιάστατο πρόβληµα: ΄Εστω [a, b] ένα κλειστό διάστηµα του R µε a 6 0 6 b και έστω
u ∈ [a, b]. Αν [a, b] = J1 ∪ J2 ∪ J3 είναι η διαµέριστη του [a, b] σε τρία µετρήσιµα σύνολα
που είναι τέτοια ώστε dist(J1, J2) > ε, τότε∫

J1

e
t
dt

∫
J2

e
t
dt 6

1
ε ln 2

∫
J3

e
t
dt

∫
b

a

|t − u|etdt.
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Πρώτα δείχνουµε την παραπάνω ανισότητα στην περίπτωση που τα J1, J2, J3 είναι διαστή-
µατα. Υποθέτουµε ότι το J3 = [c, d] είναι το µεσαίο διάστηµα και έχει µήκος τουλάχιστον
ε. ∆ιαιρώντας µε ec, αρκεί να δείξουµε την ανισότητα:∫

c

a

e
t
dt

∫
b−c

ε

e
t
dt ≤

1
ε ln 2

∫
ε

0
e
t
dt

∫
b

a

|t − u|et dt.

Το δεξί µέλος µεγιστοποιείται για u = ln
(
(ea + eb)/2

)
, ενώ το αριστερό µέλος µεγιστοποιεί-

εται για c = (a + b − ε)/2 οπότε αρκεί να δείξουµε ότι :

(
e
b−a/2 − eε/2

)2
≤
e
ε − 1
ε ln 2

(
− ln((ea−b + 1)/2)eb−a + ln((eb−a + 1)/2)

)
.

Παρατηρούµε τώρα ότι αρκεί να δείξουµε την παραπάνω για ε = 0 λόγω της µονοτονίας.
Θέτοντας x = e

b−a/2 έχουµε να δείξουµε ότι για x > 1 ισχύει :

f (x) := ln 2(x − 1)2 + x2 ln((x−2 + 1)/2) − ln(x2 + 1/2) 6 0.

Με παραγώγιση δείχνουµε αρχικά ότι η συνάρτηση f ′(x)/x είναι γνησίως αύξουσα µε όριο
στο άπειρο ίσο µε 0. ΄Επεται ότι η f είναι γνησίως ϕθίνουσα, που σε συνδυασµό µε το ότι
f (1) = 0 δίνει το Ϲητούµενο.

Στη γενική περίπτωση τώρα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το J3 είναι ανοικτό, αλλιώς
αντικαθιστούµε τα J1, J2 µε τις κλειστές τους ϑήκες. Εποµένως το J3 είναι ένωση ξένων
ανοικτών διαστηµάτων. Μπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι αυτά τα διαστήµατα έχουν
µήκος τουλάχιστον ε. ΄Εστω (ci , di) µε 1 6 i 6 k τα διαστήµατα που περιέχονται στο J3. Τότε
από το παραπάνω επιχείρηµα έχουµε ότι :∫

ci

a

e
t
dt

∫
b

di

e
t
dt ≤

1
ε ln 2

∫
di

ci

e
t
dt

∫
b

a

|t − u|et dt.

Αθροίζοντας πάνω από όλα τα i παίρνουµε:

k∑
i=1

∫
ci

a

e
t
dt

∫
b

di

e
t
dt ≤

1
ε ln 2

∫
J3

e
t
dt

∫
b

a

|t − u|et dt.

΄Οµως για κάθε σηµείο του J1 και κάθε σηµείο του J2 υπάρχει τουλάχιστον ένα από τα
(ci , di) που τα διαχωρίζει, οπότε έχουµε:

k∑
i=1

∫
ci

a

e
t
dt

∫
b

di

e
t
dt ≤

1
ε ln 2

∫
J1

e
t
dt

∫
J2

e
t
dt,

που δίνει το Ϲητούµενο.
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4.2.2 Το επιχειρήµα του Bobkov

Το επιχείρηµα του Bobkov που εµφανίζεται στο [19] δουλεύει για ένα τυχαίο λογαρθµικά
κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn. Στο εξής υποθέτουµε ότι το µ έχει πυκνότητα (ως προς
το µέτρο Lebesgue) που είναι ίση µε

dµ(x) = e
−ϕ(x)

dx,

όπου ϕ : Rn → R είναι µια κυρτή συνάρτηση.

Θεώρηµα 4.2.5. ΄Εστω µ ένα λογαρθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Τότε,

Isµ >
c

‖f ‖L2(µ)
,

όπου f (x) = ‖x − bar(µ)‖2 και c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Το ϑεώρηµα του Bobkov είναι συνέπεια της παρακάτω ανισότητας που συνδέει το πε-
ϱιεχόµενο κατά Minkowski ενός συνόλου A µε την κατανοµή της Ευκλείδειας νόρµας ως
προς το µ.

Θεώρηµα 4.2.6. ΄Εστω µ ένα λογαρθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε

Borel υποσύνολο A του Rn και για κάθε r > 0 έχουµε :

(4.2.7) 2rµ+(A) > µ(A) log
1
µ(A)

+ (1 − µ(A)) log
1

1 − µ(A)
+ log µ(rBn2 ).

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.6 ϑα χρειαστούµε το συναρτησιακό της ανάλογο.
Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση f : Rn → R+ µε

∫
f log(1+

f ) < ∞, η εντροπία της f ως προς µ ορίζεται ως εξής :

(4.2.8) Entµ(f ) =

∫
Rn
f log fdµ −

∫
Rn
fdµ log

∫
Rn
fdµ.

Παρατηρούµε ότι η εντροπία είναι µη αρνητική (από την ανισότητα Jensen) και οµογενής
ϐαθµού 1.

Πρόταση 4.2.7. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε

τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → [0,1] και για κάθε r > 0 ισχύει :

Entµ(f ) + Entµ(1 − f ) + log µ(rBn2 ) 6 2r
∫
Rn
‖∇f ‖2 dµ.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι λεία, σταθερή έξω από ένα συµπαγές
σύνολο και 0 < f (x) < 1 για κάθε x ∈ Rn. ∆οθέντων t, s ∈ (0,1) µε t + s = 1, ϑέτουµε

ft(z) = sup
{
f

(
z +

s

t
(z − x)

)
: x ∈ rBn2

}
.
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Ορίζουµε επίσης τις συναρτήσεις w, u, v : Rn → R+ ως εξής :

u(x) ≡ ut(x) = (f (x))1/t
e
−ϕ(x)

v(y) = 1rBn2 (y)e−ϕ(y)

w(z) ≡ wt(z) = ft(z)e−ϕ(z)
.

Οι συναρτήσεις w = wt , u = ut , v ικανοποιούν την

w(tx + sy) > (u(x))t(v(y))s,

για κάθε x, y ∈ Rn. Εφαρµόζοντας την ανισότητα Prékopa-Leindler παίρνουµε:∫
Rn
ft dµ >

(∫
Rn
f

1/t
dµ

)t
[µ(rBn2 )]s.

Από το ϑεώρηµα Taylor ϐλέπουµε ότι όταν το s = 1 − t > 0 είναι αρκούντως µικρό, τότε

ft(z) = f (z) + [r‖∇f ‖2 + 〈∇f (z), z〉]s + O(s2),

οµοιόµορφα ως προς z ∈ Rn. Επιπλέον,(∫
Rn
f

1/t
dµ

)t
=

∫
Rn
fdµ + sEntµ(f ) + O(s2).

Για να το δούµε αυτό, ορίζουµε h(t) = (
∫
Rn
f

1/t
dµ)t = exp(t log

∫
Rn
f

1/t
dµ) και γράφουµε:

h(t) = h(1) + h′(1)(t − 1) + O((t − 1)2) = h(1) − h′(1)s + O(s2),

όπου

h
′(t) =

(∫
Rn
f

1/t
dµ

)t log
∫
Rn
f

1/t
dµ −

∫
Rn
f

1/t log fdµ

t

∫
Rn
f 1/tdµ

 ,
που µας δίνει ότι h′(1) = −Entµ(f ). Συνδυάζοντας τα παραπάνω και παίρνοντας s → 0+

έχουµε:

Entµ(f ) + log µ(rBn2 )
∫
Rn
f dµ 6 r

∫
Rn
‖∇f ‖2dµ +

∫
Rn
〈∇f (x), x〉dµ(x).

∆ουλεύοντας όµοια για την 1 − f και προσθέτοντας τις δύο ανισότητες παίρνουµε το Ϲητού-
µενο. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.6. Προσεγγίζουµε την χαρακτηριστική συνάρτηση 1A του
A µε Lipschitz συναρτήσεις που παίρνουν τιµές στο [0,1], και στη συνέχεια χρησιµοποιού-
µε την Πρόταση 4.2.7 γι΄ αυτές. �
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.5. Υποθέτουµε ότι το µ είναι κεντραρισµένο και άρα
f (x) = ‖x‖2. ΄Εστω A ένα Borel υποσύνολο του Rn µε µ(A) = p ∈ (0,1). Από το Θεώρηµα
4.2.6 ξέρουµε ότι για κάθε r > 0,

(4.2.9) µ
+(A) >

1
2r

[
p log

1
p

+ (1 − p) log
1

1 − p
+ log µ(rBn2 )

]
.

Επιλέγουµε r0 > 0 έτσι ώστε µ(r0Bn2 ) = 2
3 . Τότε από το λήµµα του Borell ϑα έχουµε ότι, για

κάθε t > 1,
1 − µ(tr0Bn2 ) 6

1
3

2−
t−1
2 .

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα − ln(1 − x) 6 x

1−x για 0 < x < 1, παίρνουµε

− log µ(tr0Bn2 ) 6 − log
(
1 −

1
3

2−
t−1
2
)
6 2−

t+1
2 .

Παίρνοντας r = tr0 στην (4.2.9) ϐλέπουµε ότι

µ
+(A) >

1
2tr0

[
p log(1/p) + (1 − p) log(1/(1 − p)) + log µ(tr0Bn2 )

]
(4.2.10)

>
1

2tr0

[
p log(1/p) + (1 − p) log(1/(1 − p)) − 2−

t+1
2
]
.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < p 6 1/2. Εφαρµόζουµε την (4.2.10) µε t = 3 log(1/p) >
1 και παρατηρούµε ότι

(1 − p) log(1/(1 − p)) > 2−
t+1
2 .

Για την απόδειξη της τελευταίας ανισότητας ϑεωρούµε την συνάρτηση

g(p) = (1 − p) log
1

1 − p
− 2−

t+1
2 = (1 − p) log

1
1 − p

−
1
√

2
p

3 log 2/2

στο [0,1/2]. Τότε, g(0) = 0 και η g είναι κοίλη. Επιπλέον, η ανισότητα g(1/2) > 0 είναι
ισοδύναµη µε την

log 2
2
> 2−

3
4 log 2 ,

η οποία µπορεί να επαληθευθεί εύκολα. ΄Επεται ότι

g(p) > 0 για κάθε p ∈ [0,1/2].

Τώρα, από την (4.2.10) έχουµε

(4.2.11) µ
+(A) >

1
2tr0

p log
1
p

=
p

6r0
>

1
6r0

min{µ(A),1 − µ(A)}.

Παρόµοιο επιχείρηµα δουλεύει αν υποθέσουµε ότι p > 1/2, και οδηγεί στην ίδια εκτίµηση.
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Μένει λοιπόν να εκτιµήσουµε το r0. Υπενθυµίζουµε ότι f (x) = ‖x‖2. Αφού µ({x : ‖x‖2 >√
3‖f ‖L2(µ)}) 6 1

3 από την ανισότητα Markov και την επιλογή του r0 παίρνουµε:

r0 6
√

3‖f ‖L2(µ).

Τότε η (4.2.11) δίνει

µ
+(A) >

1
6
√

3‖f ‖L2(µ)
min{µ(A),1 − µ(A)}.

Με άλλα λόγια, Isµ > c/‖f ‖L2(µ), µε c = (6
√

3)−1. �

Η συνάρτηση f (x) = ‖x − bar(µ)‖2 ικανοποιεί την ‖f ‖L2(µ) =
√
n στην ισοτροπική περί-

πτωση. Εποµένως το αποτέλεσµα που περιγράψαµε παίρνει την ακόλουθη µορφή:

Θεώρηµα 4.2.8. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο στον Rn. Τότε,

√
nIsµ > c,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

4.2.3 Μια τρίτη προσέγγιση

Μια διαφορετική προσέγγιση που οδηγεί στο ίδιο κάτω ϕράγµα δόθηκε από τον E. Milman
στο [101]. Η απόδειξη είναι πολύ απλή µε δεδοµένο το Θεώρηµα 3.2.2.

Θεώρηµα 4.2.9. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Τότε,

Isµ >
1

2 infz∈Rn ‖fz‖L2(µ)
,

όπου fz(x) = ‖x − z‖2.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.2, αντί να εκτιµήσουµε το Isµ από κάτω, ϑα
εκτιµήσουµε το FMµ. ΄Εστω f : Rn → R µια 1-Lipschitz συνάρτηση και σταθεροποιούµε
ένα z ∈ Rn. Τότε, γράφουµε∫

Rn
|f − Eµ(f )|dµ 6

∫
Rn
|f (x) − f (z)|dµ(x) + |f (z) − Eµ(f )|

6 2
∫
Rn
|f (x) − f (z)|dµ(x) 6 2

∫
Rn
‖x − z‖2 dµ(x).

Εποµένως,

FMµ >
1
2

sup
z∈Rn

1∫
‖x − z‖2 dµ(x)

,

οπότε έχουµε το Ϲητούµενο. �





Κεφάλαιο 5

Η unconditional περίπτωση

5.1 Ευστάθεια της ισοπεριµετρικής σταθεράς

Το Θεώρηµα 3.2.2 οδηγεί σε κάποια πολύ χρήσιµα αποτελέσµατα όσον αφορά την ευστά-
ϑεια της σταθεράς Cheeger κυρτών σωµάτων ως προς «διαταραχές». Με λίγα λόγια, ο E.
Milman έδειξε στο [101] ότι αν K και T είναι δύο κυρτά σώµατα στον Rn τότε

(5.1.1) αν |K | ' |T | ' |K ∩ T | έπεται ότι IsK ' IsT .

Τα αποτελέσµατα που περιλαµβάνονται σε αυτήν την ενότητα είναι χρήσιµα όταν προσπα-
ϑούµε να υπολογίσουµε την σταθερά Cheeger ανάγοντας το πρόβληµα σε κάποια κλάση
κυρτών σωµάτων µε πρόσθετες ιδιότητες. Στις δύο τελευταίες ενότητες ϑα δούµε κάποιες
εφαρµογές τους.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα δίνει µια ακριβή διατύπωση της (5.1.1).

Θεώρηµα 5.1.1 (E. Milman). Θεωρούµε δύο κυρτά σώµατα K και T στον Rn. Αν

|K ∩ T | > αK |K | και |K ∩ T | > αT |T |,

τότε

IsK >
cα

2
K

log(1 + 1/αT )
IsT .

Για την απόδειξη χρειαζόµαστε µια σειρά από λήµµατα.

Ορισµός 5.1.2. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε
Borel µετρήσιµη συνάρτηση f : Rn → R και για κάθε δ ∈ (0,1), το δ-εκατοστηµόριο της f
ως προς το µέτρο µ ορίζεται ως εξής :

Qµ,δ(f ) := inf{q ∈ R : µ({f 6 q}) > δ}.
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Παρατηρήσεις 5.1.3. Μπορούµε εύκολα να ελέγξουµε τις ακόλουθες χρήσιµες ιδιότητες
του συναρτησοειδούς f 7→ Qµ,δ(f ).

(i) Παρατηρούµε ότι Qµ,1/2(f ) = medµ(f ).

(ii) Για κάθε σταθερά a ∈ R έχουµε Qµ,δ(f + a) = Qµ,δ(f ) + a.

(iii) Το συναρτησοειδές Qµ,δ είναι µονότονο, δηλαδή αν f 6 g, τότε Qµ,δ(f ) 6 Qµ,δ(g).

(iv) Οι προηγούµενες ιδιότητες σε συνδυασµό µε εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας
δίνουν ότι για κάθε σταθερά b ∈ R ισχύει :

Qµ,δ(|f |) 6 Qµ,δ(|f − b|) + b.

(v) Από την ανισότητα Markov έχουµε

µ(|f | 6 t‖f ‖ψ1(µ)) > 1 − e−t .

Για κάθε δ ∈ (0,1) επιλέγουµε t = tδ = log(1/δ) και έχουµε:

Qµ,1−δ(|f |) 6 log
(1
δ

)
· ‖f ‖ψ1(µ).

Λήµµα 5.1.4. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn και f µια 1-

Lipschitz συνάρτηση µε µία από τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Eµ(f ) = 0 και ‖f ‖L1(µ) > (3FMµ)−1
,

(ii) medµ(f ) = 0 και ‖f ‖L1(µ) > (6FMµ)−1
.

Τότε,

(5.1.2) ‖f ‖ψ1 6 C‖f ‖L1(µ).

Εποµένως,

(5.1.3) Qµ,1−ε0 (|f |) >
‖f ‖L1(µ)

2
,

όπου C > 0 είναι απόλυτη σταθερά και 0 < ε0 < 1.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 2.5.7 και το Θεώρηµα 3.2.2 έχουµε:

‖f ‖ψ1 ' ‖f − Eµ(f )‖ψ1 '
1

Exp
µ
(f )
6

1
Exp

µ

6
C

FMµ

6 6C‖f ‖L1(µ).

΄Επεται ότι
‖f ‖L2(µ) 6 2‖f ‖ψ1 6 C1‖f ‖L1(µ)

όπου C1 > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Τώρα µε τη ϐοήθεια της τελευταίας ανισότητας, η
(5.1.3) προκύπτει ως συνέπεια της ανισότητας Paley-Zygmund: για κάθε γ ∈ (0,1) έχουµε
Qµ,1−ε(γ)(|f |) > γ‖f ‖L1(µ), όπου ε(γ) = (1 − γ)2

/C
2
1. �
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Λήµµα 5.1.5. Θεωρούµε δύο κυρτά σώµατα K και T στον Rn µε T ⊆ K. Αν |T | > α|K | τότε

(5.1.4) FMT >
c

log(1 + 1/α)
Exp

K
.

Απόδειξη. Γράφουµε µT και µK για το οµοιόµορφο µέτρο στα T και K αντίστοιχα. ΄Εστω g
µια 1-Lipschitz συνάρτηση στο T µε medµT (g) = 0 και την ιδιότητα∫

|g|dµT >
1

4FMT

.

Αφού το T είναι κυρτό, µπορούµε να επεκτείνουµε την g σε µια 1-Lipschitz συνάρτηση
στο K: για παράδειγµα, µπορούµε να ϑέσουµε f (x) = g(PT (x)), όπου PT (x) είναι η µε-
τρική προβολή στο T , δηλαδή είναι το µοναδικό y στο T ώστε d(x, y) = dist(x, T ). Είναι
γνωστό ότι αυτή η συνάρτηση είναι συστολή (ϐλέπε [111]), εποµένως είναι εµφανές ότι η
προαναφερθείσα επέκταση διατηρεί την Lipschitz σταθερά της g. Χωρίς ϐλάβη της γενικό-
τητας υποθέτουµε ότι EµK (f ) > 0 (αλλιώς δουλεύουµε µε τις −g και −f ). Παρατηρούµε ότι
µπορούµε να εκτιµήσουµε την EµK (f ) ως εξής :

α

2
6 µK ({f 6 0}) 6 µK

(
{|f − EµK (f )| > EµK (f )}

)
(5.1.5)

6 e · exp
(
−Exp

K
EµK (f )

)
.

Από το Λήµµα 5.1.4 έπεται ότι

1
2
‖g‖L1(µT ) 6 QµT ,1−ε0 (|g|),

όπου ε0 > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Χρησιµοποιώντας την τελευταία ανισότητα, την
υπόθεση ότι |T | > α|K |, την Παρατήρηση 5.1.3 και την (5.1.5) γράφουµε:

1
8FMT

6
1
2
‖g‖L1(µT ) 6 QµT ,1−ε0 (|g|) 6 QµK ,1−ε0α(|f |)

6 QµK ,1−ε0α(|f − EµK (f )|) + EµK (f )

6 C1 log
(
1 +

1
ε0α

)
‖f − EµK (f )‖Lψ1 (µK ) +

log(2e/α)
Exp

K

6 C2
log(1 + 1/α)

Exp
K

,

όπου C1, C2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές και η απόδειξη ολοκληρώνεται. �

Λήµµα 5.1.6. Θεωρούµε δύο κυρτά σώµατα K και T στον Rn µε T ⊆ K. Αν |T | > α|K | τότε

(5.1.6) IsK > α2IsT .



80 · Η unconditional περιπτωση

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι |T | = p|K | για κάποιο p ∈ (1/2,1]. Για κάθε Borel
υποσύνολο A του K µε |A| = |K |/2 έχουµε ότι

1 −
1
2p
6 µT (A ∩ T ) 6

1
2p

και
µ

+
K

(A) >
|T |

|K |
µ

+
T

(A ∩ T ) > p IsT min{µT (A ∩ T ),1 − µT (A ∩ T )}.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε

IsK = inf{2µ+
K

(A) : µK (A) = 1/2} > (2p − 1)IsT .

Θέτοντας α0 := |T |/|K | > α και επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία για µια
ακολουθία κυρτών σωµάτων T = T0 ⊆ T1 ⊆ · · · ⊆ Tk = K που ικανοποιούν την |Ti | = p|Ti+1|

για κάθε i 6 k − 1, για κάποιο p = α
1/k
0 ∈ (1/2,1], ϐλέπουµε ότι :

IsK > (2p − 1)kIsT = (2p − 1)
logα0
log p IsT = α

log(2p−1)
log p

0 IsT .

Αφήνοντας το p = α
1/k
0 → 1− παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.1. Εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.1.6, το Θεώρηµα 3.2.2 και
το Λήµµα 5.1.5 παίρνουµε

IsK > α2
K

IsK∩T > c1α
2
K

FMK∩T(5.1.7)

> c2
α

2
K

log(1 + 1/αT )
Exp

T
> c3

α
2
K

log(1 + 1/αT )
IsT

όπου ci > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Λόγω συµµετρίας, ανάλογη ανισότητα ισχύει αν
εναλλάξουµε τους ϱόλους των K και T . �

Παρατήρηση 5.1.7. Στο [101] αποδεικνύεται ότι ισχύει και ένα ανάλογο του Θεωρήµατος
5.1.1 για λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας. Υπενθυµίζουµε ότι η µέση απόσταση των
µ1 και µ2 ορίζεται ως :

dTV(µ1, µ2) =
1
2

∫
Rn
|fµ1 (x) − fµ2 (x)|dx,

όπου fµi είναι η πυκνότητα του µi . Αποδεικνύεται ότι αν µ1, µ2 είναι δύο λογαριθµικά κοίλα
µέτρα πιθανότητας στον Rn και αν

dTV(µ1, µ2) 6 1 − ε

για κάποιο ε ∈ (0,1), τότε
c(ε)−1Isµ2 6 Isµ1 6 c(ε)Isµ2

όπου c(ε) ' ε2
/ log(1 + 1/ε).
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5.2 Η εικασία του λεπτού δακτυλίου στην unconditional
περίπτωση

Θεωρούµε ένα τυχαίο διάνυσµα X = (X1, ..., Xn) οµοιόµορφα κατανεµηµένο σε ένα κυρτό
σώµα K ⊂ Rn. Υποθέτουµε επιπλέον ότι E(X2

i
) = 1, για κάθε i = 1, ..., n και ότι το K είναι

αναλλοίωτο ως προς τους υποχώρους συντεταγµένων, δηλαδή τα διανύσµατα (±X1, ...,±Xn)
ακολουθούν την ίδια κατανοµή µε το (X1, ..., Xn), για κάθε επιλογή προσήµων. Θα δείξουµε
ότι το X ικανοποιεί την εικασία λεπτού δακτυλίου (thin shell conjecture).

Θεώρηµα 5.2.1 (B.Klartag). Για κάθε unconditional ισοτροπικό κυρτό σώµα K στον Rn

έχουµε

σ
2
K

:= EµK
(
‖x‖2 −

√
n

)2
6 C2

,

όπου C 6 4 είναι µια ϑετική απόλυτη σταθερά.

Το Θεώρηµα 5.2.1 αποδείχθηκε από τον B.Klartag στο [73]. Στις επόµενες δύο παρα-
γράφους περιγράφουµε τα εργαλεία της απόδειξης, η οποία δίνεται στην Ενότητα 5.2.3.

5.2.1 ΄Ενα γενικό άνω ϕράγµα για τη διακύµανση

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.1 ϐασίζεται στην ανάλυση της Neumann Laplacian κυρ-
τών σωµάτων (ϐλέπε Hörmander [65] και Helffer-Sjöstrand [63]). Παραθέτουµε µερικές
ιδιότητές της. Στο εξής υποθέτουµε ότι K είναι ένα κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn µε C∞-λείο
σύνορο. Θα λέµε ότι µια συνάρτηση ϕ : K → R ανήκει στην κλάση C∞(K) αν έχει παραγώ-
γους κάθε τάξης οι οποίες είναι ϕραγµένες στο εσωτερικό του K. Τότε, οι παράγωγοί της ϕ
είναι καλά ορισµένες και C∞-λείες στο bd(K).

Συµβολίζουµε µε D την κλάση όλων των C∞(K)-λείων συναρτήσεων u : K → R που
ικανοποιούν την

〈∇u(x), ν(x)〉 = 0

για κάθε x ∈ bd(K), όπου ν(x) είναι το εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο σηµείο x ∈ bd(K).
Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Stokes στη µορφή∫

K

〈∇u,∇v〉 = −

∫
K

(∆u)v +

∫
bd(K)
〈v∇u, ν〉 = −

∫
K

(∆u)v

για κάθε v ∈ C∞(K) και u ∈ D.
Για κάθε συνάρτηση u ∈ C∞(K) ορίζουµε

‖u‖H−1(K) = sup
{∫

K

ϕu : ϕ ∈ C∞(K),
∫
K

‖∇ϕ‖22 6 1
}
.

Παρατηρούµε ότι ‖u‖H−1(K) = ∞ αν
∫
K
u , 0 (αν

∫
K
‖∇ϕ‖22 6 1 τότε το ίδιο ισχύει και για την

ϕ1 = ϕ + α για κάθε α ∈ R). Θα γράφουµε ∂i f για την µερική παράγωγο της f ως προς την
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i συντεταγµένη. Τέλος, για κάθε f ∈ L2(K) ϑέτουµε

VarK (f ) =

∫
K

(f (x) − EµK (f ))2
dx,

όπου EµK (f ) =
∫
K
f.

Θεωρούµε τη συνάρτηση ρ : K → R που ορίζεται ως ρ(x) = −dist(x, bd(K)). Αυτή είναι
C
∞-λεία, κυρτή και οι παράγωγοί της κάθε τάξης είναι ϕραγµένες σε µια περιοχή του

bd(K). Επιπλέον ρ(x) 6 0 αν x ∈ K και

ρ(x) = 0 και ‖∇ρ(x)‖2 = 1 αν x ∈ bd(K).

Παρατηρούµε ότι ∇ρ(x) = ν(x) για κάθε x ∈ bd(K).
Με ολοκλήρωση κατά µέρη παίρνουµε το ακόλουθο λήµµα (ϐλέπε Lichnerowicz, [91],

Hörmander [65] και Kadlec [67] για παρεµφερή αποτελέσµατα).

Λήµµα 5.2.2. Θεωρούµε συνάρτηση u ∈ D και ϑέτουµε f = −∆u. Τότε,∫
K

f
2 =

n∑
i=1

∫
K

‖∇∂iu‖
2
2 +

∫
bd(K)
〈(Hess ρ) (∇u) ,∇u〉.

Απόδειξη. Από τον ορισµό της D έχουµε ότι η συνάρτηση x 7→ 〈∇u(x),∇ρ(x)〉 µηδενίζεται
στο σύνορο του K. Επιπλέον, το διάνυσµα ∇u είναι εφαπτόµενο στο σύνορο του K, και άρα
η παράγωγος της x 7→ 〈∇u(x),∇ρ(x)〉 στη διεύθυνση του ∇u µηδενίζεται στο bd(K). Αυτό
σηµαίνει ότι

〈∇u(x),∇ (〈∇u(x),∇ρ(x)〉)〉 = 0 για κάθε x ∈ bd(K).

Ισοδύναµα, µπορούµε να γράψουµε την τελευταία ισότητα στη µορφή

(5.2.1) 〈(Hessu)(∇ρ),∇u〉 + 〈(Hess ρ)(∇u),∇u〉 = 0 για κάθε x ∈ bd(K).

Από το ϑεώρηµα Stokes παίρνουµε∫
K

f
2 =

∫
K

(∆u)2 = −

∫
K

〈∇(∆u),∇u〉 +
∫

bd(K)
〈(∆u∇u),∇ρ〉.

Το ολοκλήρωµα στο σύνορο του K είναι µηδέν, άρα µε µια ακόµη εφαρµογή του ϑεωρή-
µατος Stokes παίρνουµε∫

K

f
2 = −

n∑
i=1

∫
K

∂iu∆(∂iu) =

n∑
i=1

∫
K

‖∇∂iu‖
2
2 −

∫
bd(K)

n∑
i=1

〈∂iu∇∂iu,∇ρ〉.

΄Οµως ισχύει ότι
n∑
i=1

〈(∂iu∇∂iu),∇ρ〉 = 〈(Hessu)(∇ρ),∇u〉.
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Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (5.2.1) παίρνουµε∫
K

f
2 =

n∑
i=1

∫
K

‖∇∂iu‖
2
2 +

∫
bd(K)
〈(Hess ρ) (∇u) ,∇u〉,

που είναι το Ϲητούµενο. �

Λήµµα 5.2.3. Θεωρούµε ένα κυρτό σώµα K στον Rn µε C
∞

λείο σύνορο. Αν f : K → R είναι

µια C
∞(K)-λεία συνάρτηση τότε

VarK (f ) 6
n∑
i=1

‖∂i f ‖
2
H−1(K).

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι
∫
K
f = 0. Τότε υπάρχει µια συνάρτηση u ∈ D

(ϐλέπε για παράδειγµα [54, Κεφάλαιο 7]) τέτοια ώστε

f = −∆u.

Από το ϑεώρηµα Stokes παίρνουµε∫
K

f
2 = −

∫
K

f ∆u =

∫
K

〈∇f,∇u〉 −

∫
bd(K)
〈f∇u, ν〉 =

n∑
i=1

∫
K

∂i(f ) ∂iu,

όπου το ολοκλήρωµα στο σύνορο µηδενίζεται επειδή u ∈ D. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό
της H−1(K)-νόρµας και την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε∫

K

f
2 =

n∑
i=1

∫
K

∂i(f ) ∂iu 6
n∑
i=1

‖∂i f ‖H−1(K) ·

√∫
K

‖∇∂iu‖
2
2

6

√√
n∑
i=1

‖∂i f ‖
2
H−1(K) ·

√√
n∑
i=1

∫
K

‖∇∂iu‖
2
2.

Από το Λήµµα 5.2.2 έχουµε

(5.2.2)
n∑
i=1

∫
K

‖∇∂iu‖
2
2 6

∫
K

f
2
,

επειδή η Εσσιανή µιας κυρτής συνάρτησης ρ είναι είναι ϑετικά ηµιορισµένος πίνακας. Από
τις δύο τελευταίες ανισότητες παίρνουµε τον ισχυρισµό του λήµµατος. �

5.2.2 Μεταφορά του µέτρου

΄Εστω µ1, µ2 δύο πεπερασµένα µέτρα Borel στον Rn, και έστω T : Rn → Rn µια µετρήσιµη
απεικόνιση η οποία µεταφέρει το µ1 στο µ2, δηλαδή

µ2(A) = µ1(T−1(A))
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για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το γεγονός ότι για κάθε
ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση ϕ ισχύει η ταυτότητα

∫
(ϕ ◦ T )dµ1 =

∫
ϕ dµ2.

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση
x 7→ (x, Tx)

µεταφέρει το µέτρο µ1 στο µέτρο γ στον Rn × Rn, το οποίο έχει περιθώρια µέτρα τα µ1 και
µ2. Η L

2
-Wasserstein απόσταση των µ1 και µ2 ορίζεται ως εξής :

W2(µ1, µ2) = inf
γ

("
Rn×Rn

‖x − y‖22dγ(x, y)
)1/2

,

όπου το infimum είναι πάνω από όλα τα µέτρα γ µε περιθώρια µέτρα µ1 και µ2. Αν δεν
υπάρχει τέτοιο µέτρο γ, ϑέτουµε W2(µ1, µ2) = ∞.

΄Εστω µ ένα πεπερασµένο µέτρο Borel µε συµπαγή ϕορέα στον Rn. Για κάθε C∞-λεία
συνάρτηση u : Rn → R µε

∫
u dµ = 0 ϑέτουµε

‖u‖H−1(µ) = sup
{∫
Rn
uϕ dµ : ϕ ∈ C∞(Rn),

∫
Rn
‖∇ϕ‖22dµ 6 1

}
.

Αυτός ο ορισµός προφανώς συµφωνεί µε τον προηγούµενο ορισµό που δώσαµε για την
‖ · ‖H−1(K). ΄Εχουµε ‖u‖H−1(µK ) = ‖u‖H−1(K), όπου µK είναι το µέτρο Lebesgue στο K. Θα
χρειαστούµε το ακόλουθο ϑεώρηµα που επεκτείνει µια παρατήρηση του Brenier [;] (η
απόδειξη που δίνουµε είναι από το [121, Παράγραφος 7.6]).

Θεώρηµα 5.2.4. ΄Εστω µ ένα πεπερασµένο µέτρο Borel στον Rn και έστω h : Rn → R µια

ϕραγµένη, µετρήσιµη συνάρτηση της οποίας το ολόκληρωµα ισούται µε 0. Για ε > 0 αρκετά

µικρό, ϑεωρούµε το µέτρο µε του οποίου η πυκνότητα ως προς το µ είναι η µη-αρνητική

συνάρτηση 1 + εh. Τότε,

‖h‖H−1 (µ) 6 lim inf
ε→0+

W2(µ, µε)
ε

.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι

(5.2.3)
∫
Rn
hϕ dµ 6

( ∫
Rn
‖∇ϕ‖22dµ

)1/2
lim inf
ε→0+

W2(µ, µε)
ε

για κάθε C∞-λεία συνάρτηση ϕ : Rn → R. Μπορούµε, επίσης, να υποθέσουµε ότι η ϕ έχει
συµπαγή ϕορέα, επειδή το µ έχει συµπαγή ϕορέα. Αν η ϕ ικανοποιεί τα παραπάνω, τότε
οι παράγωγοι δεύτερης τάξης της είναι ϕραγµένες. ∆ηλαδή, υπάρχει R = R(ϕ) > 0 τέτοιος
ώστε

(5.2.4) |ϕ(y) − ϕ(x)| 6 ‖∇ϕ(x)‖2 ‖x − y‖2 + R‖x − y‖22

για κάθε x, y ∈ Rn. ΄Εστω ε > 0 ώστε ε‖h‖∞ < 1. Θεωρούµε τυχόν µέτρο γ µε περιθώρια
µέτρα τα µ και µε (παρατηρούµε ότι το µε είναι µη-αρνητικό µέτρο από την επιλογή του ε).
Τότε, ∫

Rn
hϕ dµ =

1
ε

∫
Rn
ϕd(µε − µ) =

1
ε

"
Rn×Rn

(ϕ(y) − ϕ(x))dγ(x, y).
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Θέτουµε

W
γ

2 (µ, µε) =
("

Rn×Rn
‖x − y‖22 dγ(x, y)

)1/2
.

Τότε, η (5.2.4) και η ανισότητα Cauchy-Schwarz δίνουν :∫
Rn
hϕ dµ 6

1
ε

"
Rn×Rn

‖∇ϕ(x)‖2 ‖x − y‖2 dγ(x, y) +
R

ε

"
Rn×Rn

‖x − y‖22 dγ(x, y)

6
1
ε

( ∫
Rn
‖∇ϕ‖22dµ

)1/2
W

γ

2 (µ, µε) +
R

ε

(
W

γ

2 (µ, µε)
)2
.

Παίρνοντας το infimum πάνω από όλα τα δυνατά γ, έχουµε ότι

(5.2.5)
∫
Rn
hϕ dµ 6

1
ε

( ∫
Rn
‖∇ϕ‖22dµ

)1/2
W2(µ, µε) +

R

ε

(
W2(µ, µε)

)2
.

Παρατηρούµε ότι το R εξαρτάται µόνο από την ϕ. Μπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι

lim inf
ε→0+

W2(µ, µε)
ε

< ∞,

διαφορετικά το ϑεώρηµα ισχύει προφανώς. Τότε,

lim inf
ε→0+

(
W2(µ, µε)

)2
ε

= lim inf
ε→0+

ε

(
W2(µ, µε)

ε

)2

= 0,

και αφήνοντας το ε → 0+ στην (5.2.5) παίρνουµε την (5.2.3), που είναι και το Ϲητούµενο.
�

Στη συνέχεια ϑεωρούµε τη συνήθη ορθοκανονική ϐάση {e1, . . . , en} του Rn, ένα κυρτό
σώµα K όγκου 1 στον Rn και σταθεροποιούµε x ∈ K. Συµβολίζουµε µε x + Rei την ευθεία
που διέρχεται από το x στη διεύθυνση του ei . Η τοµή αυτής της ευθείας µε το K είναι ένα
κλειστό ευθύγραµµο τµήµα ή ένα σηµείο. Συµβολίζουµε τα άκρα αυτού του τµήµατος µε
B−
i
(x) και B+

i
(x), όπου 〈B−

i
(x), ei〉 6 〈B+

i
(x), ei〉. Τότε,

K ∩ (x + Rei) =
[
B
−
i
(x),B+

i
(x)

]
.

Για i = 1, . . . , n ϑεωρούµε τις προβολές

πi(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Τότε το, πi(K) είναι ένα κυρτό σώµα στον Rn−1, και για κάθε y ∈ πi(K) συµβολίζουµε µε
q
−
i

(y) ∈ R τη µικρότερη και q+
i

(y) τη µεγαλύτερη i συντεταγµένη µεταξύ όλων των σηµείων
του K για τα οποία πi(x) = y. Με τον παραπάνω συµβολισµό µπορούµε να διατυπώσουµε
το ακόλουθο λήµµα.
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Λήµµα 5.2.5. ΄ΕστωK ένα κυρτό σώµα όγκου 1 στονRn µεC
∞
-λείο σύνορο. Σταθεροποιούµε

i = 1, . . . , n και ϑεωρούµε µια C
∞(K)-λεία συνάρτηση Ψ : K → R τέτοια ώστε, για κάθε x ∈ K,

(5.2.6) Ψ(B−
i
(x)) = Ψ(B+

i
(x)).

Για αρκετά µικρό ε > 0 συµβολίζουµε µε µε το µέτρο του οποίου η πυκνότητα ως προς το µ

είναι 1 + ε∂iΨ. Τότε,

lim inf
ε→0+

W2(µ, µε)
ε

6

(∫
K

[
Ψ(x) − Ψ(B+

i
(x))

]2
dx

)1/2

.

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε ότι i = 1. Για αρκετά µικρό ε > 0, η
συνάρτηση 1 + ε∂1Ψ είναι ϑετική στο K, οπότε το µε είναι ένα µη αρνητικό µέτρο.

Σταθεροποιούµε ένα τέτοιο ε > 0 και γράφουµε x = (t, y), όπου y = (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1.
Σταθεροποιούµε επίσης ένα σηµείο y ∈ π1(K) και γράφουµε p = q

−
1 (y), q = q

+
1 (y). Τότε

από την (5.2.6) παίρνουµε:∫
q

p

(1 + ε∂1Ψ(t, y))dt = q − p + εΨ(t, y)
∣∣∣q
t=p

= q − p.

΄Επεται ότι οι πυκνότητες t 7→ 1 και t 7→ 1 + ε∂1Ψ(t, y) έχουν το ίδιο ολοκλήρωµα στο
διάστηµα [p, q]. Εποµένως υπάρχει µοναδική συνάρτηση T = T

y : [p, q] → [p, q] η οποία
µεταφέρει το µέτρο µε πυκνότητα 1 + ε∂1Ψ(t, y) στο µέτρο Lebesgue του διαστήµατος [p, q]
και ικανοποιεί τη σχέση ∫

x1

p

(1 + ε∂1Ψ(t, y))dt =

∫
T (x1)

p

1dt.

Τότε για κάθε x1 ∈ [p, q] έχουµε

T (x1) = x1 + ε [Ψ(x1, y) − Ψ(p, y)] .

Συνεπώς, ∫
q

p

|T (t) − t |2(1 + ε∂1Ψ(t, y))dt = ε
2
∫

q

p

[Ψ(t, y) − Ψ(p, y)]2
dt + ε3

R

όπου το |R| είναι ϕραγµένο ανεξάρτητα του ε και του y.
Τώρα για κάθε (x1, y) ∈ K ορίζουµε S(x1, y) = (Ty(x1), y). Αυτή είναι µια καλά ορισµέ-

νη, 1-1 και συνεχής απεικόνιση. Επιπλέον από το ϑεώρηµα Fubini παίρνουµε ότι για κάθε
συνεχή συνάρτηση ϕ : K → R ισχύει :∫

K

ϕ(S(x))dµε(x) =

∫
π(K)

[∫
q

p

ϕ(Ty(x1), y) (1 + ε∂1Ψ)dx1

]
dy

=

∫
π(K)

[∫
q

p

ϕ(x1, y)dx1

]
dy =

∫
K

ϕ(x)dµ(x).
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΄Επεται ότι ο S µεταφέρει το µε στο µ. ΄Αρα,

W2(µ, µε)2 6

∫
K

‖S(x) − x‖22dµε(x) = ε
2
∫
K

[
Ψ(x) − Ψ(B−1 (x))

]2
dt + ε3

R
′
,

όπου το |R′| δεν εξαρτάται από το ε. ∆ιαιρώντας µε ε2 και παίρνοντας ε → 0+ παίρνουµε το
Ϲητούµενο. �

5.2.3 Η εκτίµηση του λεπτού δακτυλίου στην unconditional περί-
πτωση

Στο εξής περιοριζόµαστε στην unconditional περίπτωση.

Πρόταση 5.2.6. ΄Εστω K ένα unconditional κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Αν Ψ : K → R
είναι µια unconditional συνεχής συνάρτηση, τότε

VarK (Ψ) 6
n∑
i=1

∫
K

(
Ψ(x) − Ψ(B+

i
(x))

)2
dx.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το K έχει C∞-λείο σύνορο και ότι η Ψ είναι µια C
∞(K)-λεία

συνάρτηση. Τότε, από το Λήµµα 5.2.3 έχουµε ότι

VarK (Ψ) 6
n∑
i=1

‖∂iΨ‖
2
H−1(K).

Χρησιµοποιώντας τις συµµετρίες της Ψ ϐλέπουµε ότι
∫
K
∂iΨ = 0 για κάθε i = 1, . . . , n.

Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 5.2.4. Συνδυάζοντάς το µε το Λήµµα
5.2.5 παίρνουµε

‖∂iΨ‖
2
H−1(K) 6

∫
K

(
Ψ(x) − Ψ(B+

i
(x))

)2
dx.

Προσθέτοντας τις παραπάνω ανισότητες παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Πόρισµα 5.2.7. Θεωρούµε τις άρτιες συνεχείς συναρτήσεις f1, . . . , fn : R → R και τη συ-

νάρτηση Ψ(x1, . . . , xn) =
∑
n

i=1 fi(xi). Τότε,

VarK (Ψ) 6
n∑
i=1

∫
K

sup
s,t∈Ji (x)

(fi(s) − fi(t))2
dx,

όπου Ji(x) είναι ένα διάστηµα στο R που είναι συµµετρικό ως προς την αρχή των αξόνων και

έχει το ίδιο µήκος µε το διάστηµα [B−
i
(x),B+

i
(x)].

Λήµµα 5.2.8. ΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) ∈ Rn ένα τυχαίο διάνυσµα µε λογαριθµικά κοίλη

unconditional πυκνότητα. Αν p1, . . . , pn > 0 και a1, . . . , an > 0, τότε

(5.2.7) Var

 n∑
i=1

ai |Xi |
pi

 6 n∑
i=1

2p2
i

pi + 1
a

2
i
E (|Xi |2pi ).
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο σε ένα unconditio-
nal κυρτό σώµα K όγκου 1 στον Rn. Για κάθε x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ϑέτουµε

Ψ(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

ai |xi |
pi ,

και τότε η Ϲητούµενη ανισότητα παίρνει τη µορφή

VarK (Ψ) 6
n∑
i=1

2p2
i

pi + 1

∫
K

a
2
i
|xi |

2pidx1 · · ·dxn.

Από την πρόταση 5.2.6, αρκεί να δείξουµε ότι∫
K

(
Ψ(x) − Ψ(B+

i
(x))

)2
dx 6

2p2
i

pi + 1

∫
K

a
2
i
|xi |

2pidx1 · · ·dxn.

Σταθεροποιούµε i 6 n και δείχνουµε την τελευταία ανισότητα µε χρήση του ϑεωρήµατος
Fubini. Για σταθερό

x
′ = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ πi(K)

ϑέτουµε r = q
+
i

(x ′) > 0. Τότε µένει να δείξουµε ότι∫
r

−r

[ n∑
j=1

aj |xj |
pj −

(
air

pi +
∑
j,i

aj |xj |
pj

)]2
dxi 6

2p2
i

pi + 1

∫
r

−r

a
2
i
|xi |

2pidxi .

Αυτή ανάγεται στο να δείξουµε ότι∫
r

−r

(ai |xi |pi − airpi )2
dxi 6

2p2
i

pi + 1

∫
r

−r

(ai |xi |pi )2
dxi ,

που εύκολα επαληθεύεται.
Στη γενική περίπτωση, έστω f : Rn → [0,∞) η λογαριθµικά κοίλη unconditional

πυκνότητα του X . Αρχικά κάνουµε την επιπλέον υπόθεση ότι η f είναι s-κοίλη για κάποιον
ακέραιο s > 1 και γράφουµε N = n + s. Θεωρούµε το unconditional κυρτό σώµα K στον
RN που ορίζεται ως εξής :

K =

{
(x, y) : x ∈ Rn , y ∈ Rs, ‖y‖2 6 ω

− 1
s

s f
1/s(x)

}
,

όπου ωs είναι ο όγκος της s-διάστατης Ευκλείδειας µοναδιαίας µπάλας. Από την πρώτη
περίπτωση έπεται ότι το λήµµα ισχύει και στην περίπτωση όπου η πυκνότητα f είναι s-
κοίλη.

Τέλος, αν f = e
−ψ είναι η λογαριθµικά κοίλη unconditional πυκνότητα του X , τότε για

κάθε s > 0 η συνάρτηση

x 7→

(
1 −

ψ(x)
s

)s
+
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µε x+ = max{x,0}, είναι unconditional και s-κοίλη. Κανονικοποιώντας παίρνουµε µια
πυκνότητα που συγκλίνει ασθενώς στην e−ψ (και ‖ · ‖L1-οµοιόµορφα στον Rn ) καθώς s→ ∞.
Εποµένως η γενική περίπτωση έπεται από την περίπτωση των s-κοίλων πυκνοτήτων. �

Είµαστε τώρα σε ϑέση να δείξουµε το ϐασικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.2.9. ΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) ένα τυχαίο διάνυσµα στον Rn , το οποίο έχει

λογαριθµικά κοίλη unconditional πυκνότητα και ικανοποιεί την E(X2
i

) = 1 για κάθε i =

1, . . . , n. Αν a1, . . . , an > 0 τότε

Var

 n∑
i=1

aiX
2
i

 6 C′ n∑
i=1

a
2
i
,

όπου C
′ 6 16 είναι µια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα,

(5.2.8) E
(
‖X‖2 −

√
n

)2
6 C2

,

όπου C 6 4 είναι µια απόλυτη σταθερά. Επιπλέον, για κάθε p > 1 έχουµε√
Var(‖X‖p) 6 Cp · n1/p−1/2

,

όπου Cp > 0 είναι µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το p.

Απόδειξη. Από την ανισότητα Prékopa-Leindler η τυχαία µεταβλητή Xi έχει µια άρτια,
λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα για κάθε i. Από την (5.2.7) και την ισοδυναµία των ‖Xi‖L4

και ‖Xi‖L2 , έχουµε

Var

 n∑
i=1

aiX
2
i

 6 8
3

n∑
i=1

a
2
i
E|Xi |

4 6 16
∑

a
2
i

(
E|Xi |

2
)2

= 16
n∑
i=1

a
2
i
.

Επιπλέον, ϑέτοντας ai = 1 για κάθε i, ϐλέπουµε ότι :

E
[(
‖X‖2 −

√
n

)2
]
6

1
n
E

[(
‖X‖2 −

√
n

)2 (
‖X‖2 +

√
n

)2
]

=
1
n
E

(
‖X‖22 − n

)2
6 16,

που είναι το Ϲητούµενο.
Για τον τελευταίο ισχυρισµό, ϑέτουµε Ep = E‖X‖pp. Από την (5.2.7) και την ισοδυναµία

των νορµών ‖Xi‖Lp και ‖Xi‖L2 , έχουµε

E
(
‖X‖

p

p − Ep

)2
= Var

 n∑
i=1

|Xi |
p

 6 21−p
pΓ(2p + 1)n.
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Τώρα, για p > 2 παίρνουµε E|Xi |p >
(
E (X2

i
)
)p/2

= 1, ενώ όταν 1 6 p 6 2

E|Xi |
p > (E|Xi |)p > 2−p/2

(
EX2

i

)p/2
= 2−p/2 > 2−1/2

.

Τα παραπάνω δείχνουν ότι
Ep =

∑
i

E|Xi |
p > n/

√
2.

Εποµένως,

Var(‖X‖p) 6 E
(
‖X‖p − E

1/p
p

)2
6 E

−
2(p−1)
p

p E
(
‖X‖

p

p − Ep

)2
6 Cpn

2/p−1
,

και ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

5.3 Η σταθερά Poincaré στην unconditional περίπτωση

Ο B. Klartag έδωσε στο [73] ένα άνω ϕράγµα, µε λογαριθµική εξάρτηση από την διάσταση,
για την σταθερά Poincaré PoinK := PoinµK ενός unconditional ισοτροπικού κυρτού σώµατος
K στον Rn.

Θεώρηµα 5.3.1 (B.Klartag). Για κάθε unconditional ισοτροπικό κυρτό σώµα K στον Rn

έχουµε :

IsK '
√

PoinK >
c

logn
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη ϑετική σταθερά.

Στην απόδειξη χρησιµοποιείται το Θεώρηµα 5.1.1 του E. Milman από το οποίο εκµε-
ταλλευόµαστε την ακόλουθη ειδική περίπτωση.

Πρόταση 5.3.2. ΄Εστω K ένα unconditional κυρτό σώµα στον Rn. Υποθέτουµε ότι το K έχει

C
∞
-λείο σύνορο και ότι K ⊆ [−R, R]n για κάποιο R > 0. Τότε,

PoinK >
π

2

R2 .

Απόδειξη. Για κάθε x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn και κάθε 1 6 i 6 n ορίζουµε

σi(x) = (x1, . . . , xi−1,−xi , xi+1, . . . , xn).

Επιπλέον, για κάθε συνάρτηση ϕ : K → R ϑέτουµε σi(ϕ)(x) = ϕ(σi(x)).
Ισχυρισµός. Υπάρχει 1 6 i 6 n και µια µη µηδενική ιδιοσυνάρτηση Neumann ϕ που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 = PoinK που είναι τέτοια ώστε σi(ϕ) = −ϕ.

Απόδειξη του ισχυρισµού. Αν h είναι µια ιδιοσυνάρτηση Neumann που αντιστοιχεί στην
ιδιοτιµή λ τότε γράφουµε h ∈ Eλ. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το K είναι unconditional
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παρατηρούµε ότι αν f είναι µια ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 τότε το ίδιο
ισχύει και για τις σi(f ), i = 1, . . . , n. Ξεκινάµε µε µια ιδιοσυνάρτηση f0 ∈ Eλ1 και ορίζουµε

fi = fi−1 + σi(fi−1), i = 1, . . . , n.

Τότε, fi ∈ Eλ1 για κάθε 0 6 i 6 n. Αν fi ≡ 0 για κάποιο i τότε ϑεωρούµε το ελάχιστο i µε
αυτή την ιδιότητα, και αφού fi−1 . 0 και σi(fi−1) = −fi−1, αποδεικνύεται ο ισχυρισµός.

Σε διαφορετική περίπτωση έχουµε ότι η g = fn είναι µια µη µηδενική ιδιοσυνάρτηση
στο Eλ1 . Παρατηρούµε ότι σi(g) = g, και άρα σi(∂ig) = −∂ig για κάθε i = 1, . . . , n. ΄Επεται
ότι ∫

K

∇g = 0.

Τώρα παρατηρούµε ότι οι ∂1g, . . . , ∂ng ανήκουν στο Eλ1 : Χρησιµοποιώντας την (5.2.2)
ϐλέπουµε ότι

λ
2
1

∫
K

g
2 =

∫
K

|∆g|2 >
n∑
i=1

∫
K

‖∇∂ig‖
2
2 > λ1

n∑
i=1

∫
K

(∂ig)2

= λ1

∫
K

‖∇g‖22 = λ
2
1

∫
K

g
2
,

οπότε πρέπει να έχουµε παντού ισότητα. ΄Οµως,∫
K

‖∇g‖22 > 0,

οπότε, υπάρχει 1 6 i 6 n τέτοιο ώστε ∂ig . 0. Τότε η συνάρτηση ∂ig ικανοποιεί τον
ισχυρισµό. �

Επανερχόµαστε τώρα στην απόδειξη της Πρότασης 5.3.2. Παρατηρούµε ότι για κάθε 0 <

r 6 R και κάθε λεία περιττή συνάρτηση ψ : [−r, r]→ R έχουµε:

(5.3.1)
π

2

R2

∫
r

−r

ψ
2(x)dx 6

π
2

r2

∫
r

−r

[ψ′(x)]2
dx.

Αν ϕ είναι µη µηδενική ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην λ1 και ικανοποιεί τον ισχυρι-
σµό, τότε χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini παίρνουµε:

π
2

R2

∫
K

ϕ
2 6

∫
K

|∂iϕ|
2 6

∫
K

‖∇ϕ‖22 = λ1

∫
K

ϕ
2
.

Αυτό δείχνει ότι λ1 > π
2
/R

2. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.3.1. Θέτουµε R = C logn, όπου C > 0 είναι µια αρκούντως
µεγάλη απόλυτη σταθερά και ϑεωρούµε το κυρτό και unconditional σώµα

T = K ∩ [−R, R]n.
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Από την Πρόταση 5.3.2 έχουµε ότι

PoinT >
π

2

R2 >
c1

log2
n
.

Χρησιµοποιώντας τις ψ1 εκτιµήσεις για τα συναρτησοειδή 〈·, ei〉 ϐλέπουµε ότι

|T | >
(
1 −

1
n

)
|K |.

Τότε από το Θεώρηµα 5.1.1 παίρνουµε

IsK > c2IsT > c3
√

PoinT >
c

logn
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. �

5.4 Το ϕράγµα του Bobkov για την ισοπεριµετρική στα-
ϑερά

Ο Bobkov στο [22] έδειξε µια ισχυρότερη µορφή του Θεωρήµατος 4.2.5 αντικαθιστώντας
την L2 νόρµα της f (x) = ‖x − bar(µ)‖2 µε την ποσότητα [Varµ(‖x‖22)]1/4.

Θεώρηµα 5.4.1 (Bobkov). ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn.
Τότε,

Isµ >
c

[Varµ(‖x‖22)]1/4
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Παρατηρούµε ότι από το λήµµα του Borell έχουµε:

[Varµ(‖x‖22)]1/4 6 [Eµ(‖x‖42)]1/4 6 CEµ(‖x‖2).

Από την τελευταία ανισότητα έπεται ότι η εκτίµηση στο Θεώρηµα 5.4.1 είναι πάντα καλύ-
τερη από αυτήν του Θεωρήµατος 4.2.5. Στην πραγµατικότητα µπορούµε να ελέγξουµε ότι
σε κάποιες περιπτώσεις η διαφορά µεταξύ των δύο εκτιµήσεων είναι ουσιώδης. Για παρά-
δειγµα αν B := B

n

2 είναι η Ευκλείδεια µπάλα όγκου 1, τότε VarµB (‖x‖22) ' 1/n2, και άρα
το Θεώρηµα 5.4.1 δίνει ότι IsµB > c

√
n, που είναι η σωστή εξάρτηση από την διάσταση σε

αυτήν την περίπτωση.

Παρατήρηση. Συνδυάζοντας το παραπάνω µε την εκτίµηση λεπτού δακτυλίου των Guédon
και E. Milman (ϐλέπε [62]) παίρνουµε

n
5/12Isn > c,
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όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. ΄Οπως όµως µπορούµε να δούµε στο [51], ο Eldan
ϐελτίωσε ουσιαστικά την εκτίµηση.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.4.1. Το εναρκτήριο σηµείο για την απόδειξη είναι µια πα-
ϱαλλαγή του Ισχυρισµού 4.2.4 για λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας που διατυπώνεται
παρακάτω.

Λήµµα 5.4.2. Θεωρούµε µια µη αρνητική συνεχή συνάρτηση g : Rn → R+
και δύο ανοικτά

υποσύνολα A, B του Rn µε dist(A, B) = ε > 0, και ϑέτουµε C = Rn \ (A ∪ B). Αν η ανισότητα

(5.4.1) µ(A)µ(B) 6
µ(C)
ε

∫
Rn
gdµ

ισχύει για κάθε µονοδιάστατο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn , τότε ισχύει

και για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn.

Παρατηρούµε ότι αν ε → 0+ τότε η (5.4.1) δίνει

(5.4.2) µ(A)µ(B) 6 µ+(C)
∫
gdµ.

Στην πραγµατικότητα, αν ισχύει η (5.4.2) για όλα τα A, B και C τότε το ίδιο ισχύει και για
την (5.4.1). Χρησιµοποιώντας την ανισότητα

2 min{µ(A), µ(B)} > 2µ(A)µ(B) > min{µ(A), µ(B)}

που ισχύει για όλα τα Borel υποσύνολα A, B του Rn που ικανοποιούν την µ(A) + µ(B) = 1,
και το γεγονός ότι

Isµ := inf
{ µ

+(A)
min{µ(A),1 − µ(A)}

: A ⊂ Rn Borel,0 < µ(A) < 1
}
,

παίρνουµε:

Λήµµα 5.4.3. ΄Εστω g : Rn → R+
µια µη αρνητική συνεχής συνάρτηση. Αν η ανισότητα

(5.4.3) Is−1
µ
6

∫
gdµ

ισχύει για κάθε µονοδιάστατο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ, τότε ισχύει ότι

(5.4.4) Is−1
µ
6 2

∫
Rn
gdµ

για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn.

Συνεχίζουµε µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.4.1 ως εξής. ∆είχνουµε πρώτα ότι το εξής :
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Λήµµα 5.4.4. Αν ξ είναι µια τυχαία µεταβλητή µε λογαριθµικά κοίλη κατανοµή µ στον R
τότε

(5.4.5)
1
√

2

√
Var(ξ ) 6 Is−1

µ
6
√

3
√

Var(ξ ).

Απόδειξη. Θεωρούµε το ελάχιστο διάστηµα (a, b), πεπερασµένο ή άπειρο, που είναι ϕορέας
του µ. Η συνάρτηση κατανονοµής F είναι συνεχώς διαφορίσιµη και αύξουσα στο (a, b) και
επιπλέον η πυκνότητα f είναι λογαριθµικά κοίλη. Γράφουµε:

Var(ξ ) =
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(
F
−1(p) − F−1(q)

)2
dpdq

=
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
p

q

dt

Iµ(t)

)2

dpdq

6
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
p

q

dt

2Iµ(1/2) min{t,1 − t}

)2

dpdq.

΄Οµως Isµ = 2Iµ(1/2) οπότε προκύπτει η αριστερή ανισότητα. Για τη δεξιά ανισότητα ϑα
χρησιµοποιήσουµε το ότι η Iµ είναι κοίλη. Από το γεγονός αυτό παίρνουµε ότι για κάποιο
k έχουµε ότι για 0 < p < 1 ισχύει :

Iµ(p) ≤ Ik(p) − Iµ(1/2) + k(p − 1/2).

Αφού η Iµ είναι µη αρνητική, ισχύει επιπλέον ότι |k| ≤ 2Iµ(1/2). ΄Οπως πριν, γράφουµε

Var(ξ ) =
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
p

q

dt

Iµ(t)

)2

dpdq

≥
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
p

q

dt

Ik(t)

)2

dpdq

΄Οµως η συνάρτηση x 7→ 1/Ix (t) είναι κυρτή και από τη συµµετρία γύρω από το 0 παίρ-
νουµε:

Var(ξ ) ≥
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
p

q

dt

I0(t)

)2

dpdq

=
1

2I2
µ

(1/2)
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(p − q)2

dpdq =
1

3Is2
µ

,

που είναι η δεξιά ανισότητα. Θεωρούµε ένα µονοδιάστατο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθα-
νότητας µ στον Rn. Τότε αυτό είναι η κατανοµή ενός τυχαίου διανύσµατος u + ξθ, όπου τα
u ∈ Rn και θ ∈ Sn−1 είναι σταθερά και κάθετα µεταξύ τους και ξ είναι µια τυχαία µεταβλητή
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µε λογαριθµικά κοίλη κατανοµή στην πραγµατική ευθεία. ΄Επεται ότι το µ ικανοποιεί και
την (5.4.5). Από το 5.4.3 έπεται ότι αν δείξουµε την

(5.4.6)
√

Var(ξ ) 6 E(g(u + ξθ))

για κάποια συνεχή συνάρτηση g : Rn → R+ και για όλα τα u, θ και ξ όπως παραπάνω, ϑα
έχουµε ότι

(5.4.7) Is−1
µ
6 2
√

3
∫
Rn
gdµ

για όλα τα λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας µ στον Rn.
Θεωρούµε την συνάρτηση

g(x) = C

√
| ‖x‖22 − α|,

όπου τα α ∈ R και C > 0 ϑα επιλεγούν κατάλληλα. Το γεγονός ότι η E(g(u + ξθ)) =

CE
√
| ‖u‖22 + ξ 2 − α| ικανοποιεί την (5.4.6) έπεται από τις ανισότητες τύπου Khintchine για

πολυώνυµα. Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιούµε ότι ‖F‖2 6 c‖F‖0 6 c‖F‖1/2 για κάθε
πολυώνυµο F ϐαθµού 2. Συνεπώς,

(5.4.8) Var(ξ 2)1/2 6
(
E| ‖u‖22 + ξ 2 − α|2

)1/2
6 c

(
E

√
| ‖u‖22 + ξ 2 − α|

)2
.

Παρατηρούµε επίσης ότι αν A2 = E(ξ 2) τότε

Var(ξ 2)1/2 > ‖ξ 2 − A2‖0 = ‖ξ − A‖0‖ξ + A‖0

>
1
c2 ‖ξ − A‖2‖ξ + A‖2 >

1
c2 Var(ξ ).

Εξαιτίας της (5.4.8) συνάγουµε ότι√
Var(ξ ) 6 CE

√
| ‖u‖22 + ξ 2 − α|,

που είναι ακριβώς η (5.4.6). ΄Αρα ισχύει η (5.4.7).
Τέλος, από την ανισότητα Hölder παίρνουµε ότι :∫

gdµ = CEµ

√
| ‖x‖22 − α| 6 C

(
Eµ | ‖x‖

2
2 − α|

2
)1/4

.

Επιλέγουµε α = Eµ(‖x‖22) για να ελαχιστοποιήσουµε το δεξιό µέλος και συµπεραίνουµε ότι :

(5.4.9) Is−1
µ
6 2
√

3C(Varµ(‖x‖22))1/4

για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn. �

Ο E. Milman πρότεινε στο [101] µια διαφορετική (πιο γεωµετρική) προσέγγιση για το
παραπάνω ϕράγµα, χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατά του για την ευστάθεια της σταθεράς
Cheeger.
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Θεώρηµα 5.4.5. ΄Εστω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Τότε,

Isµ > c sup
z∈Rn

1
4
√

Varµ(‖x − z‖22)
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Σκιαγράφηση της απόδειξης. Υποθέτουµε πρώτα ότι z = 0 και ϑέτουµε

t := Eµ(‖x‖2) και σ :=
√

Varµ(‖x‖2).

Θεωρούµε τη µπάλα B = rB
n

2 µε r = t + 2σ. Από την ανισότητα Chebyshev έχουµε:

µ({x ∈ Rn : |‖x‖2 − t | > ε}) 6
Varµ(‖x‖2)

ε2

(µε ε = 2σ) οπότε παίρνουµε µ(B) > 3/4. Από την παραλλαγή του Θεωρήµατος 5.1.1
όπως αυτή διατυπώθηκε στην Παρατήρηση 5.1.7 και χρησιµοποιώντας ότι dTV(µ, ν) 6
2/3 έχουµε Isµ ' Isν όπου ν =

µ|B
µ(B) . Εποµένως αρκεί να ϕράξουµε την Isν από κάτω.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις (ϐλέπε [101] για τις λεπτοµέρειες):

(i) Αν t 6 2σ τότε δείχνουµε ότι∫
Rn
‖x‖2 dν(x) =

1
µ(B)

∫
B

‖x‖2 dµ(x) 6 4t 6 4 4
√

Varµ(‖x‖22),

και το Ϲητούµενο έπεται από το Θεώρηµα 4.2.5.

(ii) Αν t > 2σ τότε χρησιµοποιούµε ένα αποτέλεσµα των Kannan-Lovász-Simonovits,
σύµφωνα µε το οποίο, για κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας ν στον Rn που
έχει ϕορέα ένα κυρτό σώµα K έχουµε:

Isν > c
(∫

χK (x)dν(x)
)−1

,(5.4.10)

όπου µε χK (x) συµβολίζουµε το µεγαλύτερο συµµετρικό διάστηµα που περιέχεται στο
K και έχει κέντρο το x. Στην περίπτωση της µπάλας µε ακτίνα r εύκολα ϐλέπουµε
ότι

χrBn2
(x) = 2

√
r2 − ‖x‖22.

Εισάγοντας την τελευταία στην (5.4.10) µπορούµε να δείξουµε ότι Isν > c1/
√
tσ.

Τέλος, παρατηρώντας ότι
√
tσ 6 4

√
Varµ(‖x‖22), παίρνουµε το ϑεώρηµα. �



Κεφάλαιο 6

Εντροπία και η εικασία KLS

6.1 Εντροπία και η ισοτροπική σταθερά

΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn. Αν f είναι η πυκνό-
τητα του X , έχουµε ορίσει την ισοτροπική του σταθερά ως εξής :

LX := Lf =

(
sup
x∈Rn

f (x)
) 1
n

Γνωρίζουµε ότι
LX 6 ef (0)1/n

.

Το επόµενη ϑεώρηµα συσχετίζει την LX µε την εντροπία.

Θεώρηµα 6.1.1 (Ball). ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον

Rn. Υποθέτουµε ότι υπάρχει σταθερά δ ∈ (0,1) τέτοια ώστε

(6.1.1) Ent
(
X + Y
√

2

)
− Ent(X ) > δ(Ent(G) − Ent(X ))

όπου Y είναι ένα ανεξάρτητο αντίτυπο του X . Τότε,

LX 6 e
1+ 2

δ .

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι

(6.1.2) − log f (0) 6 Ent(X ) 6 − log f (0) + n.

Για την απόδειξη αυτής της ανισότητας, γράφουµε f = e
−ϕ, όπου ϕ είναι µια κυρτή

συνάρτηση στον Rn, και χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Jensen και το γεγονός ότι
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∫
Rn
xf (x)dx = 0, γράφουµε

− log f (0) = ϕ(0) 6
∫
Rn
ϕ(x)f (x)dx = Ent(X ).

Στην συνέχεια, χρησιµοποιώντας την κυρτότητα της ϕ και ολοκληρώνοντας κατά µέρη παίρ-
νουµε

Ent(X ) − ϕ(0) =

∫
Rn
f (x) (ϕ(x) − ϕ(0))dx 6

∫
Rn
f (x)〈∇ϕ(x), x〉dx = n.

Αυτό αποδεικνύει την (6.1.2).
Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.1 ϑα δείξουµε πρώτα ότι

(6.1.3) Ent
(
X + Y
√

2

)
6 − log f (0) + 2n.

Γνωρίζουµε ότι η πυκνότητα του X+Y
√

2
δίνεται από την

h(x) = 2n/2
∫
Rn
f (x − y)f (y)dy.

Υποθέτοντας πρώτα ότι η f είναι άρτια, και παίρνοντας υπ΄ όψιν το ότι η f είναι λογαριθµικά
κοίλη, ϐλέπουµε ότι

h(0) = 2n/2
∫
Rn
f

2(y)dy > 2n/2
∫
Rn
f (2y)f (0)dy = 2−n/2

f (0).

Τότε, η (6.1.2) µας δίνει

Ent
(
X + Y
√

2

)
6
n

2
log 2 − log f (0) + n 6 − log f (0) +

3
2
n.

Για την γενική περίπτωση, όπου η f δεν είναι απαραίτητα άρτια, ϑεωρούµε ανεξάρτητα
αντίτυπα Y, X ′, Y ′ του X και παρατηρούµε ότι τα X−X ′

√
2

και Y−Y
′

√
2

είναι ανεξάρτητα συµµετρικά

λογαριθµικά κοίλα τυχαία διανύσµατα στον Rn µε πυκνότητα g(x) = 2n/2
∫
Rn
f (x+y)f (y)dy.

Το επιχείρηµα που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω δείχνει ότι g(0) > 2−n/2
f (0). Από την

ανισότητα Shannon-Stam και το ϕράγµα που αποδείξαµε στην συµµετρική περίπτωση,
έχουµε

Ent
(
X + Y
√

2

)
6 Ent

(
X + Y − X ′ − Y ′

√
4

)
= Ent

 X−X
′

√
2

+ Y−Y ′
√

2
√

2


6 − log g(0) +

3
2
n

6 − log f (0) + 2n.
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Αυτό αποδεικνύει την (6.1.3). Τώρα, λόγω της υπόθεσής µας για την εντροπία, µπορούµε
να γράψουµε

(6.1.4) (1 − δ)Ent(X ) 6 Ent
(
X + Y
√

2

)
− δEnt(G) 6 Ent

(
X + Y
√

2

)
,

(χρησιµοποιώντας επίσης την Ent(G) > 0). Συνδυάζοντας την (6.1.4) µε την (6.1.2) κατα-
λήγουµε στην

(1 − δ)(− log f (0)) 6 − log f (0) + 2n,

που είναι ακριβώς ο ισχυρισµός του ϑεωρήµατος. �

Στην επόµενη παράγραφο ϑα δούµε ότι αν η πυκνότητα f του X ικανοποιεί την ανισότη-
τα Poincaré µε σταθερά κ τότε η (6.1.1) ισχύει µε κάποια σταθερά δ = δ(κ) που εξαρτάται
µόνο από το κ. Η ακριβής διατύπωση είναι η εξής.

Θεώρηµα 6.1.2 (Ball-Nguyen). ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυ-

σµα στον Rn. Υποθέτουµε ότι η πυκνότητα f του X ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε

σταθερά κ > 0. Αν Y είναι ένα ανεξάρτητο αντίτυπο του X τότε

Ent
(
X + Y
√

2

)
− Ent(X ) >

κ

4(1 + κ)
(Ent(G) − Ent(X )) ,

όπου G είναι ένα τυπικό κανονικό τυχαίο διάνυσµα στον Rn.

Παίρνοντας υπ΄ όψιν το Θεώρηµα 6.1.1 έχουµε το

Θεώρηµα 6.1.3 (Ball-Nguyen). ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυ-

σµα στον Rn. Υποθέτουµε ότι η πυκνότητα f του X ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε

σταθερά κ > 0. Τότε,
LX 6 e

1+
8(1+κ)
κ .

Είναι γνωστό ότι αν η πυκνότητα f ενός ισοτροπικού λογαριθµικά κοίλου τυχαίου διανύ-
σµατος X στον Rn ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ, τότε κ 6 1. Συνεπώς,
µπορούµε να γράψουµε την εκτίµηση του Θεωρήµατος 6.1.3 στην απλούστερη µορφή
LX 6 e

17/κ. Ειδικότερα, το Θεώρηµα 6.1.3 δείχνει ότι η εικασία KLS έχει σαν συνέπεια την
εικασία του υπερεπιπέδου, και µάλιστα η συνεπαγωγή ισχύει ξεχωριστά για κάθε τυχαίο
διάνυσµα, ανεξάρτητα από το αν κάποια από τις δύο εικασίες ισχύει γενικά, για όλα τα
ισοτροπικά τυχαία διανύσµατα.

6.2 Εντροπία και ϕασµατικό κενό

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.2 µε ϐάση το
άρθρο των Ball και Nguyen [11].
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΄Εστω X ένα τυχαίο διάνυσµα στον Rn µε αρκετά οµαλή πυκνότητα f . Αντί για την εν-
τροπία ϑα προτιµήσουµε να δουλέψουµε µε την πληροφορία Fisher του X η οποία ορίζεται
ως εξής :

(6.2.1) J(X ) = J(f ) =

∫
Rn

‖∇f ‖22

f
.

6.2.1 Πληροφορία Fisher για ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα τυχαία
διανύσµατα

∆είχνουµε πρώτα ότι, ανάµεσα σε όλα τα ισοτροπικά τυχαία διανύσµατα, ένα τυπικό κανο-
νικό τυχαίο διάνυσµα έχει την ελάχιστη δυνατή πληροφορία Fisher.

Πρόταση 6.2.1. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό τυχαίο διάνυσµα στον Rn. Τότε, J(X ) > J(G),
όπου G είναι ένα τυπικό κανονικό τυχαίο διάνυσµα στον Rn.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε πρώτα την J(G). Αν συµβολίσουµε µε g την πυκνότητα του G,
τότε

J(G) =

∫
Rn

‖∇g‖2

g
=

1
(2π)n/2

∫
Rn
‖x‖22e

−‖x‖22/2
dx = n.

Γράφουµε f για την πυκνότητα του X . Τότε,

0 6
∫
Rn

∥∥∥∥∇f (x)
f (x)

+ x
∥∥∥∥2

2
f (x)dx = J(X ) + 2

∫
Rn
〈∇f (x), x〉dx +

∫
Rn
‖x‖22f (x)dx

= J(X ) + 2
∫
Rn

n∑
i=1

xi

∂f (x)
∂xi

dx + n

= J(X ) − 2n
∫
Rn
f (x)dx + n = J(X ) − J(G),

όπου, για την τελευταία ισότητα, χρησιµοποιήσαµε ολοκλήρωση κατά µέρη. �

Είναι γνωστό (ϐλέπε [5] ή [14]) ότι η πληροφορία Fisher του X σχετίζεται µε την παρά-
γωγο της εντροπίας κατά µήκος της ηµιοµάδας Ornstein-Uhlenbeck που αντιστοιχεί στο
X και µπορεί να οριστεί ως εξής. Αν X είναι ένα τυχαίο διάνυσµα µε πυκνότητα f τότε, για
κάθε t > 0, ϑεωρούµε το τυχαίο διάνυσµα

Xt = e
−t
X +

√
1 − e−2tG,

και γράφουµε ft για την πυκνότητά του. Ο γεννήτορας L της ηµιοµάδας {ft}t>0 ορίζεται από
την εξίσωση

(6.2.2)
∂

∂t
ft(x) = L(ft)(x) := ∆ft(x) + div(xft(x))
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Είναι γνωστό ότι αν ξεκινήσουµε την χρονική στιγµή t = 0 µε µια οµαλή πυκνότητα f ,
τότε η πυκνότητα ft είναι γνήσια ϑετική για t > 0. Είναι επίσης C∞ στον Rn, και τόσο η
ft όσο και οι παράγωγοί της ϕθίνουν εκθετικά προς το 0 στο ∞ (ϐλέπε [37] για µια πλήρη
απόδειξη αυτών των ισχυρισµών). ΄Αµεσα ϐλέπουµε το εξής.

Πρόταση 6.2.2. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn και

έστω G ένα τυπικό κανονικό τυχαίο διάνυσµα. Τότε,

Ent(G) − Ent(X ) =

∫ ∞

0
(J(ft) − n)dt.

Απόδειξη. Παρατηρήστε ότι από το ϑεώρηµα του Green και την (6.2.2) µπορούµε να
γράψουµε

∂

∂t
Ent(ft) = −

∂

∂t

∫
Rn
ft log ft

= −

∫
Rn

∂ft

∂t
log ft −

∫
Rn
ft

∂(log ft)
∂t

= −

∫
Rn
L(ft) log ft −

∫
Rn

∂ft

∂t

= −

∫
Rn

∆ft log ft −
∫
Rn

div(xft(x)) log ft(x)dx

= J(ft) −
n∑
i=1

∫
Rn

∂

∂xi

(xi ft(x)) log ft(x)dx,

όπου στην τελευταία ισότητα έχουµε χρησιµοποιήσει ολοκλήρωση κατά µέρη. Με διαδοχι-
κές ολοκληρώσεις κατά µέρη στον τελευταίο προσθετέο, παίρνουµε∫

Rn

∂

∂xi

(xi ft(x)) log ft dx = −

∫
Rn
xi

∂ft

∂xi

=

∫
Rn
ft .

Ολοκληρώνοντας ως προς t έχουµε το Ϲητούµενο. �

Η επόµενη Πρόταση περιγράφει την συµπεριφορά της ft σε σχέση µε την ανισότητα
Poincaré.

Πρόταση 6.2.3. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό τυχαίο διάνυσµα το οποίο ικανοποιεί την ανισότητα

Poincaré µε σταθερά κ > 0. Τότε, για κάθε t > 0 έχουµε ότι η ft ικανοποιεί την ανισότητα

Poincaré µε την ίδια σταθερά.

Απόδειξη. Απλός υπολογισµός δείχνει ότι αν X1 και X2 είναι ανεξάρτητα τυχαία διανύσµατα
στον Rn που ικανοποιούν την ανισότητα Poincaré

Var[h(Xi)] 6 αiE‖∇h(Xi)‖22, i = 0,1
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για κάθε οµαλή συνάρτηση h στον Rn (µε σταθερές αi ) τότε

Var[h(
√
λX1 +

√
1 − λX2)] 6 (λα1 + (1 − λ)α2)E‖∇h(

√
λX1 +

√
1 − λX2)‖22

για κάθε οµαλή συνάρτηση h στον Rn. Εφαρµόζουµε αυτήν την ανισότητα για τα X1 = X ,
X2 = G µε λ = e

−2t (ϐλέπουµε µάλιστα ότι η σταθερά λα1 + (1 − λ)α2 είναι καλύτερη,
6 α1, διότι η σταθερά Poincaré του τυπικού µέτρου Gauss είναι ίση µε 1 ενώ η αντίστοιχη
σταθερά οποιουδήποτε άλλου ισοτροπικού µέτρου είναι το πολύ ίση µε 1, όπως µπορεί
κανείς να ελέγξει εφαρµόζοντας την (3.1.8) για την συνάρτηση x 7→ 〈x, e1〉). �

Θεωρούµε δύο ανεξάρτητα τυχαία διανύσµατα X, Y και ορίζουµε

Xt = e
−t
X +

√
1 − e−2tG1 και Yt = e

−t
Y +

√
1 − e−2tG2,

όπου G1, G2 είναι ανεξάρτητα τυπικά κανονικά τυχαία διανύσµατα, ανεξάρτητα από τα X
και Y . Τότε,

Xt + Yt
√

2
= e

−t X + Y
√

2
+
√

1 − e−2tG,

όπου G = G1+G2√
2

. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η πυκνότητα του X έχει συµπαγή ϕορέα,
οπότε η πυκνότητα του Xt µπορεί να υποτεθεί αρκετά οµαλή, και έχει όλες τις ιδιότητες
ολοκληρωσιµότητας που απαιτούνται στα επόµενα.

Λήµµα 6.2.4. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn. Τότε,

η ft είναι λογαριθµικά κοίλη, δηλαδή έχει την µορφή ft = e
−ϕt για κάποια κυρτή συνάρτηση

ϕt στον R
n
. Επιπλέον,

∂

∂t
J(ft) = 2J(ft) − 2tr

(∫
Rn
ft (Hess ϕt)2

)
.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι η ft είναι λογαριθµικά κοίλη προκύπτει άµεσα από την ανισό-
τητα Prékopa-Leindler. Για τον δεύτερο ισχυρισµό, εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά µέρη
παίρνουµε

(6.2.3) J(ft) =

∫
Rn

‖∇ft‖
2
2

ft

= −

∫
Rn
ft∆ log ft = tr

(∫
Rn
ft Hess ϕt

)
.

Για ευκολία στον συµβολισµό γράφουµε ∂j(ft) για την µερική παράγωγο της ft ως προς xj.
Παρατηρούµε ότι

J(ft) =

∫
Rn

‖∇ft‖
2
2

ft

=

n∑
i=1

∫
Rn

(∂i(ft))2

ft

.
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Χρησιµοποιώντας και την (6.2.2) ϐλέπουµε ότι

∂

∂t
J(ft) =

n∑
i=1

∫
Rn

2
∂i(ft) · ∂i∂t ft

ft

−

n∑
i=1

∫
Rn
∂t ft

(
∂i ft

ft

)2

=

n∑
i=1

∫
Rn
−2∂i(ϕt) · ∂i

 n∑
j=1

∂j

(
(∂jϕt + xj)ft

)
−

n∑
i=1

∫
Rn

 n∑
j=1

∂j

((
−∂jϕt + xj

)
ft

) (∂iϕt)2
.

Αν συµβολίσουµε µε A, B τους τελευταίους δύο όρους, χρησιµοποιώντας την (6.2.3) και
ολοκλήρωση κατά µέρη, παίρνουµε

A = 2
n∑

i,j=1

∫
Rn

(∂ijϕt) · ∂i
((
−∂jϕt + xj)ft

))
= 2J(ft) − 2tr

(∫
Rn
ft (Hess ϕt)2

)
+ 2

n∑
i,j=1

∫
Rn
ft(∂ijϕt)(∂iϕt)(∂jϕt − xj).

Ολοκληρώνοντας ξανά κατά µέρη, ϐλέπουµε ότι

B = −

n∑
i=1

∫
Rn

 n∑
j=1

∂j

((
−∂jϕt + xj

)
ft

) (∂iϕt)2

= 2
n∑

i,j=1

∫
Rn
ft(−∂jϕt + xj)(∂iϕt)(∂ijϕt)

= −2
n∑

i,j=1

∫
Rn
ft(∂ijϕt)(∂iϕt)(∂jϕt − xj).

Προσθέτοντας αυτές τις δύο ανισότητες έχουµε το συµπέρασµα. �

Λήµµα 6.2.5. ΄Εστω X ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn και

έστω G ένα τυπικό κανονικό τυχαίο διάνυσµα. Τότε,

2
∫ ∞

0
e
−2t(J(ft) − n)dt > Ent(G) − Ent(X ).

Απόδειξη. Από το Λήµµα 6.2.4 έχουµε

∂

∂t
(J(ft) − n) = −2(J(ft) − n) − 2tr

(∫
Rn
ft (Hess ϕt − I)2

)
6 −2(J(ft) − n).
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Ολοκληρώνοντας αυτήν την ανισότητα στο (t,+∞) παίρνουµε

J(ft) − n > 2(Ent(G) − Ent(Xt))

για κάθε t > 0, και µε ολοκλήρωση κατά µέρη προκύπτει ότι∫ ∞

0
e
−2t(J(ft) − n)dt > Ent(G) − Ent(X ) −

∫ ∞

0
e
−2t(J(ft) − n)dt,

που είναι ο ισχυρισµός του Λήµµατος. �

6.2.2 Πληροφορία Fisher για περιθώρια µέτρα

Σύµφωνα µε το Λήµµα 6.2.4, η παράγωγος ∂

∂t
J(ft) της J(ft) εξαρτάται από την ποσότητα

tr
(∫
Rn
ft (Hess ϕt)2

)
. Το επόµενο Λήµµα περιγράφει την συµπεριφορά αυτής της ποσότητας

για τις περιθώριες πυκνότητες.

Λήµµα 6.2.6. ΄Εστω w = e
−φ : Rn −→ R+

µια ϑετική οµαλή συνάρτηση και έστω E ένας

υπόχωρος του Rn. Θεωρούµε την συνάρτηση

h(x) = πEw(x) =

∫
E⊥

w(x + y)dy =

∫
E⊥

e
−φ(x+y)

dy.

και την γράφουµε στη µορφή h(x) = e
−ψ(x)

. Αν συµβολίσουµε µε PE την ορθογώνια προβολή

στον E, τότε για κάθε x ∈ E έχουµε

(6.2.4) h(x)Hessψ(x) 6
∫
E⊥

w(x + y)PE(Hessφ(x + y))PEdy

µε την έννοια των τελεστών. Επιπλέον, αν Hessψ(x) > 0, τότε

(6.2.5) tr
(
(Hess(ψ(x)))2

h(x)
)
6

∫
E⊥

tr
(
(PE(Hessφ(x + y))PE)2

)
w(x + y)dy.

Απόδειξη. Από τον ορισµό της h έχουµε τις ταυτότητες

∇h(x) =

∫
E⊥

PE(∇w(x + y))dy

και
Hess h(x) =

∫
E⊥

PE(Hess w(x + y))PEdy.

Παρατηρήστε επίσης ότι

h(x)Hess ψ(x) = h(x)Hess (− logh)(x) =
∇h(x) ⊗ ∇h(x)

h(x)
− Hess h(x).
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Αντικαθιστώντας αυτές τις σχέσεις στον πρώτο ισχυρισµό του Λήµµατος, ϐλέπουµε ότι αρκεί
να δείξουµε ότι

∇h(x) ⊗ ∇h(x)
h(x)

6

∫
E⊥

PE∇w(x + y) ⊗ PE∇w(x + y)
w(x + y)

dy.

Η τελευταία ανισότητα γράφεται στη µορφή∫
E⊥

PE(∇w(x + y))dy ⊗
∫
E⊥

PE(∇w(x + y))dy

6

∫
E⊥

PE∇w(x + y) ⊗ PE∇w(x + y)
w(x + y)

dy ·

∫
E⊥

w(x + y)dy,

η οποία επαληθεύεται µε χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz.
Για τον δεύτερο ισχυρισµό, χρησιµοποιούµε πρώτα την παρατήρηση ότι αν A, B είναι

συµµετρικοί τελεστές µε A > B, τότε

tr(AH) > tr(BH)

για κάθε τελεστή H > 0. Συνεπώς, αν Hess ψ(x) > 0, παίρνουµε

tr
[
(Hess ψ(x))2

h(x)
]
6

∫
E⊥

tr [PE(Hessφ(x + y))PEHessψ(x)]w(x + y)dy.

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz ϐλέπουµε ότι το δεξιό µέλος της τελευταίας
ανισότητας είναι µικρότερο ή ίσο από

( ∫
E⊥

tr
[
(PEHess φ(x + y)PE)2

]
w(x + y)dy

)1/2( ∫
E⊥

tr
[
(Hessψ(x))2

]
w(x + y)dy

)1/2
.

Από την άλλη πλευρά, το δεύτερο ολοκλήρωµα ισούται µε tr
[
(Hess ψ(x))2

h(x)
]
, και αυτό

δίνει

tr
[
(Hess ψ(x))2

h(x)
]
6

∫
E⊥

tr
[
(PEHess φ(x + y)PE)2

]
w(x + y)dy

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 6.2.6 παίρνουµε την ϐασική ανισότητα που ϑα χρησιµο-
ποιηθεί στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.2.

Θεώρηµα 6.2.7. ΄Εστω X ένα λογαριθµικά κοίλο τυχαίο διάνυσµα στον Rn , µε οµαλή

πυκνότητα της µορφής f = e
−ϕ

, όπου ϕ είναι µια κυρτή συνάρτηση στον Rn , και έστω Y ένα

ανεξάρτητο αντίτυπο τουX . Συµβολίζουµε µε h = e
−ψ

την πυκνότητα του τυχαίου διανύσµατος
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X+Y
√

2
και ϑέτουµε

K = tr
[∫
Rn

(Hess ϕ)2
f

]
,

K2 = tr
[∫
Rn

(Hess ψ)2
h

]
,

M = tr
(∫
Rn

(Hess ϕ) f
)2 .

Τότε,

K2 6
K +M

2
.

Απόδειξη. Από την ανισότητα Prékopa-Leindler προκύπτει ότι η h είναι λογαριθµικά κοίλη,
άρα Hess ψ > 0. Συµβολίζουµε µε w(x, y) = f (x)f (y) την πυκνότητα του τυχαίου διανύ-
σµατος (X, Y ) στον R2n. Θέτουµε

ei =
(
0, . . . ,

1
√

2
,0, . . . ,0,

1
√

2
,0, . . .

)
όπου οι µη µηδενικές συντεταγµένες είναι η i-οστή και η (n + i)-οστή. Γράφουµε E για τον
υπόχωρο του R2n που παράγεται από την ορθοκανονική ϐάση {e1, . . . , en}. Ολοκληρώνον-
τας την (6.2.5) ϐλέπουµε ότι

K2 6

∫
R2n
w(x, y)tr

[[〈
Hess(− log w)(x, y)ei , ej

〉]2
i,j

]
dxdy

=

∫
R2n
f (x)f (y)

n∑
i,j=1

〈
Hess(− log w)(x, y)ei , ej

〉2
dxdy.

Από την άλλη πλευρά,

〈Hess(− logw)(x, y)ei , ej〉2 =
1
4

(
∂jiϕ(x) + ∂jiϕ(y)

)2
.

Συνεπώς,

K2 6
1
4

n∑
i,j=1

∫
R2n
f (x)f (y)

(
(∂jiϕ(x))2 + 2∂jiϕ(x)∂jiϕ(y) + (∂jiϕ(y))2

)
dxdy

=
1
2

n∑
i,j=1

∫
Rn
f (∂jiϕ)2 +

1
2

n∑
i,j=1

(∫
Rn
f∂jiϕ

)2

=
K +M

2
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όπως ϑέλαµε. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.2. Θεωρούµε τα λογαριθµικά κοίλα τυχαία διανύσµατα
Xt µε πυκνότητα ft = e

−ϕt . Από την (6.2.3) γνωρίζουµε ότι

J(t) := J(Xt) = tr
(∫
Rn
ftHess ϕt

)
.

Θέτουµε

K(t) := tr
(∫
Rn
ft (Hess ϕt)2

)
= −

1
2
e

2t ∂

∂t

(
e
−2t
J(t)

)
,

όπου η ισότητα προκύπτει από το Λήµµα 6.2.4. Αν Zt =
Xt+Yt√

2
και αν ht = e

−ψt είναι η
λογαριθµικά κοίλη πυκνότητα του Zt , έχουµε επίσης

J2(t) := J(Zt) = tr
(∫
Rn
htHess ψt

)
και ϑέτουµε

K2(t) := tr
(∫
Rn
ht (Hess ψt)2

)
= −

1
2
e

2t ∂

∂t

(
e
−2t
J2(t)

)
.

Από το Θεώρηµα 6.2.7 παίρνουµε

(6.2.6) K2(t) 6
K(t) +M(t)

2
= K(t) −

K(t) −M(t)
2

,

όπου

M(t) := tr
(∫
Rn

(Hess ϕt) f
)2 .

Ξαναγράφουµε την (6.2.6) στη µορφή

(6.2.7)
∂

∂t

(
e
−2t(J2(t) − J(t))

)
> e−2t(K(t) −M(t)).

Σύµφωνα µε την Πρόταση 6.2.3, η ft ικανοποιεί την ανισότητα Poincaré µε σταθερά κ.
Εφαρµόζουµε την ανισότητα Poincaré για την πυκνότητα ft = e

−ϕt και τις συναρτήσεις

si(x) = ∂iϕt(x) −
n∑
j=1

xj

∫
Rn

(∂ijϕt)ft ,

για τις οποίες ισχύει
∫
si ft = 0. Προσθέτοντας τις ανισότητες

∫
Rn
‖∇si‖

2
2ft > κ

∫
Rn
s

2
i
ft , που

προκύπτουν από την ανισότητα Poincaré, παίρνουµε

tr
(∫
Rn
ft (Hess ϕt)2

)
− tr

(∫
Rn
ftHess ϕt

)2

> κ

tr (∫
Rn
ftHess ϕt

)2

− tr
(∫
Rn
ftHess ϕt

) .
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Ξαναγράφουµε αυτήν την ανισότητα στην µορφή K(t)−M(t) > κ (M(t) − J(t)), ή ισοδύναµα,

K(t) −M(t) >
κ

κ + 1
(K(t) − J(t)) .

Τότε, από την (6.2.7) παίρνουµε την

∂

∂t

(
e
−2t(J2(t) − J(t))

)
>

κ

κ + 1
e
−2t(K(t) − J(t)),

την οποία ολοκληρώνουµε από το t ως το ∞, για να καταλήξουµε στην

J(t) − J2(t) >
κ

κ + 1
e

2t
∫ ∞

t

e
−2s (K(s) − J(s))ds.

Τέλος, από την Πρόταση 6.2.3 και την Πρόταση 6.2.2 έχουµε ότι

Ent
(
X + Y
√

2

)
− Ent(X ) =

∫ ∞

0
(J(t) − J2(t))dt

>
κ

κ + 1

∫ ∞

0
e

2t
∫ ∞

t

e
−2s (K(s) − J(s))dsdt

=
κ

2(1 + κ)

∫ ∞

0
(1 − e−2t)(K(t) − J(t))dt

=
κ

2(1 + κ)

∫ ∞

0
(1 − e−2t)

(
−

1
2
∂

∂t
(J(t) − n)

)
dt

=
κ

2(1 + κ)

∫ ∞

0
e
−2t(J(t) − n)dt.

Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα µε το Λήµµα 6.2.4 παίρνουµε το Ϲητούµενο. �



Κεφάλαιο 7

Ελαχιστική συνέλιξη και η
εικασία KLS

7.1 Ιδιότητα (τ)

Ορισµός 7.1.1 (ελαχιστική συνέλιξη). ΄Εστω f και g Borel µετρήσιµες συναρτήσεις στον
Rn. Συµβολίζουµε µε f �g την ελαχιστική συνέλιξη των f και g, που ορίζεται ως εξής :

(f �g)(x) = inf {f (x − y) + g(y) : y ∈ Rn} .

Αν µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας στον Rn και ϕ είναι µια µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση
στον Rn, λέµε ότι το Ϲεύγος (µ, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ) αν, για κάθε ϕραγµένη µετρήσιµη
συνάρτηση f στον Rn έχουµε (∫

Rn
e
f �ϕ
dµ

) (∫
Rn
e
−f
dµ

)
6 1.

Ξεκινώντας από τον ορισµό της ιδιότητας (τ) µπορούµε να δείξουµε κάποιες πρώτες
ϐασικές ιδιότητες.

Λήµµα 7.1.2. Αν τα (µi , ϕi) έχουν την ιδιότητα (τ) στον Rni , i = 1,2, τότε το (µ1 ⊗ µ2, ϕ) έχει

την ιδιότητα (τ) στον Rn1 × Rn2 , όπου ϕ(x1, x2) = ϕ1(x1) + ϕ2(x2).

Απόδειξη. ΄Εστω f : Rn1 × Rn2 → R µια ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε

ψ(y) = − log
(∫
Rn1

e
−f (x,y)

dµ1(x)
)

και f y(x) := f (x, y). Τότε, χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (τ) για το Ϲεύγος (µ1, ϕ1) ϐλέπουµε
ότι, για κάθε y, y1 ∈ R

n2 ,∫
Rn1

e
f �ϕ(x,y)

dµ1(x) 6
∫
Rn1

e
f
y1�ϕ1(x)+ϕ2(y−y1)

dµ1(x) 6 eψ(y1)+ϕ2(y−y1)
.
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΄Επεται ότι ∫
Rn1

e
f �ϕ(x,y)

dµ1(x) 6 eψ�ϕ2(y)
.

Στην συνέχεια, εφαρµόζοντας την ιδιότητα (τ) για το Ϲεύγος (µ2, ϕ2), ϐλέπουµε ότι∫
e
f �ϕ
d(µ1 ⊗ µ2) 6

∫
Rn2

e
ψ�ϕ2(y)

dµ2(y) 6
(∫
Rn2

e
−ψ(y)

dµ2(y)
)−1

6

(∫
e
−f
dµ1 ⊗ dµ2

)−1

.

΄Επεται ότι το (µ1 ⊗ µ2, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ). �

Αν µ1 και µ2 είναι µέτρα πιθανότητας στον Rn, η συνέλιξή τους µ1 ∗µ2 ορίζεται µέσω της∫
Rn
h d(µ1 ∗ µ2) =

∫
Rn

∫
Rn
h(x + y)dµ1(x)dµ2(y).

Αν επιπλέον υποθέσουµε ότι τα µ1 και µ2 είναι απολύτως συνεχή ως προς το µέτρο Lebe-
sgue, µε πυκνότητες f1 και f2 αντίστοιχα, τότε το µ1 ∗ µ2 είναι το µέτρο που έχει πυκνότητα
την f1 ∗ f2.

Λήµµα 7.1.3. Αν τα (µi , ϕi) έχουν την ιδιότητα (τ) στον Rn , i = 1,2, τότε το Ϲεύγος (µ1 ∗

µ2, ϕ1�ϕ2) έχει την ιδιότητα (τ) στον Rn.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του Λήµµατος 7.1.2. ΄Εστω g µια ϕραγµένη
µετρήσιµη συνάρτηση στον Rn. Για κάθε x ∈ Rn ορίζουµε την gx : Rn → R µε gx (y) :=
g(x + y). Τότε, για κάθε x έχουµε ότι η gx είναι ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση στον Rn.
Ορίζουµε h : Rn → R ϑέτοντας

e
−h(x) =

∫
e
−gx dµ2.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το (µ2, ϕ2) έχει την ιδιότητα (τ) παίρνουµε:∫
e
ϕ2�gx dµ2 6 e

h(x)
,

το οποίο µε την σειρά του µας δίνει

(h�ϕ1)(x) > log
∫

exp([g�(ϕ1�ϕ2)](x + y))dµ2(y).

Συνδυάζοντας την τελευταία ανισότητα µε το γεγονός ότι το (µ1, ϕ1) έχει την ιδιότητα (τ)
παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Λήµµα 7.1.4. Υποθέτουµε ότι το (µ1, ϕ1) έχει την ιδιότητα (τ) στον Rn1 . ΄Εστω ϕ2 : Rn2 → R
µια µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση και ψ : Rn1 → Rn2 µια συνάρτηση µε την ιδιότητα

ϕ2(ψ(x) − ψ(y)) 6 ϕ1(x − y) για κάθε x, y ∈ Rn1 . ΄Εστω µ2 το µέτρο πιθανότητας ψ(µ1) στον

Rn2 , δηλαδή, µ2(A) = µ1(ψ−1(A)) για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn. Τότε, το (µ2, ϕ2) έχει

την ιδιότητα (τ) στον Rn2 .
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Απόδειξη. Ελέγχουµε πρώτα ότι

[(f ◦ ψ)�ϕ1] > [(f �ϕ2) ◦ ψ]

για κάθε ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση f : Rn2 → R. Από την µ2 = ψ(µ1) ϐλέπουµε ότι∫
Rn2

e
(f �ϕ2)(y)

dµ2(y) =

∫
Rn1

e
((f �ϕ2)◦ψ)(x)

dµ1(x)

6

∫
Rn1

e
((f ◦ψ)�ϕ1)(x)

dµ1(x)

6

(∫
Rn1

e
−(f ◦ψ)(x)

dµ1(x)
)−1

=

(∫
Rn2

e
−f (y)

dµ2(y)
)−1

.

Αυτό δείχνει ότι το (µ2, ϕ2) έχει την ιδιότητα (τ). �

Η ιδιότητα (τ) για ένα Ϲεύγος (µ, ϕ) συνδέεται άµεσα µε τις ιδιότητες συγκέντρωσης του
µέτρου µ όπως ϕαίνεται από την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 7.1.5. Υποθέτουµε ότι το (µ, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ) στον Rn. Τότε, για κάθε

µετρήσιµο A ⊆ Rn και για κάθε t > 0, έχουµε

µ

(
x < A + Bϕ(t)

)
6 (µ(A))−1

e
−t
,

όπου Bϕ(t) = {ϕ 6 t}.

Απόδειξη. Για κάθε n > t ϑεωρούµε την συνάρτηση fA,n(x) = n1Ac (x). Παρατηρούµε ότι αν
x < A + Bϕ(t), τότε (fA,n�ϕ)(x) > t. Πράγµατι,

(fA,n�ϕ)(x) = inf
z

{fA,n(z) + ϕ(x − z)}.

Αν z ∈ A, τότε fA,n(z) = 0 και, αφού x < A + Bϕ(t), έχουµε ϕ(x − z) > t. Συνεπώς,

fA,n(z) + ϕ(x − z) = ϕ(x − z) > t.

Από την άλλη πλευρά, αν z < A τότε fA,n(z) = n και ϕ(x − z) > 0, άρα

fA,n(z) + ϕ(x − z) > n > t.

Τώρα, από την ιδιότητα (τ) παίρνουµε∫
Rn
e
fA,n�ϕdµ 6

(∫
Rn
e
−fA,ndµ

)−1

=

(∫
A

e
−fA,ndµ +

∫
Rn\A

e
−fA,ndµ

)−1

=
(
µ(A) + e−n(1 − µ(A))

)−1 6 1/µ(A).
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Από την ανισότητα του Markov,

e
t
µ(x < A + Bϕ(t)) 6 e

t
µ(x : (fA,n�ϕ)(x) > t)

6

∫
Rn
e
fA,n�ϕdµ 6 (µ(A))−1

.

Συνεπώς, µ
(
x < A + Bϕ(t)

)
6 (µ(A))−1

e
−t , όπως ϑέλαµε. �

Η επόµενη πρόταση δίνει µια ισχυρότερη εκτίµηση του ίδιου τύπου.

Πρόταση 7.1.6. Υποθέτουµε ότι το (µ, ϕ) έχει την ιδιότητα (τ) στον Rn. Τότε, για κάθε

µετρήσιµο A ⊆ Rn και για κάθε t > 0, έχουµε

(7.1.1) µ(A + Bϕ(t)) >
e
t
µ(A)

(et − 1)µ(A) + 1
.

Ειδικότερα, για κάθε t > 0,

(7.1.2) αν µ(A) > 0 έπεται ότι µ(A + Bϕ(t)) > min{et/2
µ(A),1/2},

(7.1.3) αν µ(A) > 1/2 έπεται ότι 1 − µ(A + Bϕ(t)) 6 e−t/2(1 − µ(A))

και

(7.1.4) αν µ(A) = ν(−∞, x] έπεται ότι µ(A + Bϕ(t)) > ν(−∞, x + t/2],

όπου ν είναι το συµµετρικό εκθετικό µέτρο µε πυκνότητα την
1
2e
−|x |

.

Απόδειξη. Ορίζουµε f (x) = t 1Ac . Αν x < A+Bϕ(t) τότε έχουµε f �ϕ(x) = infy(f (y)+ϕ(x−y)) >
t, διότι είτε y < A, και τότε f (y) = t, ή y ∈ A, και τότε ϕ(x − y) > t από την υπόθεση ότι
x < A + Bϕ(t). Εφαρµόζοντας την ιδιότητα (τ) για την f παίρνουµε

1 >
∫
Rn
e
f �ϕ(x)

dµ(x)
∫
Rn
e
−f (x)

dµ(x)

>
[
µ(A + Bϕ(t)) + et(1 − µ(A + Bϕ(t)))

] [
µ(A) + e−t(1 − µ(A))

]
.

Κατόπιν, λύνοντας ως προς µ(A + Bϕ(t)) παίρνουµε την (7.1.1).
Στην συνέχεια, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση ft(p) := e

t
p/((et −1)p+ 1) είναι αύξουσα

ως προς p. ΄Ετσι, αν p > e−t/2
/2 ϐλέπουµε ότι ft(p) > ft(e−t/2

/2) > 1/2. Χρησιµοποιώντας
το γεγονός ότι αν p 6 e−t/2

/2 τότε

(et − 1)p + 1 6 et/2 + 1 −
1
2

(et/2 + e−t/2) < et/2
,

παίρνουµε ft(p) > et/2
p σε αυτήν την περίπτωση, και έπεται η (7.1.2).
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Αν p > 1/2, απλώς παρατηρούµε ότι

1 − ft(p) =
1 − p

(et − 1)p + 1
6

1 − p
(et + 1)/2

< e
−t/2(1 − p)

και έχουµε την (7.1.3).
Για τον τελευταίο ισχυρισµό ϑέτουµε F (x) = ν(−∞, x] και gt(p) = F (F−1(p) + t). Οι

προηγούµενοι υπολογισµοί δείχνουν ότι αν t, p > 0 και αν F−1(p) + t/2 6 0 ή F−1(p) > 0,
τότε ft(p) > gt/2(p). Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι gt+s = gt◦gs και ft+s = ft◦fs, µπορούµε
να δούµε ότι ft(p) > gt/2(p) για κάθε t, p > 0. Συνεπώς, η (7.1.4) προκύπτει από την (7.1.1).
�

7.2 Η ανισότητα συγκέντρωσης του Talagrand για το εκ-
ϑετικό µέτρο γινόµενο

Σε αυτήν την παράγραφο περιγράφουµε την πρώτη ϐασική εφαρµογή της ιδιότητας (τ). Πα-
ϱουσιάζουµε την απόδειξη του Maurey [98] για την ανισότητα συγκέντρωσης του Talagrand
[118] για το εκθετικό µέτρο γινόµενο.

Θεώρηµα 7.2.1 (Talagrand). Για κάθε µετρήσιµο A ⊆ Rn και για κάθε t > 0,

νn(x < A + 6
√
tB

n

2 + 9tBn1 ) 6
1

νn(A)
e
−t
,

όπου νn = ν ⊗ · · · ⊗ ν είναι το εκθετικό µέτρο γινόµενο µε πυκνότητα

dνn(x) =
1
2n
e
−‖x‖1dx.

Ξεκινάµε µε την µονοδιάστατη περίπτωση. Θεωρούµε την συνάρτηση ψ : R→ R µε

ψ(t) =

{
t
2
/18, if |t | 6 2

2(|t | − 1)/9, if |t | > 2.

Παρατηρήστε ότι η ψ είναι άρτια, κυρτή και συνεχώς παραγωγίσιµη. Θεωρούµε επίσης το
µέτρο πιθανότητας µe στο R µε πυκνότητα 1(0,+∞)(x)e−x .

Πρόταση 7.2.2. Το Ϲεύγος (µe, ψ) έχει την ιδιότητα (τ).

Απόδειξη. ΄Εστω f µια ϕραγµένη συνεχής συνάρτηση στο (0,+∞). Γράφουµε λ για την
συνάρτηση f �ψ και ϑέτουµε

I0 =

∫ +∞

0
e
−f (x)−x

dx και I1 =

∫ +∞

0
e
λ(y)−y

dy.
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Για κάθε t ∈ (0,1) ορίζουµε x(t) και y(t) µέσω των εξισώσεων∫
x(t)

0
e
−f (x)−x

dx = tI0 και
∫

y(t)

0
e
λ(y)−y

dy = tI1.

Από τον ορισµό τους, οι x(t) και y(t) είναι παραγωγίσιµες, µε

x
′(t) = I0e

f (x(t))+x(t) και y′(t) = I1e
−λ(y(t))+y(t)

.

΄Εχουµε
λ(y(t)) = inf

y∈R
{f (y) + ψ(y(t) − y)} 6 f (x(t)) + ψ(y(t) − x(t)).

Συνεπώς,
y
′(t) > I1e−f (x(t))−ψ(y(t)−x(t))+y(t)

.

Ορίζουµε

z(t) =
x(t) + y(t)

2
− ψ(y(t) − x(t)).

Τότε,

z
′(t) =

x
′(t) + y′(t)

2
− ψ′(y(t) − x(t))(y′(t) − x ′(t))

=

(1
2

+ ψ′(y(t) − x(t))
)
x
′(t) +

(1
2
− ψ′(y(t) − x(t))

)
y
′(t).

Εύκολα ελέγχουµε ότι |ψ′| 6 1/2 στο R, άρα η z(t) είναι αύξουσα.
Για συντοµία γράφουµε x, y αντί για x(t), y(t). Χρησιµοποιώντας την ανισότητα

1
2

(
ua +

v

a

)
>
√
uv, u, v, a > 0

µε a = exp(f (x)), παίρνουµε

z
′(t) > (1 + 2ψ′(y − x))I0ex

e
f (x)

2
+ (1 − 2ψ′(y − x))I1e−ψ(y−x)+y e

−f (x)

2
>

√
1 − 4(ψ′(y − x))2

√
I0I1e

(x+y)/2−ψ(y−x)/2

=
√

1 − 4(ψ′(y − x))2
√
I0I1e

(x+y)/2−ψ(y−x)
e
ψ(y−x)/2

=
√

1 − 4(ψ′(y − x))2
√
I0I1e

z(t)
e
ψ(y−x)/2

.

Ισχυρισµός : Για κάθε s, (
1 − 4(ψ′(s))2

)
e
ψ(s) > 1.

Απόδειξη του ισχυρισµού. Αφού η ψ είναι άρτια, αρκεί να δείξουµε την ανισότητα για
s > 0. Στο [2,+∞) έχουµε ψ′(s) = 2/9 και η ψ είναι αύξουσα. Αυτό αποδεικνύει ότι αν η
ανισότητα ισχύει στο σηµείο s = 2, τότε ϑα ισχύει για κάθε s > 2. Ζητάµε(

1 − 4(2/9)2
)
e

2/9 > 1,
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ή ισοδύναµα, e2/9 > 81/65. Η τελευταία ανισότητα ισχύει, διότι

e
2/9 > 1 +

2
9

+
1
2

(2
9

)2
=

101
81

>
81
65
.

Για s ∈ [0,2] έχουµε ψ′(s) = s/9, άρα χρειάζεται να ελέγξουµε ότι e−s2
/18 6 1 − 4s2

/81.
Για τον σκοπό αυτό αρκεί να ελέγξουµε ότι η συνάρτηση

r(u) = 1 −
4u
81
− e−u/18

είναι µη αρνητική στο [0,4]. Παραγωγίζοντας ϐλέπουµε ότι η r είναι κοίλη, αρκεί λοιπόν
να ελέγξουµε τις τιµές r(0) και r(4). ΄Οµως, r(0) = 0 και η r(4) > 0 ανάγεται στην
e

2/9 > 81/65, την οποία έχουµε ήδη ελέγξει. �

Από τον ισχυρισµό και την προηγούµενη ανισότητα ϐλέπουµε ότι

z
′(t) >

√
I0I1e

z(t)
,

άρα (
−e−z(t)

)′
>

√
I0I1.

Ολοκληρώνοντας στο [0,1] και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι z(0) = 0, παίρνουµε

1 > e−z(0) − e−z(1) =

∫ 1

0

(
−e−z(t)

)′
dt >

√
I0I1.

Με άλλα λόγια, (∫ ∞

0
e
f �ψ
dµe

) (∫ ∞

0
e
−f
dµe

)
= I0I1 6 1.

Αφού η f ήταν τυχούσα, το Ϲεύγος (µe, ψ) έχει την ιδιότητα (τ). �

Θεωρούµε τώρα την συµµετρική εικόνα µ
′
e

του µe στο (−∞,0), µε πυκνότητα την
1(−∞,0)(x)ex . Λόγω συµµετρίας, το (µ′

e
, ψ) έχει την ιδιότητα (τ). Αν ν είναι το άρτιο εκ-

ϑετικό µέτρο πιθανότητας στο R µε πυκνότητα 1
2e
−|x |, ελέγχουµε εύκολα ότι

ν = µe ∗ µ
′
e
.

Από το Λήµµα 7.1.3, το Ϲεύγος (ν, ψ�ψ) έχει την ιδιότητα (τ). Παίρνοντας υπ΄ όψιν µας τον
ορισµό της ψ, ϐλέπουµε ότι η ξ := ψ�ψ δίνεται από την

ξ (t) =

{
t
2
/36, if |t | 6 4

2(|t | − 2)/9, if |t | > 4.

Θεωρούµε τώρα το µέτρο γινόµενο νn = ν⊗· · ·⊗ν (n τιµες) στον Rn. Ορίζουµε την συνάρτηση
ξn : Rn → R µε

ξn(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

ξ (xi).

Από το Λήµµα 7.1.2 παίρνουµε αµέσως το εξής.
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Θεώρηµα 7.2.3. Το Ϲεύγος (νn , ξn) έχει την ιδιότητα (τ) στον Rn. �

Από το Θεώρηµα 7.2.3 και την Πρόταση 7.1.5 ϐλέπουµε ότι για κάθε µετρήσιµο A ⊆ Rn

και για κάθε t > 0,

νn(x < A + {ξn < t}) 6
1

νn(A)
e
−t
.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε την ανισότητα του Talagrand.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.2.1. Αρκεί να δείξουµε ότι

{ξn 6 t} ⊆ 6
√
tB

n

2 + 9tBn1 .

΄Εστω x ∈ Rn µε ξn(x) 6 t. Ορίζουµε y και z στον Rn ως εξής : yi = xi αν |xi | 6 4 και yi = 0
αλλιώς, zi = xi αν |xi | > 4 και zi = 0 αλλιώς. Είναι ϕανερό ότι

x = y + z.

Παρατηρούµε ότι

‖y‖22 =
∑
{i:|xi |64}

x
2
i

= 36
∑
{i:|xi |64}

ξ (xi) 6 36ξn(x) 6 36t,

άρα y ∈ 6
√
tB

n

2 . Επίσης, αν |xi | > 4, τότε

ξ (xi) =
2
9

(|xi | − 2) >
2
9

(
|xi | −

|xi |

2

)
=
|xi |

9
,

απ΄ όπου παίρνουµε

‖z‖1 =
∑
{i:|xi |>4}

|xi | 6 9
∑
{i:|xi |>4}

ξ (xi) 6 9ξn(x) 6 9t,

το οποίο αποδεικνύει ότι z ∈ 9tBn1 . �

7.3 Συγκέντρωση και ιδιότητα (τ)

Οι Προτάσεις 7.1.5 και 7.1.6 δείχνουν ότι η ιδιότητα (τ) συνεπάγεται συγκέντρωση. Ε-
δώ δείχνουµε ότι, αντίστροφα, µπορούµε να εξασφαλίσουµε την ιδιότητα (τ) αν έχουµε
κατάλληλες εκτιµήσεις συγκέντρωσης.

Πρόταση 7.3.1. ΄Εστω ϕ µια άρτια κυρτή συνάρτηση µε ϕ(0) = 0. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο

πιθανότητας στον Rn και ας υποθέσουµε ότι υπάρχει γ > 1 ώστε για κάθε t > 0 και για κάθε

Borel υποσύνολο A του Rn

(7.3.1) αν µ(A) = ν(−∞, x] έπεται ότι µ(A + γBϕ(t)) > ν(−∞, x + max{t,
√
t}],

όπου Bϕ(t) = {ϕ 6 t} (συγκρίνετε µε την (7.1.4) στην Πρόταση 7.1.6). Τότε, το Ϲεύγος

(µ, ϕ( ·

36γ )) έχει την ιδιότητα (τ).
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Απόδειξη. ΄Εστω f : Rn → R. Για κάθε µετρήσιµη συνάρτηση h στον Rk και για κάθε t ∈ R
ϑέτουµε

A(h, t) := {x ∈ Rk : h(x) < t}.

΄Εστω g µια αύξουσα δεξιά-συνεχής συνάρτηση στο R που ικανοποιεί την

µ(A(f, t)) = ν(A(g, t)).

Τότε, η κατανοµή της g ως προς το ν είναι η ίδια µε την κατανοµή της f ως προς το µ.
Συνεπώς, ∫

Rn
e
−f (x)

dµ(x) =

∫
R

e
−g(x)

dν(x).

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη αρκεί να δείξουµε ότι∫
Rn
e
f �ϕ( ·36γ )

dµ 6

∫
R

e
g�ξ
dν,

όπου ξ = ξ1 είναι η συνάρτηση κόστους για το ν στο Θεώρηµα 7.2.3. Θα δείξουµε ότι για
κάθε t ∈ R ισχύει

µ

(
A

(
f �ϕ( ·

36γ ), t
))
> ν(A(g�ξ, t)).

Αφού η g είναι αύξουσα, εύκολα ελέγχουµε ότι το σύνολο A(g�ξ, t) είναι ηµιευθεία, αρκεί
λοιπόν να δείξουµε ότι

(7.3.2) αν g(x1) + ξ (x2) < t έπεται ότι µ

(
A

(
f �ϕ( ·

36γ ), t
))
> ν(−∞, x1 + x2].

Σταθεροποιούµε x1 και x2 µε g(x1) + ξ (x2) < t και ϑεωρούµε s1 > g(x1) και s2 = ξ (x2) µε
s1 + s2 < t. Ορίζουµε A := A(f, s1). Τότε,

µ(A) = ν(A(g, s1)) > ν(−∞, x1].

Από τον ορισµό της ξ έπεται εύκολα ότι x2 6 max{6
√
s2,9s2}, και η υπόθεσή µας (7.3.1)

δείχνει ότι
µ(A + γBϕ(36s2)) > ν(−∞, x1 + x2].

Αφού γ > 1 και η ϕ ικανοποιεί την ϕ(λx) 6 λϕ(x) για κάθε 0 < λ < 1, µπορούµε να
ελέγξουµε ότι γBϕ(t) ⊆ B

ϕ( ·
γ

)(t) για κάθε t > 0, άρα

A(f, s1) + γBϕ(36s2) ⊆ A(f, s1) + B
ϕ( ·
γ

)(36s2)

⊆ A(f, s1) + B
ϕ( ·36γ )(s2) ⊆ A

(
f �ϕ( ·

36γ ), s1 + s2
)
.

Αυτό αποδεικνύει την (7.3.2). �

Το επόµενο λήµµα δίνει την σχέση ανάµεσα στις ανισότητες (7.1.2) και (7.1.3).
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Λήµµα 7.3.2. Για κάθε Borel υποσύνολο K του Rn και για κάθε γ > 1 οι παρακάτω δύο

συνθήκες είναι ισοδύναµες :

(i) Για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn µε µ(A) > 0 ισχύει µ(A + K) > min{γµ(A), 1
2 }.

(ii) Για κάθε Borel υποσύνολο A1 του Rn µε µ(A1) > 1
2 ισχύει 1−µ(A1−K) < 1

γ
(1−µ(A1)).

Απόδειξη. (i)⇒(ii) Υποθέτουµε ότι µ(A1) > 1/2 αλλά 1− µ(A1 −K) > 1
γ
(1− µ(A1)). Θέτουµε

A := Rn \ (A1 − K). Τότε,
(A + K) ∩ A1 = ∅,

απ΄ όπου έπεται ότι µ(A + K) 6 1/2. Από την άλλη πλευρά,

µ(A + K) 6 1 − µ(A1) 6 γ(1 − µ(A1 − K)) = γµ(A).

΄Αρα, µ(A + K) 6 min{γµ(A),1/2}, και έχουµε καταλήξει σε άτοπο.
(ii)⇒(i). ΄Εστω A ένα Borel υποσύνολο του Rn τέτοιο ώστε µ(A) > 0 και µ(A + K) 6
min{γµ(A),1/2}. Θέτουµε A1 := Rn \(A+K). Τότε, µ(A1) > 1/2. Επιπλέον, (A1−K)∩A = ∅,
άρα

1 − µ(A1 − K) > µ(A) >
1
γ
µ(A + K) =

1
γ

(1 − µ(A1)),

το οποίο είναι άτοπο. �

Οδηγούµαστε έτσι στην ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 7.3.3. ΄Εστω t > 0 και έστω K ένα συµµετρικό κυρτό σύνολο στον Rn τέτοιο ώστε,

για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn ,

αν µ(A) > 0 έπεται ότι µ(A + K) > min{etµ(A),1/2}.

Τότε, για κάθε Borel σύνολο A έχουµε ότι

αν µ(A) = ν(−∞, x] έπεται ότι µ(A + 2K) > ν(−∞, x + t].

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα Borel υποσύνολο A του Rn µε µ(A) = ν(−∞, x] και διακρί-
νουµε τρείς περιπτώσεις :
(i) x > 0. Τότε, εφαρµόζοντας το Λήµµα 7.3.2 µε γ = e

t παίρνουµε

µ(A + K) > 1 − e−t(1 − µ(A)) = ν(−∞, x + t].

(ii) −t 6 x 6 0. Τότε etµ(A) > 1/2, και από την υπόθεσή µας παίρνουµε

µ(A + K) > min{etµ(A),1/2} = 1/2 = ν(−∞,0].

Τότε, εφαρµόζοντας την προηγούµενη περίπτωση (µε το A + K στην ϑέση του A και x = 0),
παίρνουµε

µ(A + 2K) = µ((A + K) + K) > ν(−∞, t] > ν(−∞, x + t].
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(iii) x 6 −t. Παρατηρούµε ότι A+2K = (A+K)+K ⊇ A+K και etµ(A) = ν(−∞, x+ t] 6 1/2.
Από την υπόθεσή µας έπεται ότι

µ(A + K) > etµ(A) = ν(−∞, x + t].

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Το κύριο αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου δίνει κάποιες ικανές συνθήκες ώστε ένα
Ϲεύγος (µ, ϕ) να έχει την ιδιότητα (τ), στην περίπτωση που η συνάρτηση κόστους ϕ είναι
κυρτή και άρτια. Θυµηθείτε ότι ένα µέτρο πιθανότητας µ στον Rn ικανοποιεί την ανισότητα

Cheeger µε σταθερά κ αν για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn,

(7.3.3) µ
+(A) := lim inf

t→0+

µ(A + tBn2 ) − µ(A)
t

> κmin{µ(A),1 − µ(A)}.

Γνωρίζουµε επίσης ότι από την ανισότητα Cheeger έπεται η ιδιότητα εκθετικής συγκέντρω-
σης : πιο συγκεκριµένα,

µ(A) = ν(−∞, x] ⇒ µ(A + tBn2 ) > ν(−∞, x + κt].

Θεώρηµα 7.3.4. ΄Εστω ϕ : Rn → R µια άρτια κυρτή συνάρτηση µε ϕ(0) = 0 και

(7.3.4) min{1, ϕ(x)} 6 (α‖x‖2)2

για κάθε x ∈ Rn. Υποθέτουµε ότι το µέτρο πιθανότητας µ ικανοποιεί την ανισότητα Cheeger

(7.3.3) µε σταθερά κ και ότι υπάρχει γ > 1 τέτοιος ώστε

(7.3.5) αν µ(A) > 0 έπεται ότι µ(A + γBϕ(t)) > min{etµ(A),1/2}

για κάθε t > 1. Τότε, το (µ, ϕ(·/C)) έχει την ιδιότητα (τ), µε C = 36 max{2γ, α/κ}.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 7.3.1 αρκεί να δείξουµε ότι

(7.3.6) αν µ(A) = ν(−∞, x] έπεται ότι µ(A + �Bϕ(t)) > ν(−∞, x + max{t,
√
t}]

για κάθε t > 0, όπου � > 1 είναι κατάλληλη σταθερά.
Υποθέτουµε πρώτα ότι t < 1. Από την (7.3.4) ϐλέπουµε ότι αBϕ(t) ⊇

√
tB

n

2 για κάθε
t < 1. Τότε, από την ανισότητα Cheeger συµπεραίνουµε ότι η (7.3.6) ισχύει για κάθε t < 1
µε � = α/κ.

Από την άλλη πλευρά, για t > 1, η Πρόταση 7.3.3 δείχνει ότι η υπόθεσή µας (7.3.5)
δίνει την (7.3.6) µε � = 2γ.

Συνεπώς, η (7.3.5) ισχύει για κάθε t > 0 µε � = max{2γ, α/κ} και ο ισχυρισµός του
Θεωρήµατος προκύπτει από την Πρόταση 7.3.1. �
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7.4 Η εικασία της ελαχιστικής συνέλιξης

Ξεκινώντας από την παρατήρηση ότι αν το Ϲεύγος (µ, φ) έχει την ιδιότητα (τ) και αν φ1 6 φ
τότε το (µ, φ1) έχει κι αυτό την ιδιότητα (τ), είναι ϕυσιολογικό να αναζητήσουµε το «καλύτερο
Ϲεύγος» (µ, ϕ) που έχει την ιδιότητα (τ). ΄Ενας λογικός τρόπος για να διατυπώσουµε το
ερώτηµα είναι να σταθεροποιήσουµε το µέτρο µ και να ψάξουµε για την καλύτερη δυνατή
συνάρτηση κόστους. Θα χρησιµοποιήσουµε τον λογαριθµικό µετασχηµατισµό Laplace του
µ. Χρειαζόµαστε επίσης τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 7.4.1. ΄Εστω f : Rn → (−∞,+∞]. Ο µετασχηµατισµός Legendre L(f ) της f
ορίζεται ως εξής :

L(f )(x) := sup
y∈Rn
{〈x, y〉 − f (y)}.

Οι επόµενες ϐασικές ιδιότητες επαληθεύνται άµεσα από τον ορισµό.

(i) Ο µετασχηµατισµός Legendre οποιασδήποτε συνάρτησης είναι κυρτή συνάρτηση.

(ii) Αν η f είναι κυρτή και κάτω ηµισυνεχής, τότε L(L(f )) = f , αλλιώς L(L(f )) 6 f .

(iii) Αν f > g τότε L(f ) 6 L(g).

(iv) Ο µετασχηµατισµός Legendre ικανοποιεί την L(cf )(x) = cL(f )(x/c) και αν g(x) =

f (x/c), τότε L(g)(x) = L(f )(cx), όπου c > 0.

Ορισµός 7.4.2. ΄Εστω µ ένα µέτρο πιθανότητας στον Rn. Ορίζουµε

Mµ(v) :=
∫
Rn
e
〈v,x〉

dµ(x) = exp(Λµ(v))

όπου

Λµ(v) = log
(∫
Rn
e
〈v,x〉

dµ(x)
)

είναι ο λογαριθµικός µετασχηµατισµός Laplace του µ. Ορίζουµε επίσης

Λ∗
µ
(v) := L(Λµ)(v) = sup

u∈Rn

{
〈v, u〉 − log

∫
Rn
e
〈u,x〉

dµ(x)
}
.

Η συνάρτηση Λ∗
µ
λέγεται µετασχηµατισµός Cramer του µ και παίζει ϐασικό ϱόλο στην ϑεωρία

των µεγάλων αποκλίσεων. Συχνά, σε αυτήν την ϑεωρία, οι «ακραίες» συναρτήσεις είναι τα
γραµµικά συναρτησοειδή. Είναι λοιπόν ενδιαφέρον να δούµε τι συµβαίνει αν επιλέξουµε
f (x) = 〈x, y〉 στον ορισµό της ιδιότητας (τ). Οδηγούµαστε έτσι στην ακόλουθη:

Πρόταση 7.4.3. ΄Εστω µ ένα άρτιο µέτρο πιθανότητας στον Rn και έστω ϕ µια κυρτή συνάρ-

τηση κόστους ώστε το (µ, ϕ) να έχει την ιδιότητα (τ). Τότε,

ϕ(v) 6 2Λ∗
µ
(v/2) 6 Λ∗

µ
(v).
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Απόδειξη. Επιλέγουµε f (x) = 〈x, v〉. Τότε,

f �ϕ(x) = inf
y

{f (x − y) + ϕ(y)} = inf
y

{〈x − y, v〉 + ϕ(y)}

= 〈x, v〉 − Lϕ(v).

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (τ) και το γεγονός ότι το µ είναι άρτιο γράφουµε

1 >
∫
Rn
e
f �ϕ
dµ

∫
Rn
e
−f
dµ = e

−Lϕ(v)
∫
Rn
e
〈x,v〉

dµ

∫
Rn
e
−〈x,v〉

dµ

= e
−Lϕ(v)

M
2
µ

(v).

΄Επεται ότι Lϕ(v) > 2Λµ(v), και εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό Legendre στα δύο µέλη
ϐλέπουµε ότι ϕ(v) = LLϕ(v) 6 2Λ∗

µ
(v/2). Η ανισότητα 2Λ∗

µ
(v/2) 6 Λ∗

µ
(v) προκύπτει από

την κυρτότητα της Λ∗
µ
. �

Ορισµός 7.4.4 (ιδιότητα ελαχιστικής συνέλιξης). ΄Ενα άρτιο µέτρο πιθανότητας µ έχει την
ιδιότητα ελαχιστικής συνέλιξης µε σταθερά � αν το Ϲεύγος (µ,Λ∗

µ
( ·
�

)) έχει την ιδιότητα (τ).
Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι το µ ικανοποιεί την IC(�).

΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος 7.1.2 και της προσθετικότητας της Λ∗
µ
είναι ότι η ανισό-

τητα IC συµπεριφέρεται καλά ως προς γινόµενα.

Πρόταση 7.4.5. ΄Εστω µi άρτιο µέτρο πιθανότητας στον Rni , 1 6 i 6 k. Αν το µi ικανοποιεί

την IC(�i), τότε το µ = ⊗k
i=1µi ικανοποιεί την IC(�) µε � = maxi �i .

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

Λµ(x1, . . . , xk) =

k∑
i=1

Λµi
(xi) και Λ∗

µ
(x1, . . . , xk) =

k∑
i=1

Λ∗
µi

(xi).

Από την IC(�) έχουµε IC(�0) για κάθε �0 > �, οπότε το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από
το Λήµµα 7.1.2. �

Μια χρήσιµη παρατήρηση είναι το γεγονός ότι η ιδιότητα IC(�) είναι αναλλοίωτη ως
προς γραµµικούς µετασχηµατισµούς.

Πρόταση 7.4.6. ΄Εστω T : Rn → Rk µια γραµµική απεικόνιση και έστω µ ένα µέτρο πιθα-

νότητας στον Rn το οποίο ικανοποιεί την IC(�). Τότε, το µέτρο πιθανότητας µ ◦ T−1
στον Rk

ικανοποιεί την IC(�).

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε µια ισοδύναµη περιγραφή της ιδιότητας IC(�). Στο
επόµενο λήµµα, για κάθε v = (v0, v1, . . . , vn) στον Rn+1 συµβολίζουµε µε v το διάνυσµα
(v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn.
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Λήµµα 7.4.7. ΄Ενα µέτρο πιθανότητας µ στον Rn ικανοποιεί την IC(�) αν και µόνο αν για

κάθε µη κενό V ⊆ Rn+1
και για κάθε ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση f στον Rn ,

(7.4.1)
∫
Rn
e
f �ψVdµ

∫
Rn
e
−f
dµ 6 sup

v∈V

{
e
v0

∫
Rn
e
�〈x,v〉

dµ(x)
}
,

όπου

ψV (x) := sup
v∈V

{v0 + 〈x, v〉}.

Απόδειξη. Ορίζουµε V = {(v0, v) : v0 = −Λµ(�v)}. Τότε, το δεξιό µέλος ισούται µε 1 και
ψV (x) = Λ∗

µ
(x/�), άρα αν το µ ικανοποιεί την (7.4.1) γι΄ αυτό το σύνολο V , τότε ικανοποιεί

την IC(�). Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το µ ικανοποιεί την IC(�) και ϑεωρούµε τυχόν µη
κενό σύνολο V . Αν το supremum στο δεξιό µέλος είναι άπειρο τότε η ανισότητα προφανώς
ισχύει, µπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι ισούται µέ κάποιον s < ∞. Αυτό σηµαίνει ότι
για κάθε (v0, v) ∈ V έχουµε v0 + Λµ(�v) 6 log s, δηλαδή v0 6 log s − Λµ(�v). ΄Επεται ότι

ψV (x) = sup
v∈V

{v0 + 〈x, v〉} 6 log s + sup
v∈V

{〈x, v〉 − Λµ(�v)}

6 log s + sup
v∈Rn
{〈x, v〉 − Λµ(�v)} = log s + Λ∗

µ
(x/�).

Αφού το µ ικανοποιεί την IC(�), ϐλέπουµε αµέσως ότι το αριστερό µέλος της (7.4.1) είναι
µικρότερο από s. �

Απόδειξη της Πρότασης 7.4.6. ΄Εστω V ⊆ R × Rk και έστω f : Rk → R. Ορίζουµε
f̃ : Rn → R µε f̃ (x) := f (T (x)) και ϑέτουµε Ṽ := {(v0, T

∗(v)) : (v0, v) ∈ V }. Εύκολα
ελέγχουµε ότι ψV (T (x)) = ψṼ (x) και (f �ψV )(T (x)) 6 f̃ �ψṼ (x), άρα∫

Rk
e
f �ψVd(µ ◦ T−1) 6

∫
Rn
e
f̃ �ψṼdµ

και ∫
Rk
e
−f
d(µ ◦ T−1) =

∫
Rn
e
−f̃
dµ.

Από τον ορισµό του Ṽ έχουµε:

sup
v∈V

{
e
v0

∫
Rk
e
�〈x,v〉

d(µ ◦ T−1)
}

= sup
v∈Ṽ

{
e
v0

∫
Rn
e
�〈x,v〉

dµ

}
.

Από το Λήµµα 7.4.7 γνωρίζουµε ότι η (7.4.1) ισχύει για τα µ, f̃ και Ṽ , και οι προηγούµενες
σχέσεις δείχνουν ότι η (7.4.1) ισχύει για τα µ ◦T−1

, f και V . Εφαρµόζοντας το Λήµµα 7.4.7,
αυτήν την ϕορά στην αντίστροφη κατεύθυνση, παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Στην συνέχεια, δείχνουµε ότι κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο στο R ικανοποιεί την
IC(�) για κάποια απόλυτη σταθερά � > 0. Αρχικά δείχνουµε ότι το εκθετικό µέτρο έχει
αυτήν την ιδιότητα.
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Πρόταση 7.4.8. Για κάθε x ∈ R,

1
5

min(x2
, |x |) 6 Λ∗

ν
(x) 6 min(x2

, |x |).

Ειδικότερα, το ν ικανοποιεί την IC(9).

Απόδειξη. ΄Αµεσος υπολογισµός δείχνει ότι Λν(x) = − log(1 − x2) για |x | < 1 (και = +∞ για
|x | > 1) και

Λ∗
ν
(x) =

√
1 + x2 − 1 − log

 √1 + x2 + 1
2


για κάθε x. Παρατηρώντας ότι a/2 6 a − log(1 + a/2) 6 a για κάθε a > 0, παίρνουµε

1
2

(
√

1 + x2 − 1) 6 Λ∗
ν
(x) 6

√
1 + x2 − 1.

Κατόπιν, παρατηρούµε ότι

min(|x |, x2) >
√

1 + x2 − 1 =
x

2

√
1 + x2 + 1

>
1

√
2 + 1

min(|x |, x2).

Τότε, το Θεώρηµα 7.2.3 και το γεγονός ότι ξ (x) > min((x/9)2
, |x |/9) δείχνουν ότι το ν

ικανοποιεί την IC(9). �

Θεώρηµα 7.4.9. Κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στο R ικανοποιεί την

IC(96).

Απόδειξη. ΄Εστω µ ένα άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στο R. Από την Πρόταση
7.4.6 µπορούµε να υποθέσουµε ότι το µ είναι ισοτροπικό. Συµβολίζουµε την πυκνότητα
του µ µε g(x) και γράφουµε

µ[x,∞) = e
−h(x)

.

Από την ανισότητα του Hensley [64] γνωρίζουµε ότι

g(0) = g(0)
(∫
R

x
2
g(x)dx

)1/2

>
1

2
√

3
>

1
8
.

΄Εστω T : R→ R η συνάρτηση που ορίζεται µέσω της

ν(−∞, x) = µ(−∞, T (x)).

Τότε, µ = ν ◦ T−1, η T είναι περιττή και κοίλη στο [0,∞). Ειδικότερα,

|T (x) − T (y)| 6 2|T (x − y)|
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για κάθε x, y ∈ R. Παρατηρούµε ότι T ′(0) = 1/(2g(0)) 6 4. Αφού η T είναι κοίλη,
παίρνουµε T (x) 6 4x για x > 0. Επιπλέον, για x > 0 έχουµε ότι h(T (x)) = x + log 2.
Ορίζουµε

h̃(x) =

{
x

2
, if |x | 6 2/3

max{4/9, h(|x |)}, if |x | > 2/3.

Θα δείξουµε ότι το (µ, h̃( ·48 )) έχει την ιδιότητα (τ). Για τον σκοπό αυτό, παρατηρούµε πρώτα
ότι h̃((T (x) − T (y))/96) 6 h̃(T (|x − y|)/48). Λόγω του Λήµµατος 7.1.4 αρκεί να ελέγξουµε
ότι

(7.4.2) h̃

(
T (x)
48

)
6 ξ (x)

για x > 0, όπου ξ (x) είναι η συνάρτηση στο Θεώρηµα 7.2.3. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις.

(i) Αν T (x) 6 32 τότε

h̃

(
T (x)
48

)
=

(
T (x)
48

)2

6 min
{

4
9
,

(
x

6

)2
}
6 ξ (x).

(ii) Αν T (x) > 32 τότε x > 8 και

h̃

(
T (x)
48

)
= max

{
4
9
, h

(
T (x)
48

)}
6 max

{
4
9
,
h(T (x))

48
+

47 log 2
48

}
= max

{4
9
,
x

48
+ log 2

}
6
x

9
6 ξ (x).

Αυτό αποδεικνύει την (7.4.2) και στις δύο περιπτώσεις. Για να ολοκληρώσουµε την από-
δειξη χρειάζεται να δείξουµε ότι Λ∗

µ
(x) 6 h̃(x). Στην περίπτωση που |x | 6 2/3 αρκεί να

παρατηρήσουµε ότι
Λ∗
µ
(x) = min{1,Λ∗

µ
(x)} 6 x2 = h̃(x),

όπου η πρώτη ισότητα και η µεσαία ανισότητα είναι ειδική περίπτωση της Πρότασης 7.5.3
(ϑα αποδειχτεί στην επόµενη παράγραφο). Για την περίπτωση |x | > 2/3 παρατηρούµε ότι

Λµ(t) > tx + log µ[x,∞) = tx − h(x)

για κάθε x, t > 0, και αυτό µας δίνει

Λ∗
µ
(x) = Λ∗

µ
(|x |) = sup

t>0
{t |x | − Λµ(t)} 6 h(|x |) 6 h̃(x).

΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

Από την Πρόταση 7.4.5 παίρνουµε αµέσως το εξής.

Πόρισµα 7.4.10. Κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο γινόµενο πιθανότητας στον Rn ικα-

νοποιεί την IC(96).

Μπαίνει έτσι κανείς στον πειρασµό να διατυπώσει την εξής πολύ γενικότερη εικασία.

Εικασία 7.4.11 (εικασία της ελαχιστικής συνέλιξης). Υπάρχει απόλυτη σταθερά � > 0
ώστε κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn να ικανοποιεί την IC(�).
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7.5 Ανισότητες συγκέντρωσης

Σε αυτήν την παράγραφο µελετάµε ανισότητες συγκέντρωσης που προκύπτουν από την
ιδιότητα ελαχιστικής συνέλιξης. Τα Lq-κεντροειδή σώµατα Zq(µ) του µ µπαίνουν ϕυσιολο-
γικά σε αυτήν την συζήτηση.

Ορισµός 7.5.1. ΄Εστω µ ένα µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε p > 1 ορίζουµε

Mp(µ) :=
{
v ∈ Rn :

∫
Rn
|〈v, x〉|pdµ(x) 6 1

}
.

Παρατηρούµε ότι

Zp(µ) := (Mp(µ))◦ =

{
x ∈ Rn : |〈v, x〉|p 6

∫
Rn
|〈v, y〉|pdµ(y) για κάθε v ∈ Rn

}
.

Για κάθε p > 0 ορίζουµε επίσης

Bp(µ) := {v ∈ Rn : Λ∗
µ
(v) 6 p}.

Τα επόµενα δύο αποτελέσµατα περιγράφουν την γεωµετρία του Bp(µ) για µεγάλες και
µικρές τιµές του p αντίστοιχα.

Πρόταση 7.5.2. ΄Εστω µ ένα άρτιο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε p > 1 έχουµε

Zp(µ) ⊆ 21/p
eBp(µ).

Απόδειξη. ΄Εστω v ∈ Zp(µ). Πρέπει να δείξουµε ότι Λ∗
µ
(v/(21/p

e)) 6 p, ή ισοδύναµα

〈u, v〉

21/pe
− Λµ(u) 6 p

για κάθε u ∈ Rn. Σταθεροποιούµε u ∈ Rn µε∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ(x) = �

p
.

Τότε, u/� ∈ Mp(µ). Αφού Zp(µ) = (Mp(µ))◦, έχουµε 〈u/�, v〉 6 1. ∆ιακρίνουµε δύο
περιπτώσεις :

(i) Αν � 6 21/p
ep τότε, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι

Λµ(u) >
∫
Rn
〈u, x〉dµ(x) = 0,

παίρνουµε
〈u, v〉

21/pe
− Λµ(u) 6

�

21/pe
〈u/�, v〉 6 p · 1.
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(ii) Αν � > 21/p
ep τότε έχουµε∫

Rn
e
〈u,x〉

dµ(x) >
∫
Rn

∣∣∣e〈u,x〉/p∣∣∣p 1{〈u,x〉>0}dµ(x)

>

∫
Rn

∣∣∣∣∣ 〈u, x〉
p

∣∣∣∣∣p 1{〈u,x〉>0}dµ(x)

>
1
2

∫
Rn

∣∣∣∣∣ 〈u, x〉
p

∣∣∣∣∣p dµ(x),

άρα ∫
Rn
e

21/p
ep〈u,x〉/�

dµ(x) >
1
2

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣21/p
e〈u, x〉

�

∣∣∣∣∣∣p dµ(x) = e
p
.

Συνεπώς, Λµ(21/p
epu/�) > p, απ΄ όπου έπεται ότι

Λµ(u) >
�

21/pep
Λµ(21/p

epu/�) >
�

21/pe
.

΄Αρα,
〈u, v〉

21/pe
− Λµ(u) 6

�

21/pe
〈u/�, v〉 −

�

21/pe
6 0

διότι 〈u/�, v〉 6 1, και παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Πρόταση 7.5.3. Αν µ είναι ένα άρτιο ισοτροπικό µέτρο πιθανότητας στον Rn , τότε

min{1,Λ∗
µ
(u)} 6 ‖u‖22

για κάθε u. Ειδικότερα,
√
pB

n

2 ⊆ Bp(µ)

για κάθε p ∈ (0,1).

Απόδειξη. Αφού το µ είναι άρτιο και ισοτροπικό, έχουµε∫
Rn
e
〈u,x〉

dµ(x) = 1 +

∞∑
k=1

1
(2k)!

∫
Rn
〈u, x〉2kdµ(x) > 1 +

∞∑
k=1

‖u‖2k2

(2k)!

= cosh(‖u‖2).

Τότε, για ‖u‖2 < 1,

Λ∗
µ
(u) 6 L(log cosh)(‖u‖2)

=
1
2

[
(1 + ‖u‖2) log(1 + ‖u‖2) + (1 − ‖u‖2) log(1 − ‖u‖2)

]
6 ‖u‖22,

όπου στο τέλος χρησιµοποιήσαµε την στοιχειώδη ανισότητα log(1 + x) 6 x για x > −1. �

Για να εξασφαλίσουµε αντίστροφους εγκλεισµούς χρειάζεται να υποθέσουµε κάποια
κανονικότητα για τις ϱοπές των γραµµικών συναρτησοειδών, την οποία εισάγουµε στην
επόµενη υποπαράγραφο. Από το λήµµα του Borell γνωρίζουµε ότι αυτή η κανονικότητα
εµφανίζεται σίγουρα στην λογαριθµικά κοίλη περίπτωση.
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7.5.1 α-κανονικά µέτρα

Ορισµός 7.5.4. Λέµε ότι ένα µέτρο µ στον Rn είναι α-κανονικό αν για κάθε p > q > 2 και
για κάθε v ∈ Rn, (∫

Rn
|〈v, x〉|pdµ(x)

)1/p

6 α
p

q

(∫
Rn
|〈v, x〉|qdµ(x)

)1/q

.

Παρατήρηση 7.5.5. Για κάθε p > q έχουµε Mp(µ) ⊆ Mq(µ) και Zq(µ) ⊆ Zp(µ). Αν το
µέτρο µ είναι α-κανονικό, τότε Mq(µ) ⊆ α p

q
Mp(µ) και Zp(µ) ⊆ α p

q
Zq(µ) για κάθε p > q > 2.

Επιπλέον, για κάθε άρτιο µέτρο µ έχουµε Λ∗
µ
(0) = 0, και από την κυρτότητα της Λ∗

µ

συµπεραίνουµε ότι Bq(µ) ⊆ Bp(µ) ⊆ p

q
Bq(µ) για κάθε p > q > 0.

Από το λήµµα του Borell, κάθε λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας είναι c-κοίλο. Η
επόµενη πρόταση δείχνει ότι στην πραγµατικότητα µπορούµε να υποθέσουµε ότι c = 1.

Πρόταση 7.5.6. Κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας είναι 1-κοίλο.

Απόδειξη. ΄Εστω µ ένα άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn. Θέλουµε να
δείξουµε ότι, για κάθε u ∈ Rn,

(Eµ |〈x, u〉|p)1/p 6
p

q
(Eµ |〈x, u〉|q)1/q

για κάθε p > q > 2. Οι Barlow, Marshall και Proschan έχουν αποδείξει ότι

(Eµ |〈x, u〉|p)1/p 6
Γ(p + 1))1/p

Γ(q + 1))1/q
(Eµ |〈x, u〉|q)1/q

,

αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η συνάρτηση f (x) := 1
x

(Γ(x + 1))1/x είναι ϕθίνουσα στο [2,∞).
Χρησιµοποιούµε µια ακριβή µορφή του τύπου του Stirling: έχουµε

Γ(x + 1) = xΓ(x) =
√

2πxx+1/2
e
−x+θ(x)

,

όπου η θ(x) =
∫ ∞
0 arctan(t/x)(e2πt − 1)−1

dt είναι ϕθίνουσα συνάρτηση. Συνεπώς, η

log f (x) =
θ(x)
x

+
log(2πx)

2x
− 1

είναι ϕθίνουσα στο [2,∞). �

Τα επόµενα αποτελέσµατα συµπληρώνουν την Πρόταση 7.5.2 και την Πρόταση 7.5.3
στην περίπτωση που έχουµε α-κανονικότητα.

Πρόταση 7.5.7. Αν το µ είναι α-κανονικό για κάποιον α > 1, τότε για κάθε p > 2 έχουµε

Bp(µ) ⊆ 4eαZp(µ).
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Απόδειξη. Ελέγχουµε πρώτα ότι αν u ∈ Mp(µ) τότε

Λµ

(
pu

2eα

)
6 p.

Σταθεροποιούµε u ∈ Mp(µ) και ϑέτουµε ũ := pu

2eα . Τότε,(∫
Rn
|〈ũ, x〉|kdµ(x)

)1/k

=
p

2eα

(∫
Rn
|〈u, x〉|kdµ(x)

)1/k

,

και το τελευταίο ϕράσσεται από p

2eα αν k 6 p και από k

2e αν k > p. ΄Επεται ότι∫
Rn
e
〈ũ,x〉

dµ(x) 6
∫
Rn
e
|〈ũ,x〉|

dµ(x) =

∞∑
k=0

1
k!

∫
Rn
|〈ũ, x〉|kdµ(x)

6
∑
k6p

1
k!

∣∣∣∣∣ p2eα

∣∣∣∣∣k +
∑
k>p

1
k!

∣∣∣∣∣ k2e
∣∣∣∣∣k 6 e p

2eα + 1 6 ep

και έχουµε τον ισχυρισµό.
Τώρα, έστω v < 4eαZp(µ). Μπορούµε να ϐρούµε u ∈ Mp(µ) ώστε 〈v, u〉 > 4eα και τότε

Λ∗
µ
(v) >

〈
v,
pu

2eα

〉
− Λµ

(
pu

2eα

)
>

p

2eα
4eα − p = p.

Συνεπώς, v < Bp(µ). �

Πρόταση 7.5.8. Αν το µ είναι άρτιο, ισοτροπικό και α-κανονικό για κάποιον α > 1, τότε

Λ∗
µ
(u) > min

{
‖u‖2

2αe
,
‖u‖22

2α2e2

}
.

Ειδικότερα,

Bp(µ) ⊆ max{2αep, αe
√

2p}Bn2
για κάθε p > 0.

Απόδειξη. Αφού το µ είναι άρτιο, ισοτροπικό και α-κανονικό, για κάθε v ∈ Rn έχουµε∫
Rn
e
〈v,x〉

dµ(x) =

∞∑
k=0

1
(2k)!

∫
Rn
〈v, x〉2kdµ(x) 6 1 +

‖v‖22

2
+

∞∑
k=2

∫
Rn

(αk‖v‖2)2k

(2k)!

6 1 +
‖v‖22

2
+

∞∑
k=2

(
αe‖v‖2

2

)2k

.

Αν υποθέσουµε ότι αe‖v‖2 6 1, ϐλέπουµε ότι∫
Rn
e
〈v,x〉

dµ(x) 6 1 +
‖v‖22

2
+

4
3

(
αe‖v‖2

2

)4

6 1 +
α

2
e

2‖v‖22

2
+

(αe‖v‖2)4

8
6 eα

2
e

2‖v‖22/2
,
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άρα Λµ(v) 6 α2
e

2‖v‖22/2 σε αυτήν την περίπτωση.
΄Εστω u ∈ Rn. Αν ‖u‖2 6 αe, µπορούµε να γράψουµε Λ∗

µ
(u) > 〈u, u/(α2

e
2)〉 −

Λµ(u/(α2
e

2)) και, αφού Λµ(u/(α2
e

2)) 6 ‖u‖22/(2α2
e

2) σε αυτήν την περίπτωση, ϐλέπουµε
ότι

Λ∗
µ
(u) >

‖u‖22

2α2e2 .

Αν ‖u‖2 > αe, γράφουµε Λ∗
µ
(u) > 〈u, u/(αe‖u‖2)〉−Λµ(u/(αe‖u‖2)) και, αφού Λµ(u/(αe‖u‖2)) 6

1/2 6 ‖u‖2/(2αe) σε αυτήν την περίπτωση, µπορούµε να ελέγξουµε ότι

Λ∗
µ
(u) >

‖u‖2

2αe
.

Αυτό αποδεικνύει την πρόταση. �

Ορισµός 7.5.9. Λέµε ότι ένα µέτρο µ ικανοποιεί την ανισότητα συγκέντρωσης µε σταθερά

� - και γράφουµε CI(�) - αν για κάθε p > 2 και για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn,

(7.5.1) αν µ(A) >
1
2

έπεται ότι 1 − µ(A + �Zp(µ)) 6 e−p(1 − µ(A)).

Παρατηρήστε ότι το Zp(µ) είναι, µε µία έννοια, το µεγαλύτερο κυρτό συµµετρικό σύνο-
λο που ελπίζουµε ότι ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε σε µια συνεπαγωγή όπως η
(7.5.1). Αυτό ϕαίνεται από την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 7.5.10. ΄Εστω µ ένα άρτιο α-κανονικό µέτρο πιθανότητας στον Rn. Υποθέτουµε

ότι K είναι ένα κυρτό σύνολο τέτοιο ώστε, για κάθε ηµίχωρο A µε µ(A) > 1/2 να έχουµε

1 − µ(A + K) 6 e−p/2.

Τότε,

K ⊇ c(α)Zp(µ)

για κάθε p > p(α), όπου οι c(α) και p(α) εξαρτώνται µόνο από το α.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε v ∈ Rn και ορίζουµε A = {x : 〈v, x〉 < 0}. Τότε,

A + K = {x : 〈v, x〉 < a(v)},

όπου a(v) = sup
x∈K〈x, v〉.

Τότε,

µ({x : |〈x, v〉| > a(v)}) = 2µ({x : 〈x, v〉 > a(v)}) = 2(1 − µ(A + K)) 6 e−p.

Αφού το µ είναι α-κανονικό, έχουµε ‖〈·, v〉‖p 6 α(p/q)‖〈·, v, 〉‖q για κάθε p > q > 2.
Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Paley-Zygmund ϐλέπουµε ότι για κάθε q > 2,

µ({x : |〈x, v〉| > ‖〈·, v〉‖q/2}) = µ({x : |〈x, v〉|q > 2−q‖〈·, v〉‖qq})

> (1 − 2−q)2 ‖〈·, v〉‖
2q
q

‖〈·, v〉‖
2q
2q

>
9
16

(2α)−2q
> (3α)−2q

.
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Συνεπώς, αν p > p(α) = max{8 log(3α),2 log 4} και c(α) = (8α log(3α))−1, παίρνουµε

µ({x : |〈x, v〉| > c(α)‖〈·, v〉‖p}) > µ
({
x : |〈x, v〉| >

1
2
‖〈·, v〉‖p/(4 log(3α))

})
> (3α)−p/(2 log(3α))

= e
−p/2 > 2e−p.

΄Επεται ότι

c(α)‖〈·, v〉‖p = c(α)
(∫
Rn
|〈v, x〉|p dµ(x)

)1/p

6 a(v)

και αυτό αποδεικνύει ότι c(α)Zp(µ) ⊆ K. �

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι η ιδιότητα της ελαχιστικής συνέλιξης έχει σαν συνέπεια
την ιδιότητα της ανισότητας συγκέντρωσης. Για την ακρίβεια, αν επιπλέον υποθέσουµε ότι
ικανοποιείται η ανισότητα του Cheeger

(7.5.2) µ
+(A) >

1
γ

min{µ(A),1 − µ(A)}

µε σταθερά 1/γ, τότε οι δύο ιδιότητες είναι ισοδύναµες (µε την εξαίρεση µιας σταθεράς που
εξαρτάται από το γ).

Θεώρηµα 7.5.11. ΄Εστω µ ένα άρτιο α-κανονικό ισοτροπικό µέτρο πιθανότητας, όπου α > 1.

(i) Αν το µ ικανοποιεί την IC(�) τότε το µ ικανοποιεί την CI(8eα�).

(ii) Αν το µ ικανοποιεί την CI(�) και την ανισότητα του Cheeger (7.5.2), τότε το µ ικανοποιεί

την IC(36 max{6e�, γ}).

Απόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι το µ ικανοποιεί την IC(�). Από την Παρατήρηση 7.5.5, την
Πρόταση 7.1.6 και τον ορισµό του Bp(µ) παίρνουµε

µ(A + 2�Bp(µ)) > µ(A + �B2p(µ)) > 1 − e−p(1 − µ(A)).

Από την Πρόταση 7.5.7 έπεται ότι

µ(A + 8eα�Zp(µ)) > 1 − e−p(1 − µ(A)).

Αυτό αποδεικνύει ότι το µ ικανοποιεί την CI(8eα�).
(ϐ) Υποθέτουµε ότι το µ ικανοποιεί την CI(�). Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 7.5.5 και
την Πρόταση 7.5.2 ϐλέπουµε ότι αν µ(A) > 1/2 και p > 1 τότε

e
−p(1 − µ(A)) > e−2p(1 − µ(A)) > 1 − µ(A + �Z2p(µ))

> 1 − µ(A + e21/2p
�B2p(µ)) > 1 − µ(A + 3e�Bp(µ)).
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Τότε, το Λήµµα 7.3.2 δείχνει ότι η (7.3.5) ισχύει µε γ = 3e�. ΄Εχουµε επίσης ότι η Λ∗
µ
είναι

άρτια, κυρτή, και Λ∗
µ
(0) = 0. Τέλος, από την Πρόταση 7.5.3 έχουµε min{1,Λ∗

µ
(u)} 6 ‖u‖22.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 7.3.4 παίρνουµε το Ϲητούµενο. �

Στην συνέχεια δείχνουµε ότι από την CI έπεται η ιδιότητα εκθετικής συγκέντρωσης
(ϐλέπε τον Ορισµό 3.1.12) για ισοτροπικά µέτρα.

Πρόταση 7.5.12. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn το

οποίο ικανοποιεί την CI(�). Αν f είναι µια συνάρτηση, 1-Lipschitz ως προς την Ευκλείδεια

νόρµα, τότε

(7.5.3) µ({x ∈ Rn : |f (x) −med(f )| > t}) 6 e1−t/�1 ,

όπου �1 = 4e2
�. Επίσης έχουµε

(7.5.4) µ({x ∈ Rn : |f (x) − Eµ(f )| > t}) 6 e1−t/�2 ,

όπου �2 = 8e3
�.

Απόδειξη. ΄Εστω At = {x ∈ Rn : f (x) − med(f ) > t} και A = {x : f (x) 6 med(f )}. ΄Εχουµε
µ(A) > 1/2, και από την CI(�) παίρνουµε

1 − µ(A + �Zp(µ)) 6 e−p(1 − µ(A)) 6 e−p/2.

΄Εστω p > 1. Από τις Προτάσεις 7.5.2 και 7.5.8 έχουµε

Zp(µ) ⊆ 2eBp(µ) ⊆ 4e2
pB

n

2 .

Θέτουµε t = 4�e2
p (τότε, t > 4�e2 = �1). Αφού η f είναι 1-Lipschitz, έχουµε At∩(A+tBn2 ) =

∅, άρα
µ(At) 6 1 − µ(A + tBn2 ) 6 1 − µ(A + �Zp(µ)) 6 e−t/�1/2.

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι αν t > �1 τότε

µ({x : f (x) −med(f ) < −t}) 6 e−t/�1/2,

και αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο για t > �1. Αν t 6 �1, τότε προφανώς έχουµε µ(At) 6
1 6 e1−t/�1 . Με ολοκλήρωση κατά µέρη ϐλέπουµε ότι

|Eµ(f ) −med(f )| 6
∫ ∞

0
µ({x : |f (x) −med(f )| > t})dt 6 e�1,

και µετά, διακρίνοντας τις περιπτώσεις t > 2e�1 και t < 2e�1 ολοκληρώνουµε την απόδειξη.
�

Σε προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι στο πλαίσιο των λογαριθµικά κοίλων µέτρων η
εκθετική συγκέντρωση είναι ισοδύναµη µε την ανισότητα Cheeger και την ανισότητα Poi-
ncaré. Αυτό µας επιτρέπει να αποδείξουµε ότι για τα λογαριθµικά κοίλα µέτρα πιθανότητας
οι ιδιότητες IC και CI είναι ισοδύναµες, και ότι συνεπάγονται την εικασία Kannan-Lovász-
Simonovits.
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Θεώρηµα 7.5.13 (Latała-Wojtaszczyk). ΄Ετσω µ ένα λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας

στον Rn. Τότε :

(i) Αν το µ ικανοποιεί την IC(�), τότε το µ ικανοποιεί την CI(�0) µε �0 ' �.

(ii) Αν το µ ικανοποιεί την CI(�0), τότε το µ ικανοποιεί την IC(�) µε � ' �0.

(iii) Αν το µ ικανοποιεί είτε την IC(�) ή CI(�) και επιπλέον είναι ισοτροπικό, τότε ικανοποιεί

την ανισότητα Cheeger (7.5.2) µε γ ' �.

Απόδειξη. Μπορούµε να ϐρούµε µια αφινική απεικόνιση T ώστε το µ ◦ T−1 να είναι ισο-
τροπικό. Αφού Zp(µ ◦ T−1) = T (Zp(µ)), ϐλέπουµε ότι η CI(�) είναι αναλλοίωτη ως προς
αφινικούς µετασχηµατισµούς. Γνωρίζουµε επίσης από την Πρόταση 7.4.6 ότι η IC(�) είναι
αναλλοίωτη ως προς αφινικούς µετασχηµατισµούς, άρα για την απόδειξη µπορούµε να
υποθέσουµε ότι το µ είναι ισοτροπικό. Αφού το µ είναι λογαριθµικά κοίλο, είναι επίσης
1-κανονικό.

Τότε, η (i) είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 7.5.11. Για την (iii) µπορούµε να
υποθέσουµε, λόγω της (i), ότι το µ ικανοποιεί την CI(�). Τότε, από την Πρόταση 7.5.12
έχουµε ότι Exp

µ
' 1/�, και έπεται το συµπέρασµα.

Για την (ii) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 7.5.11 (ii) πάλι, διότι η (iii)
δείχνει ότι το µ ικανοποιεί την ανισότητα Cheeger. �

7.6 Σύγκριση ασθενών και ισχυρών ϱοπών

Σε αυτήν την παράγραφο δείχνουµε ότι από την ιδιότητα CI ενός µέτρου πιθανότητας
µ έπεται µια πολύ ισχυρή µορφή σύγκρισης ασθενών και ισχυρών ϱοπών οποιασδήποτε
νόρµας ως προς το µ.

Πρόταση 7.6.1. ΄Εστω µ ένα µέτρο πιθανότητας στον Rn το οποίο είναι α-κανονικό και

ικανοποιεί την CI(�). Τότε, για κάθε νόρµα ‖ · ‖ στον Rn και για κάθε p > 2,(∫
Rn
| ‖x‖ −med(‖x‖)|p dµ

)1/p

6 2α� sup
‖u‖∗61

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ

)1/p

,

όπου ‖ · ‖∗ είναι η δυϊκή νόρµα της ‖ · ‖.

Απόδειξη. Για κάθε p > 2 ορίζουµε

mp := sup
‖u‖∗61

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ

)1/p

.

Θέτουµε
M := med(‖x‖), A := {x : ‖x‖ 6 M} και Ã := {x : ‖x‖ > M}.



7.6 Συγκριση ασθενων και ισχυρων ροπων · 133

Τότε, µ(A) > 1/2 και µ(Ã) > 1/2, άρα από την CI(�) και την Παρατήρηση 7.5.5 παίρνουµε:
για κάθε t > p,

1 − µ
(
A + �

αt

p
Zp(µ)

)
6

1
2
e
−t και 1 − µ

(
Ã + �

αt

p
Zp(µ)

)
6

1
2
e
−t
.

Θεωρούµε y ∈ Zp(µ), και ϐρίσκουµε u ∈ Rn µε ‖u‖∗ 6 1 ώστε

‖y‖ = 〈u, y〉 6

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ(x)

)1/p

6 mp,

οπότε
‖x‖ 6 M + tmp

για κάθε x ∈ A + tZp(µ). Τότε, για κάθε t > p έχουµε

µ

({
x : ‖x‖ > M +

α�t

p
mp

})
6 1 − µ

(
A + �

αt

p
Zp(µ)

)
6

1
2
e
−t
.

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι ‖x‖ > M − tmp για κάθε x ∈ Ã + tZp(µ) και µ({x : ‖x‖ 6
M − α�tmp/p}) 6 e−t/2, άρα

µ

(
x : | ‖x‖ −M | >

α�t

p
mp

)
6 e−t για κάθε t > p.

Με ολοκλήρωση κατά µέρη ϐλέπουµε ότι(∫
Rn
|‖x‖ −M |pdµ

)1/p

6
α�mp

p

p +

(
p

∫ ∞

p

t
p−1
µ

({
x : |‖x‖ −M | >

α�t

p
mp

})
dt

)1/p
6
α�mp

p

p +

(
p

∫ ∞

p

t
p−1
e
−t
dt

)1/p
6 α�mp

(
1 +

Γ(p + 1)1/p

p

)
6 2α�mp,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση 7.6.2. Με τις υποθέσεις της Πρότασης 7.6.1, από την τριγωνική ανισότητα
παίρνουµε (για γ = 4α�) ότι αν p > q > 2 τότε

(7.6.1)

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣∣‖x‖ −
(∫
Rn
‖y‖qdµ(y)

)1/q
∣∣∣∣∣∣∣
p

dµ(x)

1/p

6 γ sup
‖u‖∗61

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ

)1/p

.

Αυτό µας οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό.



134 · Ελαχιστικη συνελιξη και η εικασια KLS

Ορισµός 7.6.3. Λέµε ότι ένα µέτρο πιθανότητας µ στον Rn έχει συγκρίσιµες ασθενείς και

ισχυρές ϱοπές µε σταθερά γ αν η (7.6.1) ισχύει για κάθε νόρµα ‖ · ‖ στον Rn.

Η εξής εικασία είναι τελείως ανοικτή.

Εικασία 7.6.4 (ασθενείς και ισχυρές ϱοπές). Υπάρχει µια απόλυτη σταθερά γ0 > 0 ώστε

κάθε άρτιο λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας στον Rn να έχει συγκρίσιµες ασθενείς και

ισχυρές ϱοπές µε σταθερά γ0.

Πρόταση 7.6.5. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό µέτρο πιθανότητας στον Rn το οποίο έχει συγκρίσι-

µες ασθενείς και ισχυρές ϱοπές µε σταθερά γ. Τότε :

(i)
∫
Rn
|‖x‖2 −

√
n|2dµ(x) 6 γ2

.

(ii) Αν το µ είναι επίσης α-κανονικό, τότε για κάθε p > 2,(∫
Rn
‖x‖

p

2dµ

)1/p

6
√
n +

γα

2
p.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι
∫
Rn
‖x‖22dµ = n και ‖u‖∗2 = ‖u‖2. Συνεπώς, η (i) προκύπτει

άµεσα από την (7.6.1) αν ϑέσουµε p = q = 2. Επιπλέον, από την (7.6.1) µε q = 2
παίρνουµε (∫

Rn
‖x‖

p

2dµ

)1/p

6
√
n + γ sup

‖u‖261

(∫
Rn
|〈u, x〉|pdµ

)1/p

6
√
n +

γα

2
p

χρησιµοποιώντας την α-κανονικότητα του µ και την υπόθεση ότι είναι ισοτροπικό. �

Παρατήρηση 7.6.6. Η ιδιότητα (i) παίζει ϐασικό ϱόλο στις αποδείξεις των εκτιµήσεων λε-
πτού δακτυλίου. Επίσης, η ανισότητα του Παούρη ισχυρίζεται ότι οι ϱοπές της Ευκλείδειας
νόρµας για άρτια ισοτροπικά λογαριθµικά κοίλα µέτρα ϕράσσονται από C(p +

√
n). ΄Ε-

τσι, από την Εικασία 7.6.4 ϑα προέκυπταν τόσο το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα όσο και η
ανισότητα του Παούρη.

7.6.1 Η unconditional περίπτωση

Θεωρούµε ένα unconditional ισοτροπικό λογαριθµικά κοίλο µέτρο µ στον Rn και εξετάζου-
µε το πρόβληµα της σύγκρισης ασθενών και ισχυρών ϱοπών, δηλαδή αν για κάθε νόρµα
‖ · ‖ στον Rn και για κάθε p > 1,(∫

‖x‖pdµ(x)
)1/p

6 C1

∫
‖x‖dµ(x) + C2 sup

‖y‖∗61

(∫
|〈y, x〉|pdµ(x)

)1/p

,

όπου C1, C2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Ο Latała απέδειξε στο [80] το εξής σχεδόν
ϐέλτιστο αποτέλεσµα.
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Θεώρηµα 7.6.7 (Latała). ΄Εστω µ ένα unconditional λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας

στον Rn. Για κάθε νόρµα ‖ · ‖ στον Rn και για κάθε p > 1,(∫
‖x‖pdµ(x)

)1/p

6 C1

∫
‖x‖dνn(x) + C2 sup

‖y‖∗61

(∫
|〈y, x〉|pdµ(x)

)1/p

,

όπου ν είναι το εκθετικό µέτρο γινόµενο µε πυκνότητα dνn(x) = 1
2n e

−‖x‖1dx και C1, C2 > 0
είναι απόλυτες σταθερές.

Η απόδειξη ϐασίζεται σε ένα ϑεώρηµα του Talagrand: αν µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας
στον Rn µε πεπερασµένες p-ϱοπές για κάθε p > 0, για κάθε µη κενό υποσύνολο T του Rn

ορίζουµε

γµ(T ) = inf sup
t∈T

∞∑
n=0

‖〈πn+1(t) − πn(t), ·〉‖L2n (µ),

όπου το infimum είναι πάνω από όλες τις οικογένειες υποσυνόλων Tn ⊂ T και όλες τις
συναρτήσεις πn : T → Tn, n > 0, που ικανοποιούν τα εξής :

(i) card(T0) = 1, card(Tn) 6 22n για κάθε n > 1, και

(ii) lim
n→∞

πn(t) = t για κάθε t ∈ T .

Ο Talagrand απέδειξε στο [119] ότι αν νn είναι το εκθετικό µέτρο γινόµενο στον Rn τότε

(7.6.2) γνn (A) 6 C
∫

sup
y∈A

〈y, x〉dνn(x)

για κάθε συµµετρικό A ⊆ Rn.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.6.7. ΄Εστω A := K
◦ = {x ∈ Rn : ‖x‖∗ 6 1} το πολικό σώµα της

µοναδιαίας µπάλας της ‖ · ‖. Τότε, ‖x‖ = maxy∈A〈y, x〉 για κάθε x ∈ Rn. Σταθεροποιούµε
µια οικογένεια υποσυνόλων An ⊂ A και συναρτήσεις πn : A → An, n > 0, που ικανοποιούν
τα (i) και (ii).

΄Εστω p > 1. Επιλέγουµε n0 > 1 µε 2n0−1
< 2p 6 2n0 . ΄Εχουµε

‖x‖ = max
y∈A
〈y, x〉 6 max

y∈A
|〈πn0 (y), x〉| + max

y∈A

∞∑
n=n0

|〈πn+1(y) − πn(y), x〉|.

Τότε, (∫
‖x‖pdµ(x)

)1/p

=

(∫
max
y∈A
|〈y, x〉|pdµ(x)

)1/p

6

(∫
max
y∈A
|〈πn0 (y), x〉|pdµ(x)

)1/p

+

∫ max
y∈A

 ∞∑
n=n0

|〈πn+1(y) − πn(y), x〉|

p dµ(x)


1/p

.(7.6.3)
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Για τον πρώτο όρο γράφουµε

(∫
max
y∈A
|〈πn0 (y), x〉|pdµ(x)

)1/p

6

∫ ∑
y∈An0

|〈y, x〉|pdµ(x)


1/p

(7.6.4)

6 |An0 |
1/p max

z∈An0

(∫
|〈z, x〉|pdµ(x)

)1/p

6 16 max
z∈An0

(∫
|〈z, x〉|pdµ(x)

)1/p

6 16 max
‖z‖∗61

(∫
|〈z, x〉|pdµ(x)

)1/p

.

΄Εστω

R(t) =
{
x : max

y∈A

∞∑
n=n0

|〈πn+1(y) − πn(y), x〉| > t max
y∈A

∞∑
n=n0

‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖
L2n (µ)

}
.

Από την ανισότητα του Markov, για κάθε t > 16 έχουµε

µ(R(t)) 6 µ

 ∞⋃
n=n0

⋃
y∈A

{x : |〈πn+1(y) − πn(y), x〉| > t ‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖
L2n (µ)}


6

∞∑
n=n0

∑
z∈An−An+1

µ

(
{x : |〈z, x〉| > t ‖〈z, ·〉‖L2n (µ)}

)
6

∞∑
n=n0

|An | · |An+1|t
−2n

6
∞∑

n=n0

(8
t

)2n

6
(8
t

)2n0

+

∞∑
k=2n0+1

(8
t

)k
6 2

(8
t

)2n0

6 2
(8
t

)2p
.

Τότε, ∫ max
y∈A

 ∞∑
n=n0

|〈πn+1(y) − πn(y), x〉|

p dµ(x)


1/p

6 max
y∈A

∞∑
n=n0

‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖L2n (µ)

16 +

(
2p

∫ ∞

0
t
p−1

( 8
16 + t

)2p)1/p
6 32 max

y∈A

∞∑
n=n0

‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖L2n (µ).
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Αφού το µ είναι unconditional και ισοτροπικό, από το ϑεώρηµα σύγκρισης των Bobkov και
Nazarov [25] έχουµε

‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖L2n (µ) 6 C‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖L2n (νn )

για κάθε n > n0. Από την (7.6.2) έπεται ότι

max
y∈A

∞∑
n=n0

‖〈πn+1(y) − πn(y), ·〉‖L2n (µ) 6 C

∫
‖x‖dνn(x).

Συνδυάζοντας αυτήν την σχέση µε τις (7.6.3) και (7.6.4) παίρνουµε το συµπέρασµα. �

Παρατήρηση 7.6.8. Παρατηρήστε ότι για κάθε y ∈ Rn έχουµε ‖〈y, ·〉‖Lq(µ) 6 C‖〈y, ·〉‖Lq(νn ).
Αφού (∫

‖x‖pdν(x)
)1/p

'

∫
‖x‖dν(x) + sup

‖y‖∗61

(∫
|〈y, x〉|pdνn(x)

)1/p

,

έπεται ότι (∫
‖x‖pdµ(x)

)1/p

6 C

(∫
‖x‖pdνn(x)

)1/p

.

Παρατήρηση 7.6.9. Παρατηρήστε ότι για κάθε νόρµα ‖ · ‖ στον Rn έχουµε∫
‖x‖dνn(x) =

∫
E
n

2

∫ ∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi |xi |ei

∥∥∥∥∥∥∥dνn(x)dε

6

∫
max
16i6n

|xi |dνn(x) ·
∫
E
n

2

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiei

∥∥∥∥∥∥∥dε 6 C logn
∫
E
n

2

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiei

∥∥∥∥∥∥∥dε.
Αφού το µ είναι unconditional, από την ανισότητα του Jensen έχουµε επίσης∫

‖x‖dµ(x) =

∫
E
n

2

∫ ∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi |xi |ei

∥∥∥∥∥∥∥ dµ(x)dε

>

∫
E
n

2

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(εiEµ(|xi |))ei

∥∥∥∥∥∥∥ dε
> c

∫
E
n

2

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiei

∥∥∥∥∥∥∥ dε.
Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε το εξής :

Θεώρηµα 7.6.10. ΄Εστω ‖·‖ µια νόρµα στονRn. Τότε, για κάθε unconditional και ισοτροπικό

λογαριθµικά κοίλο µέτρο πιθανότητας µ στον Rn και για κάθε p > 1, έχουµε(∫
‖x‖pdµ(x)

)1/p

6 C

(logn)
∫
‖x‖dµ(x) + sup

‖y‖∗61

(∫
|〈y, x〉|pdµ(x)

)1/p .
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XXXIII, Lecture Notes in Math. 1709, Springer, Berlin (1999), 120-216.

[86] M. Ledoux, The geometry of Markov diffusion generators, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. 9 (2000),
305-366.

[87] M. Ledoux, The concentration of measure phenomenon, Mathematical Surveys and Monographs 89,
American Mathematical Society, Providence, RI (2001).

[88] M. Ledoux, Spectral gap, logarithmic Sobolev constant, and geometric bounds, Surveys in Differential
Geometry, vol. IX, Int. Press, Somerville (2004), 219-240.

[89] M. Ledoux and M. Talagrand, Probability in Banach spaces, Ergeb. Math. Grenzgeb., 3. Folge, Vol. 23
Springer, Berlin (1991).

[90] P. Li and S. T. Yau, On the parabolic kernel of the Schrödinger operator, Acta Math. 156 (1986),
153-201.
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