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Περίληψη

Η παρούσα εργασία εξετάζει τη µαθηµατική ϑεωρία των πλακοστρώσεων, µε έµ-
ϕαση στη διακριτή γεωµετρία και τη συνδυαστική. Ξεκινώντας από τις ϐασικές τοπο-
λογικές και γεωµετρικές έννοιες που διέπουν τις πλακοστρώσεις, µελετώνται οι ισο-
µετρίες, οι συµµετρίες και τα κριτήρια ταξινόµησης τόσο για µεµονωµένα πλακίδια
όσο και για ολόκληρες διατάξεις. Ακολούθως, παρουσιάζονται ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα
επέκτασης και εξετάζονται συνθήκες υπό τις οποίες συγκεκριµένα σχήµατα δύνανται
να πλακοστρώσουν το ευκλείδειο επίπεδο. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στις απεριοδικές
πλακοστρώσεις και την κατασκευή απεριοδικών πρωτοσυνόλων, µε αναφορά σε ση-
µαντικές συνεισφορές όπως των Robinson, Penrose και Taylor–Socolar. Η εργασία
κορυφώνεται µε τη µελέτη του απεριοδικού µονοπλακιδίου «Καπέλο», από πρόσφα-
το (2023) δηµοσιευµένο άρθρο των Smith, Myers, Kaplan και Goodman-Strauss,
το οποίο επιλύει ένα µέχρι πρόσφατα ανοικτό πρόβληµα της ϑεωρίας, επιβεβαιώνο-
ντας τη δυνατότητα απεριοδικής πλακόστρωσης µε ένα µόνο πλακίδιο. Αναλύονται
οι γεωµετρικές και υπολογιστικές ιδιότητες του σχήµατος, καθώς και οι µεθοδολο-
γίες απόδειξης της απεριοδικότητάς του. Η µελέτη εντάσσεται στο ευρύτερο πλαίσιο
της αλληλεπίδρασης τέχνης, γεωµετρίας και υπολογισιµότητας, αναδεικνύοντας τη
διεπιστηµονική ϕύση της σύγχρονης µαθηµατικής έρευνας στον τοµέα των πλακο-
στρώσεων.

Λέξεις Κλειδιά

Πλακόστρωση, Απεριοδικότητα, Πρωτοπλακίδιο, Συµµετρίες, Ισοµετρίες, ∆ιακρι-
τή Γεωµετρία, Συνδυαστική, Υπολογισιµότητα, Μονοπλακίδιο, Πολύγωνα, Καπέλο,
Απεριοδικό Μονοπλακίδιο, Ψευδοκρύσταλλοι, Οµάδες συµµετρίας
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Abstract

This thesis investigates the mathematical theory of tilings, with an emphasis
on discrete geometry and combinatorics. Beginning with the fundamental topo-
logical and geometric concepts underlying tilings, we explore isometries, symme-
tries, and classification criteria for both individual tiles and entire configurations.
We then present key extension theorems and examine the conditions under wh-
ich specific shapes can tile the Euclidean plane. Particular attention is devoted
to aperiodic tilings and the construction of aperiodic protosets, with reference to
significant contributions by Robinson, Penrose, and Taylor–Socolar. The study
culminates in the analysis of the aperiodic monotile (the "Hat"), from a recently
(2023) published paper by Smith, Myers, Kaplan and Goodman-Strauss, whi-
ch resolves a long-standing open problem in tiling theory by demonstrating the
possibility of aperiodic tiling using a single tile. We analyze the geometric and
computational properties of this shape, along with the proof techniques that esta-
blish its aperiodicity. This research is framed within the broader context of the
interplay between art, geometry and computability, emphasizing the interdiscipli-
nary nature of contemporary mathematical inquiry into tilings.

Keywords

Tiling, Aperiodicity, Prototile, Symmetries, Isometries, Discrete Geometry, Com-
binatorics, Computability, Monotile, Polygons, Hat, Aperiodic Monotile, Quasicry-
stals, Symmetry Groups

MSC Classification Codes:

• 52C20 (Tilings in 2 dimensions)

• 52C23 (Quasicrystals, aperiodic tilings)

• 05B45 (Combinatorial aspects of tilings)
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Πρόλογος

Η παρούσα εργασία εκπονήθηκε στο πλαίσιο των υποχρεώσεων για την απόκτηση
του ∆ιπλώµατος της Σχολής.

Στόχος της διπλωµατικής είναι, µέσα από την εξερεύνηση των πλακοστρώσεων
και της µαθηµατικής ϑεωρίας που τις διέπει, να αναδείξει τη σύγχρονη µαθηµατική
έρευνα στον τοµέα της ∆ιακριτής Γεωµετρίας και της Συνδυαστικής, µε έµφαση στη
Θεωρία Πλακοστρώσεων. Το πεδίο αυτό συνδυάζει την τέχνη µε την οµορφιά των µα-
ϑηµατικών, µε τις πλακοστρώσεις να αποτελούν χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτής
της σύνδεσης.

Αρχικά, παρουσιάζεται ένα ιστορικό πλαίσιο που αποτυπώνει τη στενή αλληλε-
πίδραση µεταξύ τέχνης και µαθηµατικών, όπως αυτή διαφαίνεται µέσα από τα έργα
καλλιτεχνών και µαθηµατικών διαχρονικά. Αυτό το υπόβαθρο συµβάλλει στην κατα-
νόηση του τρόπου µε τον οποίο η τέχνη έχει επηρεάσει την εξέλιξη των µαθηµατικών
και αντιστρόφως.

Στη συνέχεια, ϑεµελιώνονται οι ϐασικοί ορισµοί και έννοιες που σχετίζονται µε τις
πλακοστρώσεις. Εξετάζονται οι διάφορες κατηγορίες πλακοστρώσεων και επισηµαί-
νονται οι σηµαντικότερες ιδιότητές τους. Μέσα από αυτήν την ανάλυση, εκτιµάται ο
τρόπος µε τον οποίο η µαθηµατική ϑεωρία περιγράφει αυτά τα πολύπλευρα καλλι-
τεχνήµατα και συµβάλλει στην απάντηση ερωτηµάτων σχετικών µε αυτά.

Αφού εδραιωθεί η ϐασική ϑεωρία, παρουσιάζονται ορισµένα Θεωρήµατα Επέκτα-
σης, τα οποία ϑα αποτελέσουν χρήσιµα εργαλεία για την ανάπτυξη της Θεωρίας Απε-
ϱιοδικών Πλακοστρώσεων, µε αναφορά στις κατασκευές απεριοδικών πρωτοσυνόλων
των Robinson, Penrose και Taylor–Socolar.

Ακολούθως, εξετάζεται αναλυτικά η λύση ενός µέχρι πρότινος ανοιχτού προ-
ϐλήµατος στον τοµέα των απεριοδικών πλακοστρώσεων: η εύρεση απεριοδικού µο-
νοπλακιδίου. Η ανάλυση αυτή αναδεικνύει τις µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν για
την επίλυση του προβλήµατος, του οποίου η λύση δηµοσιεύτηκε µόλις τον Μάρτιο
του 2023 [132], και αποτέλεσε την κύρια αφορµή για την επιλογή του ϑέµατος της
παρούσας εργασίας.

Γίνεται, επίσης, αναφορά στη ϐαθιά σύνδεση µεταξύ πλακοστρώσεων και της
Θεωρίας Υπολογισιµότητας, ενός ϐασικού κλάδου της Μαθηµατικής Λογικής και της
Επιστήµης των Υπολογιστών. Η προσέγγιση αυτή αναδεικνύει τους απροσδόκητους
αλλά γόνιµους δεσµούς µεταξύ ϕαινοµενικά ανόµοιων πεδίων και υπογραµµίζει τη
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Πρόλογος

διεπιστηµονική ϕύση της σύγχρονης µαθηµατικής σκέψης.
Κύρια πηγή αναφοράς στην εργασία είναι το ϐιβλίο Tilings and Patterns [63]

των Branko Grünbaum (1929–2018) και Geoffrey Shephard (1927–2016), ένα µνη-
µειώδες έργο στην περιοχή των πλακοστρώσεων, το οποίο συγκέντρωσε σε ενιαίο
τόµο την έως τότε διασκορπισµένη ϐιβλιογραφία περί µοτίβων και πλακοστρώσεων.
Επίσης, ϐασική πηγή αποτελεί το πρόσφατο σύγγραµµα The tiling book: An intro-

duction to the mathematical theory of tilings [1] του Colin Adams (1956–), από το
οποίο προέρχονται και τα περισσότερα σχήµατα που παρουσιάζονται στην εργασία.

Τέλος, σηµειώνεται ότι τα διαγράµµατα πλακοστρώσεων που παρουσιάζονται στην
εργασία αποτελούν αποσπάσµατα — ενδεικτικά δείγµατα των αντίστοιχων πλακο-
στρώσεων. Συνεπώς, πρέπει να ερµηνευθούν ως τυχόντα επιλεγµένα µέρη που ο
αναγνώστης µπορεί να επεκτείνει ϑεωρητικά επ’ άπειρον προς όλες τις κατευθύν-
σεις. Η δυνατότητα αυτής της επέκτασης δεν είναι, ωστόσο, καθόλου προφανής στην
περίπτωση των απεριοδικών πλακοστρώσεων που ϑα µελετήσουµε στη συνέχεια.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Μαθηµατικά και Τέχνη

Η αλληλεπίδραση µεταξύ µαθηµατικών και τέχνης είναι µια συναρπαστική και
πολύπλοκη σχέση που περιλαµβάνει ποικίλες πτυχές της ανθρώπινης εφευ-

ϱετικότητας και έκφρασης. Οι άνθρωποι διαθέτουν µια ξεχωριστή ικανότητα να δια-
κρίνουν µοτίβα και να εκτιµούν την αισθητική στο περιβάλλον τους. Η διερεύνηση
των µοτίβων χρησιµεύει ως ϑεµελιώδης πυλώνας των µαθηµατικών, ενώ οι λάτρεις
της τέχνης συχνά διενεργούν αναζητήσεις για να αποκαλύψουν τα µοτίβα µέσα στα
έργα τέχνης και τα εξελισσόµενα ϑέµατα που διαπλέκουν το έργο ενός καλλιτέχνη.

1.1.1 Μαθηµατικά: η επιστήµη των µοτίβων

Ακριβώς όπως τα µοτίβα διαπλέκονται µε τα πεδία των µαθηµατικών και της
τέχνης, παίζουν επίσης ϐαθύτατο ϱόλο στην αρχιτεκτονική του κόσµου µας.

Τα µαθηµατικά, που συχνά αναφέρονται ως η επιστήµη των µοτίβων ([122, σελ. 76]
και [139]) γίνονται ο ϕακός µέσω του οποίου µπορούµε να κατανοήσουµε και να
ερµηνεύσουµε τις περίπλοκες δοµές που µας περιβάλλουν. Η αναζήτηση ενός µα-
ϑηµατικού περιλαµβάνει τη διάκριση µοτίβων στους αριθµούς, στο χώρο, στην επι-
στήµη και στη ϕαντασία. Αυτά τα µοτίβα συνδέονται µεταξύ τους µέσω συναρτήσεων,
τελεστών και µορφισµών, σχηµατίζοντας µόνιµες µαθηµατικές δοµές. Οι µαθηµατι-
κές ϑεωρίες εξηγούν τις σχέσεις µεταξύ των µοτίβων, επιτρέποντας την εξήγηση και
την πρόβλεψη των ϕυσικών ϕαινοµένων. Η έλευση των υπολογιστών διευρύνει την
εξερεύνηση αυτών των µοτίβων, κατ΄ αναλογία µε τα τηλεσκόπια και τα µικροσκόπια
για την επιστήµη. Η µαθηµατική ανακάλυψη ξεκινά µε τον εντοπισµό µοτίβων στα
δεδοµένα, που οδηγεί στη γενίκευση και την αφαίρεση, σχηµατίζοντας ϑεωρίες που
συνδέουν µοτίβα σε διαφορετικούς τοµείς. Αυτή η εγγενής εστίαση στα µοτίβα συµ-
ϐάλλει στην αξιοσηµείωτη αποτελεσµατικότητα των µαθηµατικών στην επιστηµονική
έρευνα [139, σελ. 616].
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Τα αρχιτεκτονικά σχέδια απ΄ την άλλη, που καθοδηγούνται από µοτίβα και αρ-
χές, είναι κάτι περισσότερο από χρηστικές κατασκευές- ενσαρκώνουν την ίδια την
ουσία της ανθρώπινης σκέψης και καινοτοµίας. Από τις σχολαστικές συµµετρίες
που κοσµούν τα αρχαία µνηµεία µέχρι τις γοητευτικές γεωµετρίες που κοσµούν
τους σύγχρονους ουρανοξύστες, τα µοτίβα δίνουν το έναυσµα για αρχιτεκτονικά α-
ϱιστουργήµατα που αποτελούν απόδειξη της ανθρώπινης εφευρετικότητας. Αυτά τα
αρχιτεκτονικά µοτίβα, όπως τα νήµατα που υφαίνονται στον ιστό του οικοδοµηµένου
µας περιβάλλοντος, αντικατοπτρίζουν όχι µόνο τη µαθηµατική ακρίβεια αλλά και
τις πολιτιστικές αφηγήσεις και τις κοινωνικές αξίες. Γεφυρώνουν το χάσµα µεταξύ
του αφηρηµένου και του απτού, υπερβαίνοντας την απλή λειτουργικότητα για να
προκαλέσουν συναισθήµατα, να διηγηθούν ιστορίες και να εµπνεύσουν δέος.

(αʹ) Ροµβο-κυβο-οκτάεδρο

(ϐʹ) Ροµβο-κυβο-οκτάεδρο
επαυξηµένο τετµηµένο

Εικόνα 1.1: Σχέδια του da Vinci στο ϐιβλίο του Pacioli [112]

Επανερχόµενοι τώρα στο δίπτυχο µαθηµατικά-τέχνη, ο ορισµός της τέχνης και
η χάραξη των ορίων της αποδεικνύεται µια πολύπλευρη και ενίοτε αµφιλεγόµενη
προσπάθεια. Ενώ µπορεί να υπάρχουν ερωτήµατα σχετικά µε το κατά πόσον συγκε-
κριµένα ϕυσικά ϕαινόµενα, όπως οι µελωδικοί ήχοι που εκπέµπουν οι ϕάλαινες,
µπορούν να χαρακτηριστούν ως τέχνη, ο ϱόλος της τέχνης ως δίαυλος επικοινωνίας
για την ανθρωπότητα παραµένει αδιαµφισβήτητος. Η τέχνη συχνά διαπλέκεται µε τις
έννοιες της οµορφιάς, της συναισθηµατικής απήχησης και της µετάδοσης αληθειών,
απηχώντας τα ίδια τα κίνητρα που ωθούν τους µαθηµατικούς στην εξερεύνηση των
µαθηµατικών πεδίων [138][95, σελ. 468].

Τα µαθηµατικά έχουν αναµφισβήτητα αφήσει το αποτύπωµά τους στο χώρο της
τέχνης, προσφέροντας ϐοήθεια στους καλλιτέχνες µε ποικίλους τρόπους. Οραµα-
τιστές όπως ο Luca Bartolomeo de Pacioli (π. 1447 – 1517) µε τον Leonardo di
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(αʹ) [43, σελ. 185]

(ϐʹ) [43, σελ. 181]

Εικόνα 1.2: Σχέδια του Dürer

ser Piero da Vinci (1452 – 1519) (ϐλ. Εικ. 1.1), ο Albrecht Dürer (1471 – 1528)
(ϐλ. Εικ. 1.2) και ο Maurits Cornelis Escher (1898 – 1972) (ϐλ. Εικόνες 1.3,1.4)
ενσωµάτωσαν απρόσκοπτα τη µαθηµατική σκέψη στις δηµιουργικές τους διαδικα-
σίες. Επιπλέον, οι µαθηµατικοί έχουν συνεισφέρει εργαλεία Ϲωτικής σηµασίας για
την εργαλειοθήκη του καλλιτέχνη, συµπεριλαµβανοµένων ϑεωρηµάτων που καθο-
ϱίζουν τα όρια της καλλιτεχνικής αναπαράστασης. Για παράδειγµα, η εισαγωγή
της γραµµικής προοπτικής έδωσε τη δυνατότητα στους καλλιτέχνες να απεικονίζουν
τρισδιάστατα αντικείµενα σε επίπεδες επιφάνειες µε αυξηµένο ϱεαλισµό.

1.1.2 Συµµετρία και Γεωµετρική Αφαίρεση

Η συµµετρία, ένα άλλο µαθηµατικό οικοδόµηµα, συντονίζεται αρµονικά µε τον
κόσµο της τέχνης, αποτελώντας ένα αναπόσπαστο κοµµάτι της γεωµετρίας

και της µαθηµατικής αισθητικής. Οι προσπάθειες του διακεκριµένου µαθηµατικού
Felix Klein (1849 – 1925) για την ταξινόµηση των γεωµετρικών µετασχηµατισµών σε
διάφορες γεωµετρίες έριξαν ϕως στην έννοια της συµµετρίας και αναδείχθηκαν σε µια
αναγκαία γέφυρα µεταξύ των µαθηµατικών και της τέχνης. Οι πολυδιάστατες συµ-
µετρίες του εικοσαέδρου, όπως παρουσιάστηκαν στο κλασικό έργο του Lectures on

the Icosahedron and the Solution of Equations of the Fifth Degree [87], αντανακλούν
τον υπέροχο κόσµο των µορφών και των υποδοµών που εµπνέουν τους καλλιτέχνες.

Η εµβάθυνση στη σφαίρα των οµάδων και των συµµετριών, όπως παρουσιάζεται
στο έργο του Klein, διευκόλυνε την κατανόηση και την κατηγοριοποίηση µοτίβων στη
γεωµετρία και την τέχνη. Οι ανακαλύψεις του αποτέλεσαν σηµαντικό ϐήµα προς την
ανάπτυξη της ϑεωρίας των οµάδων και επηρέασαν ϐαθύτατα την κρυσταλλογραφία,
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καθώς και άλλους τοµείς της µαθηµατικής έρευνας.
Οι επαγγελµατίες της τέχνης, της αρχιτεκτονικής και του σχεδιασµού αξιοποιούν

συστηµατικά τη συµµετρία και τα µοτίβα στις προσπάθειές τους, χρησιµοποιώντας
επαναλαµβανόµενα µοτίβα για να υφάνουν περίπλοκα ταπισερί σχεδιασµού. Ωστόσο,
είναι σκόπιµο να αναγνωρίσουµε ότι δεν εµπλουτίζουν συνειδητά όλοι οι καλλιτέχνες
τις δηµιουργίες τους µε µαθηµατικές έννοιες. Ο σύνδεσµος µεταξύ µαθηµατικών
και τέχνης αποτελεί γόνιµο έδαφος για εξερεύνηση και ανάπτυξη της έµπνευσης και
στους δύο τοµείς.

Εικόνα 1.3: Πλακοστρώσεις του υπερβολικού επιπέδου στο µοντέλο του δίσκου του
Poincaré. Σχέδια του Escher από [45, σελ. 126].

Μέσα από την οπτική γωνία των µαθηµατικών, ακόµη και τα ϕαινοµενικά πο-
λύπλοκα «µοτίβα Ϲωφόρου» (µοτίβα που επαναλαµβάνονται επ΄άπειρον σε µια διάστα-
ση) µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε διακριτούς τύπους. Αυτή η ανακάλυψη, που
χρονολογείται από τις συνεργατικές προσπάθειες των George Pólya (1887 - 1985)
[117], Paul Niggli (1888 – 1953) [107] και Andreas Speiser (1885 - 1970) [137]
και παρουσιάζεται συγκεντρωτικά στο The Symmetries of Things [37, σελ. 67-68],
έδειξε πώς η µαθηµατική ϑεωρία οµάδων µπορεί να ταξινοµήσει τα διάφορα µοτίβα
Ϲωφόρου σε 7 ϑεµελιώδεις κατηγορίες τις οποίες ϑα µελετήσουµε στην συνέχεια στο
Κεφάλαιο 2.4. Αυτή η αλλαγή προτύπου δείχνει πώς η διάκριση µοναδικών ιδιο-
τήτων µπορεί να διαφοροποιήσει ϕαινοµενικά παρόµοια σχέδια, οδηγώντας σε µια
ϐαθύτερη κατανόηση των µαθηµατικών συµµετριών.

Στα τέλη του 19ου αι. σηµειώθηκε επίσης σηµαντική πρόοδος στην ταξινόµηση
των οµάδων δισδιάστατης και τρισδιάστατης κρυσταλλογραφίας, η οποία έπαιξε κα-
ϑοριστικό ϱόλο στην κατανόηση των επαναλαµβανόµενων µοτίβων [77]. Η ταξινόµηση
αυτή, µε επικεφαλής τους αξιόλογους επιστήµονες Evgraf Fedorov (1853 – 1919),
Arthur Moritz Schoenflies (1853 – 1928) και William Barlow (1845 – 1934) -που
έδρασαν ανεξάρτητα-, οδήγησε στον προσδιορισµό 17 οµάδων ταπετσαρίας στις δύο
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διαστάσεις και 230 οµάδων κρυσταλλογραφίας στις τρεις διαστάσεις. Οι 17 οµάδες
ταπετσαρίας παρουσιάζονται συγκεντρωτικά στο Tessellations [46, σελ. 60-65] και
ϑα τις συζητήσουµε επίσης στη συνέχεια στο Κεφάλαιο 2.4.

Το πρόβληµα της κατανόησης των κρυσταλλογραφικών οµάδων υψηλοτέρων δια-
στάσεων πρέπει να ήταν αρκετά σηµαντικό, διότι αποτελούσε ένα µέρος του προ-
ϐλήµατος 18 των προβληµάτων που έθεσε ο David Hilbert (1862 – 1943) στο ∆ιεθνές
Συνέδριο Μαθηµατικών στο Παρίσι το 1900. Είχε προτείνει 23 προβλήµατα για την
εστίαση της µαθηµατικής έρευνας. Το ερώτηµά του στο 18ο πρόβληµα ήταν [71,
σελ. 467]:

Υπάρχει στον n-διάστατο Ευκλείδειο χώρο µόνο ένας πεπερασµένος αριθ-
µός ουσιαστικά διαφορετικών ειδών οµάδων κινήσεων µε µια ϑεµελιώδη
περιοχή ;

Οι περιπτώσεις δύο και τριών διαστάσεων ήταν γνωστές, αλλά καµία περίπτωση µε-
γαλύτερης διάστασης. Το πρόβληµα λύνεται το 1910 από τον (µετέπειτα ναζί1) µαθη-
µατικό Ludwig Bieberbach (1886 – 1982), ο οποίος αποδεικνύει την ύπαρξη µόνο
πεπερασµένου πλήθους τέτοιων οµάδων σε οποιαδήποτε διάσταση. Χωρίς όµως να
προσδιορίζει τον ακριβή αριθµό τους για κάθε διάσταση.

(αʹ) Κόµβοι trefoil [91, Εικ.
264]

(ϐʹ) Λωρίδες του Möbius, παράδειγµα µη προσανατολίσιµης
επιφάνειας [45, σελ. 64]

Εικόνα 1.4: Σχέδια του Escher

1Το 1933 εντάσσεται στα Τάγµατα Εφόδου και το 1937 στο Ναζιστικό Κόµµα. Συµµετείχε ενεργά
στις προσπάθειες αποποµπής από τις ϑέσεις τους των Εβραίων συναδέλφων του Edmund Landau
(1877 – 1938) και Issai Schur (1875 – 1941)· µε τον τελευταίο είχαν συνεργαστεί για πάνω από
µια δεκαετία και είχαν συγγράψει άρθρο το 1928 [123, σελ. 130]. Το 1936 ιδρύει µε τον επίσης
ναζί µαθηµατικό Theodor Vahlen (1869 – 1945) το µαθηµατικό περιοδικό ῾῾Deutsche Mathematik᾿᾿
όπου εκτός των µαθηµατικών άρθρων είχε σαφείς ιδεολογικές προκυρήξεις [123, σελ. 133]. Το
1945 ο Bieberbach απολύθηκε από όλες τις ακαδηµαϊκές του ϑέσεις λόγω της υποστήριξής του
στο ναζισµό. Παρόλα αυτά το 1949 ο Alexander Ostrowski (1893 – 1986) συνηγορώντας υπέρ της
συµβολής του στον τοµέα των µαθηµατικών τον προσκαλεί ως επισκέπτη καθηγητή για ένα εξάµηνο
στο Πανεπιστήµιο της Βασιλείας στο τέλος του οποίου διοργανώνει σεµινάριο [49, σελ. 263].
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Η γεωµετρική τέχνη, µε την ισορροπία των σχηµάτων και των χρωµάτων της, πα-
ϱέχει έναν καµβά για µαθηµατική εξερεύνηση. Ο M.C. Escher, που προαναφέραµε,
µια ϕωτεινή προσωπικότητα σε αυτόν τον τοµέα, προσέγγισε το έργο του µε µαθηµα-
τική περιέργεια, δηµιουργώντας οπτικά συναρπαστικά έργα που έπαιζαν µε απίθανα
αντικείµενα και περίπλοκα ψηφιδωτά. Η συνεργασία του µε τον µαθηµατικό Harold
Scott MacDonald Coxeter (1907 – 2003) είχε ως αποτέλεσµα καινοτόµες έννοιες,
όπως τις πλακοστρώσεις του υπερβολικού επιπέδου (ϐλ. Εικ. 1.3), που γεφύρω-
σαν την τέχνη και τη γεωµετρία. Ο Escher απεικόνισε επίσης κι άλλα ενδιαφέροντα
µαθηµατικά αντικείµενα όπως τον κόµβο trefoil (ϐλ. Εικ. 1.4αʹ), τον πιο απλό µη
τετριµµένο κόµβο, ή την λωρίδα του Möbius (ϐλ. Εικ. 1.4βʹ) ένα πολύ ενδιαφέρον
παράδειγµα µη προσανατολίσιµης επιφάνειας. Ο ίδιος ο καλλιτέχνης γράφει [44,
σελ. 6]:

Οι ϐασικές ιδέες στα έργα µου µαρτυρούν συχνά την έκπληξη και τον
ϑαυµασµό µου για τους νόµους της ϕύσης που εκδηλώνονται στον κόσµο
γύρω µας. ΄Οποιος διερωτάται ϑαυµάζοντας διαπιστώνει ότι η ίδια αυτή
διαδικασία είναι ϑαύµα. Αντιµετωπίζοντας µε πάθος τα περιρρέοντα αι-
νίγµατα και εξετάζοντας και αναλύοντας τις παρατηρήσεις µου, κατέληξα
στον τοµέα των µαθηµατικών. Αν και δεν έχω γνώσεις ούτε τριβή µε τις α-
κριβείς επιστήµες, συχνά διαπιστώνω ότι ταυτίζοµαι περισσότερο µε τους
µαθηµατικούς παρά µε τους συναδέλφους µου καλλιτέχνες.

Η επιρροή των έργων του Escher, µέχρι και τις µέρες µας, εµπνέει τους καλλιτέχνες
να δηµιουργήσουν έργα που αντανακλούν και ανταποκρίνονται στις µαθηµατικές
ιδέες.

Η σύνδεση µεταξύ τέχνης και µαθηµατικών επεκτείνεται σε ποικίλα καλλιτεχνικά
ϱεύµατα. Η εµφάνιση της γεωµετρικής αφαίρεσης τον 20ο αιώνα εγκαινίασε µια
νέα εποχή όπου καλλιτέχνες όπως µεταξύ άλλων ο Piet Mondrian (1872 – 1944), ο
Kazimir Malevich (1879 – 1935) και ο Wassily Kandinsky (1866 – 1944) αγκάλιασαν
τις γεωµετρικές µορφές και τη συµµετρία (ή την έλλειψη αυτής).

Οι συνθέσεις του Mondrian για παράδειγµα (ϐλ. Εικ. 1.5αʹ), µε επίκεντρο τα ορ-
ϑογώνια και τις ακριβείς διατάξεις τους, προκάλεσαν το ενδιαφέρον της µαθηµατικής
έρευνας σε έννοιες όπως τον τετραγωνισµό του τετραγώνου (squaring the square) -
ένα παζλ που εξετάζει την ανάλυση ενός τετραγώνου µε πλευρά N σε µικρότερα τε-
τράγωνα µε πλευρά ϕυσικό αριθµό. Αναφέρουµε ενδεικτικά και όχι αποκλειστικά
το Mrs Perkins's quilt[36]. Αυτή η ενσωµάτωση της γεωµετρίας στην τέχνη επιτρέπει
µια ϐαθιά εξερεύνηση της εσωτερικής αρµονίας και της συναισθηµατικής απήχησης
µε µέσο την οπτική αφαίρεση.

Ο Malevich δηµιούργησε το κίνηµα του Σουπρεµατισµού, το οποίο περιλάµβανε
αφηρηµένες γεωµετρικές µορφές, ϐλ. το γνωστό έργο του Εικ. 1.5βʹ. Ο Kandin-
sky (ϐλ. Εικ. 1.5γʹ), πρωτοπόρος στο χώρο της αφηρηµένης τέχνης, αναγνώρισε ότι

32

https://en.wikipedia.org/wiki/Squaring_the_square


1.1 Μαθηµατικά και Τέχνη

(αʹ) Composition II in Red,
Blue, and Yellow , 1930
[103]

(ϐʹ) Black Suprematic
Square, 1915 [93]

(γʹ) Circles in a Circle, 1923
[78]

Εικόνα 1.5: ΄Εργα από το ϱεύµα της γεωµετρικής αφαίρεσης, αρχές 20ου αι.

οι γεωµετρικές µορφές διαθέτουν µια µοναδική ικανότητα να επικοινωνούν συναι-
σθηµατικές αντιδράσεις, υπερβαίνοντας τα όρια της συµβατικής αναπαράστασης [79,
σελ. 65]. Πίστευε ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ γεωµετρικών στοιχείων και καλλι-
τεχνικής έκφρασης ϑα µπορούσε να ξεκλειδώσει νέες διαστάσεις δηµιουργικότητας
και να προκαλέσει ϐαθιά συναισθήµατα, όπως η µουσικότητα που ενυπάρχει στις
δικές του αφηρηµένες συνθέσεις [79, σελ. 115].

Συνολικά, η γεωµετρική αφαίρεση αντιπροσώπευε µια αφαίρεση περίτεχνων λέξε-
ων και εκφράσεων. Ο Kandinsky [79, σελ. 108], απηχώντας τις απόψεις του για
τη σύγκλιση της τέχνης και των µαθηµατικών, υποστήριξε ότι η πραγµατική δύναµη
της γεωµετρικής αφαίρεσης έγκειται στην ικανότητά της να αποστάζει πολύπλοκες
ιδέες σε κοµψές οπτικές διατάξεις, προωθώντας την απλότητα, τη συµµετρία και την
αίσθηση δυναµικής ισορροπίας στη ϕυσική αναπαράσταση.

Αυτή η δυναµική αλληλεπίδραση µεταξύ µαθηµατικών και τέχνης έχει σφυρη-
λατήσει ένα πλούσιο µωσαϊκό δηµιουργικότητας, αποκαλύπτοντας τους ποικίλους
τρόπους µε τους οποίους οι µαθηµατικές αρχές µπορούν να εµπνεύσουν και να
διαµορφώσουν την καλλιτεχνική έκφραση. Αυτή η συγχώνευση των κλάδων έχει ως
αποτέλεσµα µια αρµονική συµφωνία όπου οι µαθηµατικές έννοιες και τα καλλιτε-
χνικά οράµατα διαπλέκονται, καλλιεργώντας έναν ϐαθύ διάλογο που εµπλουτίζει και
τα δύο πεδία και προσφέρει νέες προοπτικές ευφάνταστης εξερεύνησης.

1.1.3 Πολύεδρα και Τοπολογία στην Τέχνη

Τα πολύεδρα, τρισδιάστατα σχήµατα που χαρακτηρίζονται από επίπεδες επι-
ϕάνειες που τέµνονται σε ευθείες ακµές, τα οποία γοήτευσαν τη ϕαντασία

τόσο των αρχαίων γεωµετρών όσο και των καλλιτεχνών της Αναγέννησης αναδύονται
ως µια ακόµη πτυχή αυτής της περίπλοκης σχέσης, γεφυρώνοντας τον κόσµο της
τέχνης και της γεωµετρίας. Τα Αρχιµήδεια στερεά, µια συλλογή κυρτών πολυέδρων
µε κανονικές πολυγωνικές έδρες, αποτελούν ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα. Ενώ
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ιστορικά έχουν τις ϱίζες τους σε έργο του Αρχιµήδη του Συρακούσιου (π. 287 –
π. 212 π.Χ.) -που δεν σώζεται- και του Πάππου του Αλεξανδρινού (4ος αι. µ.Χ.)
-όπου τα αναφέρει-, η πλήρης αναπαράστασή τους προέκυψε πολύ αργότερα µέσω
των σχολαστικών προσπαθειών του Johannes Kepler (1571 – 1630) [128][94, σελ.
56,58] (ϐλ. Εικ. 1.6αʹ).

(αʹ) Τα 13 Αρχιµήδεια στερεά

(ϐʹ) Τα 5 Πλατωνικά στερεά
και άλλα σχέδια

Εικόνα 1.6: Σχέδια του Kepler στο [84, Βιβ. ΙΙ, σελ. 62,64]

Ο όρος Πλατωνικά στερεά αποδίδεται στα πολύεδρα µε κανονικές και ίδιες έδρες,
ονοµασία που προέρχεται από τον Πλάτωνα (427-347 π.Χ.), ο οποίος τα απαθανάτισε
στο έργο του «Τίµαιος». Στο πλαίσιο αυτού του διαλόγου, ο Πλάτωνας εξέθεσε την
αντίληψή του για τα ϑεµελιώδη «στοιχεία» που συνθέτουν το σύµπαν: γη, αέρας,
ϕωτιά και νερό. Ο «Τίµαιος» του Πλάτωνα πρότεινε ότι οι γεωµετρικές δοµές που
διέπουν τα µικρότερα σωµατίδια αυτών των στοιχείων αντιστοιχούν στον κύβο, το
οκτάεδρο, το τετράεδρο και το εικοσάεδρο, αντίστοιχα. Το πέµπτο κανονικό στερεό,
το δωδεκάεδρο, το απέδωσε στον αιθέρα (ή αλλιώς στον κόσµο, λατ. quinta essentia:
«πέµπτη ουσία») [129, σελ. 5]. Αυτή η αντιστοίχηση των κανονικών στερεών µε τα
ϑεµελιώδη στοιχεία κατάφερε να διεγείρει τη ϕαντασία καλλιτεχνών, από την εποχή
του Πλάτωνα µέχρι τη σύγχρονη εποχή.

Η ϐαθιά περιέργεια του Kepler για τις έννοιες αυτές ϕαίνεται έντονα στην έκδοση
[84] του 1619, η οποία διαθέτει µια διάσηµη εικονογράφηση. Στην Εικ. 1.6βʹ, το
ανώτερο τµήµα (Mm) απεικονίζει την προσπάθειά του να γεµίσει το επίπεδο χρησι-
µοποιώντας ποικίλα πολύγωνα, συµπεριλαµβανοµένου ενός δωδεκαγώνου που περι-
κλείεται από εξάγωνα και τετράγωνα. Αµέσως µετά, παρουσιάζεται η αναπαράσταση
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ενός τετραέδρου, το οποίο διαδέχονται τα διπλά ηµίσεα ενός οκταέδρου (Oo), απο-
δεικνύοντας ουσιαστικά τη σύνθεση του οκταέδρου ως δύο τετραγωνικές πυραµίδες
ενωµένες ϐάση µε ϐάση. Ο Kepler παρουσιάζει επιδέξια το δωδεκάεδρο (Rr), χωρι-
σµένο σε δύο τµήµατα κατά µήκος δέκα ακµών. Ο κύβος (Qq) διαιρείται από ένα
λοξό εξάγωνο, και µε έξυπνο τρόπο, αυτά τα δύο ηµίσεα ανασυνθέτουν αρµονικά τον
κύβο. Ο Kepler απεικονίζει επίσης οπτικά το εικοσάεδρο (Pp), µε την αφαίρεση του
άνω και του κάτω καπακιού του, αποκαλύπτοντας ένα πενταγωνικό αντιπρίσµα που
ϕωλιάζει ανάµεσα σε δύο πενταγωνικές πυραµίδες. Εναλλακτικά, ο συνδυασµός του
αντιπρίσµατος µε τις πυραµίδες αναδηµιουργεί πλήρως το εικοσάεδρο.

Μια από τις αξιοσηµείωτες γνώσεις που άντλησε ο Kepler από την αρχαία ελλη-
νική γραµµατεία ήταν η σύνδεση των τεσσάρων πλατωνικών στερεών µε τα κλασικά
στοιχεία που αναφέραµε παραπάνω. ΄Οπως απεικονίζεται στην Εικ. 1.6βʹ:

• το τετράεδρο, που συµβολίζει τη ϕωτιά, κοσµείται από µια απεικόνιση ϕλογών,

• το οκτάεδρο, που αντιπροσωπεύει τον αέρα, διαθέτει την παρουσία πτηνών,

• το εικοσάεδρο ϕέρει έναν αστακό και ένα ψάρι, που συµβολίζουν το νερό και

• ο κύβος, που συνδέεται µε τη γη, παρουσιάζει ένα ϕτυάρι, µια τσάπα, ένα
καρότο και ένα δέντρο

Είναι ενδιαφέρον ότι το δωδεκάεδρο, χωρίς άµεση συσχέτιση µε τα στοιχεία, σχε-
διάστηκε για να συµβολίζει ολόκληρο το σύµπαν. Αυτή η ενδιαφέρουσα ιδέα ϐρίσκει
ένα παράλληλο στην ιαπωνική παράδοση, εµφανές σε ένα µοντέλο που κοσµείται µε
τα δώδεκα ιαπωνικά Ϲώδια, καθένα από τα οποία κοσµεί µια ξεχωριστή όψη [39, σελ.
42].

Η απεικόνιση στην Εικ. 1.6βʹ παρουσιάζει επιπλέον δύο αστεροειδή δωδεκάε-
δρα, τα οποία προκύπτουν από την επέκταση των όψεων του κυρτού δωδεκάεδρου.
Παρόλο που οι αναπαραστάσεις του Kepler για το µεγάλο αστεροειδές δωδεκάεδρο
(Tt) µπορεί να παρουσιάζουν µικρές αποκλίσεις, µεταφέρουν αποτελεσµατικά τη ϑε-
µελιώδη έννοια. Επιπλέον, το απλούστερο µικρό αστεροειδές δωδεκάεδρο (Ss) πα-
ϱουσιάζεται από δύο διαφορετικές οπτικές γωνίες. Αξίζει να σηµειωθεί το ψηφιδωτό
δάπεδο στην Ιταλία (ϐλ. Εικ. 1.7) που χρονολογείται από το 1420, το οποίο απει-
κονίζει αυτό το πολύεδρο, ενδεχοµένως προγενέστερο της ανακάλυψης του Kepler
κατά δύο αιώνες και αποδίδεται στον Paolo Uccello (1397-1475) [68].

Το ϑεµελιώδες έργο του Dürer για τη γεωµετρία, που δηµοσιεύθηκε το 1525,
µε τον εύστοχο τίτλο «Περί διδασκαλίας της µέτρησης µε κανόνα και διαβήτη» [43],
αποτελεί απόδειξη του πολύπλευρου ταλέντου του. Το τέταρτο τµήµα αυτού του έρ-
γου επικεντρώνεται στα πολύεδρα, περιλαµβάνοντας τα γνωστά Πλατωνικά στερεά, τα
Αρχιµήδεια στερεά και µια σειρά πολυέδρων που αποδίδονται µοναδικά στον ίδιο τον
Dürer. Η συµβολή αυτή αποτελεί ακρογωνιαίο λίθο στη µελέτη των πολυέδρων [110,
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Εικόνα 1.7: Μαρµάρινο ψηφιδωτό του µικρού αστεροειδούς δωδεκαέδρου
Βασιλική του Αγίου Μάρκου, Βενετία

Εικόνα 1.8: Κόλουρο τριγωνικό τραπεζόεδρο [149] στο χαρακτικό Melencolia I, 1514
[42]

σελ. 77]. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η γοητεία των πολυέδρων στον Dürer εµφανίστηκε
µια δεκαετία νωρίτερα, κυρίως µέσω της χρήσης ενός πρωτότυπου πολύεδρου στο
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περίφηµο χαρακτικό του Melencolia, ϐλ. Εικ. 1.8. Πρόκειται για το κόλουρο τριγω-
νικό τραπεζόεδρο ή αλλιώς επονοµαζόµενο «στερεό του Dürer» και αποτελείται από
6 πεντάγωνα (όπως αυτό που ϕαίνεται στην Εικ. 1.8) και 2 τρίγωνα. Στο ϐιβλίο του
παρουσίασε κάθε πολύεδρο σχεδιάζοντας ένα ανάπτυγµα για αυτό : ένα ξεδίπλωµα
της επιφάνειας σε µια επίπεδη διάταξη. Το ανάπτυγµα καθιστά τη γεωµετρία των
όψεων και τον αριθµό κάθε τύπου όψης άµεσα σαφή στο µάτι µε τρόπο που δεν το
κάνει ένα τρισδιάστατο σχέδιο, το οποίο αναγκαστικά κρύβει το µισό πολύεδρο. Πα-
ϱάδειγµα αναπτύγµατος από το ϐιβλίο του αποτελεί το σχέδιο στην Εικ. 1.9. Είναι
το ανάπτυγµα ενός πεπλατυσµένου κύβου το οποίο αποτελείται από έξι τετράγωνα
και 32 ισόπλευρα τρίγωνα.

Εικόνα 1.9: Πεπλατυσµένος κύβος [110, σελ. 78] και το ανάπτυγµά του [43, σελ.
155]

Για να καταφέρουµε να εκτιµήσουµε ένα ενδιαφέρον ανοικτό πρόβληµα που συ-
ναντάται στο ϐιβλίο του Dürer ϑα χρειαστούµε δύο ορισµούς : ανάπτυγµα πολυέδρου
και κυρτό πολύεδρο. Αν ϑέλαµε να ορίσουµε λίγο καλύτερα τι συνιστά το ανάπτυγ-
µα ενός πολυέδρου ϑα λέγαµε όπως στο Dürer’s Problem[110, σελ. 78] ότι είναι ένα
ξεδίπλωµα της επιφάνειας του πολύεδρου που παράγεται µε την κοπή του πολύε-
δρου κατά µήκος ορισµένων ακµών του και την ισοπέδωσή του σε ένα ενιαίο, µη
επικαλυπτόµενο κοµµάτι στο επίπεδο. Οι ϐασικές πτυχές αυτού του ορισµού είναι
οι εξής :

• το ανάπτυγµα είναι επίπεδο,

• είναι ένα ενιαίο κοµµάτι,
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• είναι το αποτέλεσµα της κοπής των ακµών του πολυέδρου: είναι ένα ξεδίπλωµα
των ακµών,

• είναι µη αυτο-επικαλυπτόµενο : τα µη κοµµένα σηµεία δεν ξεδιπλώνονται το
ένα πάνω στο άλλο

Αυτές οι τέσσερις ιδιότητες σηµαίνουν ότι µπορεί κανείς να κόψει ένα ανάπτυγµα
σχεδιασµένο στο χαρτί µε ψαλίδι, να το τσακίσει κατά µήκος των ακµών και να
ϕτιάξει το τρισδιάστατο πολύεδρο. Είναι λογικό να επιτρέπουµε την επαφή των ορίων
του σχήµατος, η οποία δεν εµποδίζει την αποκοπή του αναπτύγµατος µε ψαλίδι.
Αυτό που απαγορεύεται είναι η ουσιαστικότερη επικάλυψη, όταν σηµεία που δεν
ϐρίσκονται στο σύνορο του σχήµατος επικαλύπτονται στο επίπεδο.

΄Ενα σχήµα ονοµάζεται κυρτό όταν δεν έχει ένα ευθύγραµµο τµήµα µε τα δύο
ακραία σηµεία του εντός του σχήµατος και κάποιο σηµείο εκτός αυτού. ΄Ενα κυρτό
πολύγωνο για παράδειγµα είναι ένα κλειστό σχήµα στις δύο διαστάσεις αποτελού-
µενο από ευθείες ακµές, µε την ιδιότητα ότι αν περπατούσαµε πάνω στο σύνορο,
αντίθετα προς τη ϕορά των δεικτών του ϱολογιού, ϑα κάναµε µόνο αριστερές στρο-
ϕές σε κάθε κορυφή. Μια δεξιά στροφή ϑα αποτελούσε ένα «ϐαθούλωµα» που ϑα
επέτρεπε την κατασκευή του απαγορευµένου ευθυγράµµου τµήµατος. ΄Ενας άλλος
τρόπος να το δούµε αυτό είναι ότι η εσωτερική γωνία σε κάθε κορυφή ενός κυρτού
πολυγώνου είναι µικρότερη από π. Εάν η γωνία υπερβαίνει το π λέγεται κοίλη η
κορυφή. Ακριβώς όπως ένα κυρτό πολύγωνο δεν έχει κοίλες κορυφές, ένα κυρτό
πολύεδρο δεν έχει κοίλες ακµές : η εσωτερική δίεδρη γωνία µεταξύ των δύο επιφα-
νειών που συναντώνται σε κάθε ακµή ενός κυρτού πολύεδρου είναι µικρότερη από
π . Για τον κύβο, αυτή η δίεδρη γωνία είναι π/2 σε κάθε ακµή. ΄Ολα τα Πλατωνικά
και Αρχιµήδεια στερεά για παράδειγµα είναι κυρτά.

Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε το άλυτο ερώτηµα, επονοµαζόµενο [110, σελ.
78] ως «πρόβληµα του Dürer», παρόλο που δεν υπάρχει καµία ένδειξη ότι το ανα-
γνώριζε ως ισχυρισµό που χρειαζόταν απόδειξη :

Πρόβληµα του Dürer / Εικασία του Shephard:

Κάθε κυρτό πολύεδρο έχει ένα ανάπτυγµα;

Αυτό το πρόβληµα αποτελεί τρανό παράδειγµα της επιρροής και της στενής σύν-
δεσης της τέχνης µε τα µαθηµατικά, αφού µέσα από µια δηµιουργική διαδικασία
καταφέρνει να γεννήσει ενδιαφέροντα ερωτήµατα. Παρά τα σχεδόν 500 χρόνια που
πολλοί άνθρωποι σχεδιάζουν αναπτύγµατα για κυρτά πολύεδρα, κανείς δεν αντι-
µετώπισε παράδειγµα που δεν έχει ανάπτυγµα. Από την άλλη πλευρά, δεν υπάρ-
χει καµία απόδειξη ότι κάθε κυρτό πολύεδρο έχει ανάπτυγµα, παρά τις χρόνιες
προσπάθειες από τότε που το πρόβληµα διατυπώθηκε για πρώτη ϕορά ως αιχµη-
ϱό µαθηµατικό ερώτηµα στο Convex polytopes with convex nets[130, σελ. 390].
Αξιοµνηµόνευτα αποτελέσµατα περί του προβλήµατος είναι τα Affine unfoldings of
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convex polyhedra[50] και Every Combinatorial Polyhedron Can Unfold with Over-

lap[111]. Στο [50] αποδεικνύεται ότι κάθε κυρτό πολύεδρο έχει ένα ανάπτυγµα µετά
από έναν αφινικό µετασχηµατισµό, συγκεκριµένα υποσρτηρίζεται ότι δεν υπάρχει
κανένα συνδυαστικό εµπόδιο σε µια ϑετική επίλυση του προβλήµατος του Dürer,
και στο [111] µε εφαρµογή του Θεωρήµατος που αποδεικνύει (κάθε συνδυαστικό
πολύεδρο έχει µια υλοποίηση και ένα δέντρο αποκοπής που ξεδιπλώνει το πολύε-
δρο µε επικάλυψη, σε συνδυασµό µε το προηγούµενο αποτέλεσµα αναφέρεται ότι η
επίλυση του προβλήµατος του Dürer πρέπει να εστιάζει στη γεωµετρία και όχι στη
συνδυαστική δοµή των κυρτών πολυέδρων.

Σχήµα 1.1: Κυρτό πολύεδρο του οποίου οι 100 κορυφές είναι τυχαία κατανεµηµένες
στην επιφάνεια ενός ελλειψοειδούς. Ο κώδικας Mathematica στο Παράρτηµα Αʹ.

Μπορεί να ϕαίνεται σαν προφανές ότι ένα κυρτό πολύεδρο έχει ανάπτυγµα, ε-
πειδή όταν η επιφάνεια κόβεται και ισοπεδώνεται, «απλώνεται» και έτσι ϑα πρέπει
να υπάρχει άφθονος χώρος στο επίπεδο. Αυτό ισχύει σίγουρα για τα Πλατωνικά
και Αρχιµήδεια πολύεδρα που έχουν αποτελέσει το επίκεντρο της προσοχής για ε-
κατοντάδες χρόνια. Αλλά αυτή η διαίσθηση αποδυναµώνεται όταν εξετάζουµε πιο
περίπλοκα και ακανόνιστα κυρτά πολύεδρα, όπως για παράδειγµα ένα κυρτό πο-
λύεδρο του οποίου οι 100 κορυφές είναι τυχαία κατανεµηµένες στην επιφάνεια ενός
ελλειψοειδούς (ϐλ. Σχήµα 1.1). Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι σίγουρα κάθε
τετράεδρο -δηλαδή κάθε κυρτό πολύεδρο µε τέσσερις κορυφές- έχει ένα ανάπτυγµα.
Αυτό είναι αλήθεια (έχει αποδειχθεί [110, σελ. 79]), αλλά ακόµη και µε αυτή τη
γνώση δεν µπορούµε να πούµε κάτι πιο γενικό για όλα τα κυρτά πολύεδρα.

Συνεχίζοντας το ταξίδι στον κόσµο των αναπαραστάσεων των πολυέδρων, ειδικότε-
ϱα ο Escher παρουσίασε δηµιουργικά τα Πλατωνικά στερεά µε διάφορους τρόπους.
Η Εικ. 1.10αʹ, που εύστοχα αποκαλείται και «Πλατωνικό παζλ», ενσωµατώνει ευφυώς
µεταξύ άλλων και τα πέντε πλατωνικά στερεά [67]. Επιπλέον, η Εικ. 1.10βʹ απεικο-
νίζει ένα εικοσαεδρικό κουτί καραµέλας που κοσµείται µε την καλλιτεχνική διάθεση
του Escher µε χρήση ενός µοτίβου που είχε σχεδιάσει το 1941 [92, σελ. 27,28 , Εικ.
13]. Γράφει ο ίδιος σχετικά µε τα Πλατωνικά στερεά [91, σελ. 51]:

Συµβολίζουν την επιθυµία του ανθρώπου για αρµονία και τάξη, αλλά
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(αʹ) Stars, 1948, ξυλογραφία [91, Εικ. 152]

(ϐʹ) Εικοσάεδρο διακοσµηµένο, 1963
κουτί για γλυκά [124, σελ. 295]

Εικόνα 1.10: ΄Εργα του Escher µε πολύεδρα

ταυτόχρονα µε την τελειότητά τους του προκαλούν δέος στην συνειδη-
τοποίηση της δικής του ανικανότητας. Τα κανονικά πολύεδρα δεν είναι
εφευρέσεις του ανθρώπινου µυαλού, προϋπήρχαν της ανθρωπότητας.

(αʹ) Παζλ ϱοµβικό τριακοντάε-
δρο [35, Εικ. 151]

(ϐʹ) Γλυπτό δωδεκάεδρο από
λεύκα [69]

(γʹ) 4-διάστατο ανάλογο του
δωδεκαέδρου, που προβάλλε-
ται στον 3-χώρο [59]

Εικόνα 1.11: ΄Εργα σύγχρονων εµπνευσµένα από πολύεδρα

Στη σύγχρονη εποχή, η γοητεία των πολυέδρων συνεχίζει να γεφυρώνει τα πεδία
της τέχνης και των µαθηµατικών. Τα πολύπλοκα σχέδια παζλ του Stewart Coffin
(1930- ) (ϐλ. Εικ. 1.11αʹ), κατασκευασµένα από σπάνια ξύλα, ενσωµατώνουν τόσο
την εφευρετική επίλυση προβληµάτων όσο και την αισθητική οµορφιά, αντικατο-
πτρίζοντας τη γοητεία των ίδιων των πολυεδρικών µορφών. Παροµοίως, ο διπλός
ϱόλος του George Hart (1955- ) (ϐλ. Εικ. 1.11βʹ) ως µαθηµατικού και καλλιτέχνη
αναδεικνύει την ικανότητά του να συµβάλλει στη ϑεωρία των πολύεδρων, δηµιουρ-
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γώντας παράλληλα τέχνη εµπνευσµένη από αυτές τις δοµές. Η συνέργεια των συ-
ναρπαστικών παζλ και των µαθηµατικών εννοιών προκαλεί ϑαυµασµό, απηχώντας
την επίδραση της κληρονοµιάς του Escher. Η Bathsheba Grossman (1966- ) (ϐλ.
Εικ. 1.11γʹ), µια άλλη καλλιτέχνης που έλκεται από τα πολύεδρα, τη συµµετρία και
την τοπολογία, παρουσιάζει τη µοναδική καλλιτεχνική της οπτική, αναδεικνύοντας
τη διαρκή αλληλεπίδραση µεταξύ γεωµετρίας και καλλιτεχνικής έκφρασης.

Εικόνα 1.12: Rulpidon [88]

Το Rulpidon (ϐλ. Εικ. 1.12), ένα µοναδικό έργο τέχνης που δηµιούργησε ο καλ-
λιτέχνης Ulysse Lacoste (1981- ), είναι κάτι πολύ περισσότερο από ένα αντικείµενο
που γοητεύει οπτικά. Κάτω από το αινιγµατικό του εξωτερικό, αυτό το αντικείµενο
συνδυάζει την αρχιτεκτονική, τα µαθηµατικά, ακόµη και στοιχεία Ϲαχαροπλαστικής
και υψηλής ϱαπτικής [20], δηµιουργώντας µια πολυδιάστατη οπτική και πνευµατική
εµπειρία.

Στο επίκεντρο αυτού του καλλιτεχνικού έργου ϐρίσκονται οι γεωµετρικές έννοιες
των κυλίνδρων και των διατοµών. Μέσα από µια µοναδική προσέγγιση, ο καλλι-
τέχνης διερευνά πώς η γλυπτική και η αρχιτεκτονική µοιράζονται την ιστορία των
κυλίνδρων, τονίζοντας ιδιαίτερα τους κάθετα τεµνόµενους κυλίνδρους. Αυτή η δια-
µόρφωση µεταφράζεται οπτικά σε ένα τετράγωνο σε κάτοψη, ενώ σε πλάγια όψη
δηµιουργείται µια ψευδαίσθηση στρογγυλότητας. Ωστόσο, από διάφορες οπτικές
γωνίες, αναδύονται ωοειδή µοτίβα, δηµιουργώντας µια µοναδική οπτική εµπειρία.

Από γεωµετρική άποψη, το έργο ϐασίζεται στο στερεό Steinmetz, το στερεό που
προκύπτει από την τοµή δύο κυλίνδρων ίσης ακτίνας (r1) σε ορθές γωνίες. Εµ-
ϐαθύνοντας σε αυτές τις έννοιες, ο καλλιτέχνης µετατρέπει το στερεό Steinmetz σε
ένα γλυπτό έργο, παίζοντας µε τις διαστάσεις, τις τοµές και τα σχήµατα. Για να
αποκτήσουµε το Rulpidon τρυπάµε το στερεό του Steinmetz µε δύο ορθογώνιους
κυλίνδρους ίσης ακτίνας (r2) µε r2 < r1 όπως στο Σχ. 1.2.

Ως επιφάνεια µπορούµε να το αποκτήσουµε κολλώντας τα κοµµάτια που ϕαίνο-
νται στην Εικ. 1.13 και προφανώς είναι µια προσανατολίσιµη 2-πολλαπλότητα. Στην
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Σχήµα 1.2: Rulpidon από το στερεό Steinmetz [150] και [23]

τοπολογία όταν λέµε ότι µια προσανατολίσιµη επιφάνεια είναι γένους n εννοούµε ότι
η επιφάνεια στην οποία αναφερόµαστε είναι το συνδεδεµένο άθροισµα n τόρων [99,
σελ. 33]. Εξ ορισµού η σφαίρα S2 είναι γένους 0 (ϐλ. Σχ. 1.3).

Από τοπολογική άποψη, οι οπές που δηµιουργούνται στο Rulpidon από τους
εσωτερικούς κυλίνδρους το καθιστούν πιο ενδιαφέρον από ένα απλό στερεό Stein-
metz. ΄Οπως ένας τόρος µε τρεις οπές (ϐλ. Εικ. 1.3), το Rulpidon είναι µια επιφάνεια
γένους τρία. Με µια πρώτη απρόσεχτη µατιά ίσως δεν ϐλέπουµε αµέσως ότι το Rulpi-
don είναι µια επιφάνεια γένους τρία. Αντίθετα, τείνουµε να δούµε τέσσερις οπές σε
αυτήν. Αυτές οι ϕαινοµενικές οπές που λανθασµένα ϐλέπουµε αντιστοιχούν στα
σηµεία όπου οι εσωτερικοί κύλινδροι συνδέονται µε τους εξωτερικούς κυλίνδρους.
Για να µετρήσουµε µε ακρίβεια τον πραγµατικό αριθµό των οπών, χρησιµοποιούµε
µια νοητική διαδικασία ϑεωρώντας ολόκληρη την επιφάνεια σαν να ήταν εύπλα-
στος πηλός. Τώρα µεγαλώνοντας ένα από αυτά τα «σηµεία εξόδου» το τεντώνουµε
τοποθετώντας το γύρω από την υπόλοιπη επιφάνεια κι ύστερα το συνθλίβουµε και
παίρνουµε τον τόρο µε τρεις οπές.

Σχήµα 1.3: 2-πολλαπλότητες γένους 0,1,2 και 3 [3]

Η µαθηµατικός Sylvie Benzoni-Gavage, ως διευθήντρια του Ινστιτούτου Henri
Poincaré (IHP), ασχολήθηκε µε τον χρωµατισµό του Rulpidon [23] για να χρησιµο-
ποιηθεί ως το σήµα του Ινστιτούτου. Για να το κάνει ήθελε να χρησιµοποιήσει το
µικρότερο δυνατό πλήθος χρωµάτων έτσι ώστε όποιες και να ήταν οι περιοχές στις
οποίες ϑα διαµέριζε την επιφάνεια καµία από δύο γειτονικές περιοχές δεν ϑα είχε το
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ίδιο χρώµα και κάθε περιοχή ϑα γειτόνευε µε όλες τις άλλες. Το πρόβληµα είναι γνω-
στό στην Θεωρία Γράφων και ως Χρωµατισµός Χάρτη, στην συγεκριµένη περίπτωση
ήθελε να κατασκευάσει ένα πλήρη χάρτη. Σε οποιαδήποτε επιφάνεια, ένας χάρτης
είναι µια συλλογή µη επικαλυπτόµενων περιοχών που καλύπτουν ολόκληρη την ε-
πιφάνεια. ∆ύο περιοχές ονοµάζονται γειτονικές µεταξύ τους όταν µοιράζονται µια
οριακή γραµµή και όχι απλώς ένα σηµείο. ΄Ενας χάρτης είναι πλήρης εάν όλες οι
περιοχές του είναι γειτονικές µε όλες τις άλλες. Ο χρωµατισµός του χάρτη συνίσταται
στο να δοθεί ένα χρώµα σε κάθε περιοχή, έτσι ώστε δύο γειτονικές περιοχές να έχουν
διαφορετικό χρώµα [23, σελ. 554].

΄Ισως η πιο γνωστή περίπτωση του προβλήµατος Χρωµατισµού Χάρτη είναι στην
επιφάνεια της σφαίρας, για την οποία έχουµε το Θεώρηµα τεσσάρων χρωµάτων που
αποδείχτηκε το 1976 από τους Kenneth Appel (1932 - 2013) και Wolfgang Haken
(1928 - 2022): σε µια επιφάνεια γένους 0 κάθε χάρτης µπορεί να χρωµατιστεί µε
το πολύ 4 χρώµατα. Η αρχική εικασία έγινε από τον Francis Guthrie (1831 -
1899) το 1852 ως ερώτηση στον καθηγητή του Auguste De Morgan (1806 - 1871).
Αργότερα το 1890 ο Percy John Heawood (1861 - 1955) έκανε την εικασία για
επιφάνειες µεγαλύτερου γένους. Η εικασία έχει ως εξής : έστω f (g) =

⌊
7+
√

1+48g
2

⌋
, σε

µια επιφάνεια γένους g ≥ 1 ο ελάχιστος αριθµός χρωµάτων που χρειάζεται για να
χρωµατιστεί κάθε χάρτης είναι f (g). Ο Lothar Heffter (1862 - 1962) αποδεικνύει το
1891 ότι σε οποιαδήποτε επιφάνεια γένους g ≥ 1 κάθε χάρτης µπορεί να χρωµατιστεί
µε το πολύ f (g) χρώµατα και για 1 ≤ g ≤ 7 υπάρχει πλήρης χάρτης f (g) χρωµάτων.
Η απόδειξη της εικασίας ολοκληρώθηκε από τους Gerhard Ringel (1919 - 2008)
και John William Theodore Youngs (1910 - 1970) το 1968 όπου απέδειξαν ότι σε
οποιαδήποτε επιφάνεια γένους g ≥ 1 υπάρχουν χάρτες που χρειάζονται f (g) χρώµατα
[22, σελ. 13].

Εικόνα 1.13: Πλήρης χάρτης 9 χρωµάτων του Carlo Séquin στο Rulpidon [23]

Οπότε για το Rulpidon, και για κάθε επιφάνεια γένους 3, χρειαζόµαστε µε ϐάση
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τον τύπο f (3) = 9 χρώµατα. ΄Οπως ϕαίνεται και στο Un genre d’arc-en-ciel, le

Rulpidon enneachrome[22] η Benzoni-Gavage διαµέρισε και χρωµάτισε πρώτα τον
3-τόρο ακολουθώντας τα διαγράµµατα του Heffter και ακολούθως τον µετέτρεψε
µε την αντίστροφη διαδικασία που περιγράψαµε προηγουµένως στο Rulpidon. Το
αποτέλεσµα είναι εντυπωσιακό και µπορεί να ϐρεθεί ψηφιοποιηµένο στο [21].

Τελικά, το Rulpidon ενσαρκώνει την αρµονική σύγκλιση της τέχνης και των µα-
ϑηµατικών. Αποκαλύπτει πώς ϕαινοµενικά σύνθετες γεωµετρικές και τοπολογικές
έννοιες και αφηρηµένες ιδέες µπορούν να ενσωµατωθούν σε µια καλλιτεχνική δη-
µιουργία, προσφέροντας στους ϕιλότεχνους µια ξεχωριστή οπτική και πνευµατική
εµπειρία. Χάρη στην εφευρετικότητα του καλλιτέχνη και της µαθηµατικού, το Rulpi-
don γίνεται κάτι περισσότερο από ένα απλό γλυπτό ή ένα χρωµατιστό σήµα, αναδει-
κνύει την αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο πεδίων και πώς µπορούν να συνδυαστούν
για να δηµιουργηθεί ένα έργο τέχνης που προσκαλεί σε ϐαθύτερη σκέψη και ανα-
Ϲήτηση νοήµατος.

1.2 Γενεσιουργός Τέχνη και πλακοστρώσεις

1.2.1 Σύντοµη ιστορική αναδροµή

Στα χρονικά της ιστορίας της τέχνης, η έννοια της γενεσιουργού τέχνης έχει
ξεπεράσει τις εποχές, αντηχώντας µέσα στους αιώνες ως µια εγγενής πτυχή

της ανθρώπινης δηµιουργικής εφευρετικότητας.

Η γενεσιουργός τέχνη αναφέρεται σε κάθε καλλιτεχνική πρακτική κατά
την οποία ο καλλιτέχνης παραχωρεί τον έλεγχο σε ένα σύστηµα µε λει-
τουργική αυτονοµία που συµβάλλει ή καταλήγει σε ένα ολοκληρωµένο
έργο τέχνης. Τα συστήµατα µπορεί να περιλαµβάνουν οδηγίες ϕυσικής
γλώσσας, ϐιολογικές ή χηµικές διεργασίες, προγράµµατα υπολογιστών,
µηχανές, αυτοοργανώσιµα υλικά, µαθηµατικές πράξεις και άλλες διαδι-
καστικές εφευρέσεις [47, σελ. 154][113].

΄Ενα ταξίδι στο χρόνο συνυφαίνει έναν τάπητα µε συµµετρία, µοτίβα και γεωµε-
τρικά σχέδια, που κοσµούν αντικείµενα πέρα από τις απλές ανάγκες της επιβίωσης.
Μεταξύ διαφορετικών πολιτισµών, ακόµη και εκείνων που συχνά αναφέρονται ως
«πρωτόγονοι», περίπλοκα γεωµετρικά µοτίβα κοσµούν υφάσµατα και συµµετρικές
διατάξεις εξελίσσονται γύρω από κοµβικά σηµεία, εκδηλώνοντας µια κοινή παρόρ-
µηση για οπτική αρµονία. Ειδικότερα, η καλλιτεχνική ενσωµάτωση των πλακο-
στρώσεων αναδύεται ως µια σαγηνευτική εφαρµογή αφηρηµένων συστηµάτων που
κοσµούν σχολαστικά συγκεκριµένες επιφάνειες και εντάσσεται στα πλαίσια της υ-
ψηλά διατεταγµένης γενεσιουργού τέχνης [47, σελ. 158-159].
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Εικόνα 1.14: Blombos [47, σελ. 159, Christopher Henshilwood]

Η ιστορική συνέχεια της γενεσιουργού τέχνης συναντά µια αξιοσηµείωτη καµπή
στις αρχαιολογικές αποκαλύψεις του σπηλαίου Blombos, στη Νότια Αφρική. Από
το 1999 έως το 2000, µια πρωτοποριακή αποστολή, µε επικεφαλής τον αρχαιο-
λόγο Christopher Henshilwood, αποκάλυψε αρχαία αντικείµενα που αποπνέουν
µια γεωµετρική γοητεία [17]. Σκαλισµένα σε ϑραύσµατα κόκκινης ώχρας, αυτά τα
χαρακτικά (ϐλ. Εικ. 1.14), ηλικίας άνω των 70.000 ετών, έχουν µια αδιαµφισβήτητη
οµοιότητα µε ένα σχέδιο πλέγµατος που αποτελείται από τριγωνικά πλακίδια - µια
εντυπωσιακή απόδειξη της διαρκούς αισθητικής γλώσσας που έχει τις ϱίζες της στην
αφαίρεση.

Αυτή η πρώιµη εκδήλωση συστηµατικής γεωµετρικής σκέψης, ηθεληµένα χα-
ϱαγµένη σε επιφάνειες, προσφέρει µια ενδιαφέρουσα µατιά στη γένεση της γενε-
σιουργού τέχνης. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η αλληλεπίδραση περίπλοκων σχεδίων και
αλγοριθµικής εκτέλεσης εκτείνεται πέρα από την αρχαιότητα, καθώς σύγχρονα πα-
ϱαδείγµατα από τη χρυσή εποχή του Ισλάµ και καλλιτεχνικές προσωπικότητες του
20ού αιώνα µαρτυρούν την αλληλένδετη κληρονοµιά της µαθηµατικής εξερεύνησης
και της δηµιουργικής έκφρασης. ΄Ετσι, το ιστορικό ταξίδι της γενεσιουργού τέχνης
µάς καλεί να διερευνήσουµε τον διαρκή διάλογο µεταξύ των µαθηµατικών αρχών και
της ανεξίτηλης αναζήτησης του καλλιτέχνη για οπτική οµορφιά.

Σε αυτή τη συναρπαστική οδύσσεια, ανακαλύπτουµε τις ϱίζες της πλακόστρωσης
- µιας αρχαίας πρακτικής παλαιάς όσο και η ανθρώπινη κατοικία. Με τη γέννηση
της αρχιτεκτονικής, οι πέτρες στόλιζαν τα δάπεδα και τους τοίχους των κατοικιών,
µια απόδειξη της έµφυτης ανθρώπινης επιθυµίας για δηµιουργία. Καθώς τα χέρια
κοσκινίζουν τις πέτρες, επιλέγοντας σχήµατα και αποχρώσεις για να δηµιουργήσουν
περίπλοκα µοτίβα, γεννήθηκε η τέχνη της πλακόστρωσης, συνυφασµένη µε τον ι-
στό του πολιτισµού. Μια συµφωνία µοτίβων αναδύθηκε, απηχώντας την παγκόσµια
γλώσσα της τέχνης σε όλους τους πολιτισµούς και τις εποχές, αναδεικνύοντας τους
ποικίλους τρόπους µε τους οποίους η ανθρωπότητα προσπάθησε να αποτυπώσει την
οµορφιά στον απτό κόσµο.

Σε κάθε ανθρώπινη κοινωνία συναντάµε τη χρήση πλακοστρώσεων ή µοτίβων µε
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(αʹ) [5, σελ. 3]

(ϐʹ) [5, σελ. 4]

(γʹ) [5, σελ. 6]

(δʹ) [13]

Εικόνα 1.15: Ρωµαϊκά ψηφιδωτά, Οικία ∆ιονύσου, Κάτω Πάφος, Κύπρος,
τέλη 2ου αι. µ.Χ.

τον έναν ή τον άλλο τρόπο αλλά κάθε πολιτισµός δίνει έµφαση σε κάποιο άλλο χαρα-
κτηριστικό. Οι Ρωµαίοι και κάποιοι άλλοι Μεσογειακοί λαοί έκαναν ανθρωπόµορφα
πορτρέτα και σκηνές ϕύσης σε µωσαϊκά, όπως στις Εικόνες 1.16 της Οικίας του
Ευστολίου από τον Αρχαιολογικό Χώρο Κουρίου ή έκαναν ακόµη πιο περίτεχνα γε-
ωµετρικά σχήµατα όπως στις Εικόνες 1.15 της Οικίας του ∆ιονύσου και στις Εικόνες
1.17 της Οικίας του Αιώνα από τον Αρχαιολογικό Χώρο Νέας Πάφου. Οι Μαυριτανοί
και οι ΄Αραβες µετέφρασαν την καλλιτεχνική τους παρόρµηση σε πολύπλοκα γεωµε-
τρικά σχέδια µε τη χρήση πλακιδίων. Από τη µεγαλοπρεπή Αλάµπρα στην Ισπανία
(ϐλ. Εικ. Βʹ.2-Βʹ.5) µέχρι τις περίπλοκες προσόψεις των ϑρησκευτικών κτιρίων των
µουσουλµάνων (ϐλ. Εικ. Βʹ.1) , µια εκθαµβωτική σειρά γεωµετρικών σχεδίων κο-
σµούσε τοίχους και δάπεδα, αντικατοπτρίζοντας την µέθεξη των µαθηµατικών και
της τέχνης. Σε όλες τις περιπτώσεις οι πλακοστρώσεις εφαρµόστηκαν από την σύλ-
ληψη έως την εκτέλεσή τους από επιδέξιους και ευρηµατικούς τεχνίτες γοητευµένοι
από την εξειδικευµένη τεχνογνωσία και την αισθητική τους.

Τα µοτίβα, µια απόδειξη της ϱοπής της ανθρωπότητας προς το ϱυθµό και την
αρµονία, απαντώνται σε όλους τους πολιτισµούς και τις εποχές. Υφάσµατα, χαλι-
ά, σκεύη και όπλα µαρτυρούν τη συµφωνία των µοτίβων που κοσµούν τη Ϲωή µας.
Στην τέχνη της υφαντουργικής και της καλαθοπλεκτικής, τα νήµατα πλέκονται µε-
ταξύ τους για να δηµιουργήσουν µαγευτικά διαχρονικά σχέδια. Αυτά τα σχέδια,
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(αʹ) [40]

(ϐʹ) [142]

(γʹ) [41]

Εικόνα 1.16: Ρωµαϊκά ψηφιδωτά, Οικία Ευστολίου, Κούριον, Κύπρος,
τέλη 4ου - αρχές 5ου αι. µ.Χ.

αναπαραστατικά, στυλιζαρισµένα ή αφηρηµένα, απηχούν τις γεωµετρικές αρµονίες
που ενώνουν πολιτισµούς που διαχωρίζονται από γεωγραφία και εποχή. Ακόµη
πιο εκπληκτικό είναι ότι συχνά η δοµική σύνθεση αυτών των µοτίβων παρουσιάζει
συγγένεια, απόδειξη των παγκόσµιων (γεωµετρικών) αρχών που διέπουν την αλληλε-
πίδραση των σχηµάτων και της συµµετρίας.

Καθώς εξελίσσεται η ιστορία, αναδύεται µια ποικίλη σειρά από σχήµατα πλα-
κιδίων, σβήνοντας τα όρια µεταξύ πλακοστρώσεων και µοτίβων. Μεσαιωνικά πεζο-
δρόµια, τοίχοι και οροφές παρουσίαζαν µια πλούσια παλέτα δυνατοτήτων, που απει-
κονίζονταν µέσα από περίπλοκα σχέδια (ϐλ. Εικ. 1.4). Τα τετράγωνα και ορθογώνια
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(αʹ) [8] (ϐʹ) [7]

Εικόνα 1.17: Ρωµαϊκά ψηφιδωτά, Οικία Αιώνα, Κάτω Πάφος, Κύπρος, 4ος αι. µ.Χ.

Σχήµα 1.4: Μεσαιωνικές πλακοστρώσεις, 15ος αι. [63, σελ. 7]

πλακίδια, σήµερα πανταχού πλέον παρόντα, µαρτυρούν την προτίµηση της νεωτερι-
κότητας για δοµηµένα και µινιµαλιστικά σχέδια που δεν απαιτούν πολυπλοκότητα.
Ωστόσο, ακόµη και µέσα σε αυτή τη συµµετρία, η δηµιουργικότητα ευδοκιµεί, κα-
ϑώς οι δρόµοι είναι στρωµένοι µε καινοτόµα σχήµατα πλακιδίων που προσκαλούν
σε µαθηµατική εξερεύνηση.

Η γοητεία των πλακιδίων δεν περιορίζεται µόνο στο σχήµα, το χρώµα και οι ση-
µάνσεις διαπλέκονται για να αιχµαλωτίσουν τις αισθήσεις. Αυτές οι αισθητικές επι-
λογές είναι κάτι περισσότερο από οπτική απόλαυση, έχουν µια µαθηµατική σηµασία
που διαφαίνεται σε όλο το καλλιτεχνικό µωσαϊκό. Χαρακτηριστική στην αρχιτεκτονι-
κή είναι η τεχνοτροπία γεωµετρικής διακόσµησης Cosmatesque ανεπτυγµένη στην
Μεσαιωνική Ιταλία από την οικογένεια τεχνιτών Cosmati για διακόσµηση των εκκλη-
σιών (ϐλ. Εικ. 1.18).

Πέρα από την αισθητική, η χρήση των πλακοστρώσεων επεκτείνεται και στο πεδίο
της µηχανικής, όπου η διάταξη των ϕυσικών αντικειµένων, είτε πρόκειται για ξύλο,
µέταλλο ή πλαστικό, ϐρίσκει απήχηση στην τέχνη της πλακόστρωσης εξαιτίας του
ότι δεν γίνεται σπατάλη υλικού. Το πάντρεµα της µορφής και της λειτουργικότητας
γίνεται εµφανές, καθώς τα σχέδια που ταιριάζουν άψογα χωρίς κενά αναδεικνύονται
ως η ενσάρκωση της αποτελεσµατικότητας.

Αυτό το ταξίδι στον κόσµο των πλακοστρώσεων µας καλεί να υιοθετήσουµε µια
ευρύτερη οπτική γωνία, όπου η έννοια των πλακοστρώσεων ξεπερνά τα όρια του
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Εικόνα 1.18: Πλακοστρώσεις από την Basilica di San Clemente al Laterano, Ρώµη,
13ος αι. [18]

απτού και οδηγούµαστε σε µια αφηρηµένη έννοια για να αναπτύξουµε το ϑεωρητι-
κό µας µοντέλο. ΄Ατυπα και για λίγο ακόµα ϑεωρούµε πλακόστρωση οποιαδήποτε
῾῾διαµέριση᾿᾿ του επιπέδου σε ῾῾περιοχές᾿᾿ (τα πλακίδια), ασχέτως αν αυτή η διαµέριση
είναι εφικτή ή όχι µε πραγµατικά υλικά. Οι απεικονίσεις στο χαρτί, οι ενσαρκώσεις
ιδεών και τα ψηφιδωτά υφασµένα στον ιστό του ϕυσικού κόσµου ανάγονται στην
αφηρηµένη έννοια των πλακοστρώσεων. Ακριβώς όπως οι καλλιτέχνες έχουν αποτυ-
πώσει σχέδια που συνάδουν µε τις αρχές των πλακοστρώσεων, ένα αδιάσπαστο νήµα
υφαίνεται µέσα στο χρόνο, συνδέοντας την ανθρώπινη εφευρετικότητα σε όλες τις ε-
ποχές καταφέρνοντας να ξεφύγει από τα όρια του υλικού κόσµου και να ϕτάσει στην
απαιτούµενη αφαίρεση.

΄Ενας από τους κύριους εκπροσώπους του σχεδιασµού πλακοστρώσεων είναι ο
Escher. Καταγράφοντας τις πλακοστρώσεις της Αλάµπρας (ϐλ. Εικ. Βʹ.6) που
αποτέλεσαν ξεκάθαρη πηγή έµπνευσης για αυτόν, άφησε πίσω του σπουδαίο αυθε-
ντικό έργο (ϐλ. Εικ. Βʹ.9-Βʹ.17). Στα σχέδιά του, η διάκριση µεταξύ του ϕυσικού
και του µαθηµατικού κόσµου γίνεται δυσδιάκριτη, παρουσιάζοντας µια συναρπαστι-
κή αλληλεπίδραση µεταξύ αυτών των δύο ϕαινοµενικά διαφορετικών τοµέων. Μια
ενδιαφέρουσα ανάλυση των συµµετριών στις πλακοστρώσεις του Escher και πιο ε-
πεκτεταµένη συζήτηση περί των έργων του µπορεί κάποιος να ϐρει στο Visions of

Symmetry: Notebooks, Periodic Drawings, and Related Work of M.C. Escher[124].

Υπ΄ αυτή την διευρυµένη έννοια του ορισµού των πλακοστρώσεων, η ίδια η ϕύση
αναδεικνύεται ως ο κύριος τεχνίτης, υφαίνοντας τα περίπλοκα µοτίβα της στα κύτταρα
ϐολβού του κρεµµυδιού (ϐλ. Εικ. 1.19αʹ), στον ιστό της αράχνης (ϐλ. Εικ. 1.19βʹ),
στην κηρήθρα της µέλισσας (ϐλ. Εικ. 1.19γʹ).

Οι πλακοστρώσεις που συχνά αναφέρονται ως ῾῾τυχαίες παλκοστρώσεις᾿᾿ ή ῾῾τυχαία
δίκτυα᾿᾿ έχουν ευρεία εφαρµογή στα πεδία της επιστήµης και της µηχανικής. Η µε-
ταλλουργία και η γεωλογία µέσω της µελέτης των κρυσταλλικών δοµών, η ϐιολογία
µέσω της µελέτης της οργάνωσης των κυττάρων και η ϑεωρία της επικοινωνίας µέσω
της µελέτης για ϐελτίωση και κωδικοποίηση εικόνας, συγκλίνουν αποκαλύπτοντας
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(αʹ) Φλούδα κρεµιδιού [73] (ϐʹ) Ιστός αράχνης [90] (γʹ) Κυρήθρα µέλισσας [72]

Εικόνα 1.19: Πλακοστρώσεις στη ϕύση

τον Ϲωτικό ϱόλο των πλακοστρώσεων στη διαµόρφωση του ιστού του τεχνολογικού
µας κόσµου. Μια συνήθης διαδικασία κατασκευής τυχαίων πλακοστρώσεων είναι η
τυχαία κατανοµή των σηµείων στο επίπεδο από τα οποία κατασκευάζεται µια πλα-
κόστρωση Dirichlet.

Ενώ η ιστορία αποκαλύπτει την καλλιτεχνική µαεστρία των πλακοστρώσεων, η ε-
πιστήµη των µαθηµατικών τους ϐάσεων παραµένει ένα πεδίο γόνιµο για εξερεύνηση.
Στη συµφωνία της καλλιτεχνικής έκφρασης και της µαθηµατικής πολυπλοκότητας,
ϐλέπουµε έναν κόσµο όπου η καινοτοµία, η δηµιουργικότητα και η σχολαστική
έρευνα συµπλέκονται. Κατά την περιήγησή µας σε αυτό το ταξίδι µέσα στο χρόνο,
συναντούµε διαχρονικά λάθη και αβεβαιότητες των πλακοστρώσεων και των µοτίβων
που οφείλονται σε κακά διατυπωµένους ορισµούς ή σε έλλειψη µαθηµατικής αυστη-
ϱότητας. Ωστόσο, αυτές οι ατέλειες δεν είναι παρά µια απόδειξη της άσβεστης δίψας
για γνώση που µας ωθεί προς τα εµπρός.

Εικόνα 1.20: Σχέδια πλακοστρώσεων του Kepler στο [84]

Μια από τις πρώτες µελέτες στην γεωµετρία των πλακοστρώσεων εµφανίζεται το
1619 στο ῾῾Harmonice Mundi᾿᾿ [84] του Kepler που προαναφέραµε (ϐλ. Εικ. 1.20,
Βʹ.18, Βʹ.19). Προσπαθεί να πλακοστρώσει το επίπεδο µε κανονικά πολύγωνα σε
συνδυασµό µε αστεροειδή πολύγωνα. Αυτές οι µελέτες του Kepler ῾῾ξεχάστηκαν᾿᾿
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µέχρι τα τέλη του 19ου, αρχές του 20ου αιώνα οπότε και ξεκίνησαν να δηµοσιεύονται
έργα που αφορούσαν τις πλακοστρώσεις. ΄Αρα µπορούµε να πούµε ότι η µαθηµατική
µελέτη των πλακοστρώσεων είναι ηλικίας 150 χρόνων περίπου.

Μια αξιοµνηµόνευτη προσωπικότητα που ασχολήθηκε µε τις πλακοστρώσεις αυτό
το διάστηµα είναι ο Jules Bourgoin (1838 - 1908) Γάλλος ϑεωρητικός της διακοσµη-
τικής, αρχιτέκτονας και σχεδιαστής. Μετά από ένα τριετές ταξίδι στην Αίγυπτο και
στα Ιεροσόλυµα δηµοσιεύει τα ευρήµατά του το 1868 στο έργο ῾῾Αραβικές τέχνες, αρ-
χιτεκτονική, ξυλουργική, χαλκοτεχνία, οροφές, επιστρώσεις, πλακοστρώσεις, ϐιτρό,
κ.λπ.᾿᾿ (Les Arts arabes, architecture, menuiserie, bronzes, plafonds, revêtements,
pavements, vitraux, etc.) µε περιγραφικό και επεξηγηµατικό κείµενο για την αραβι-
κή τέχνη [26, σελ. 6]. Οι καταγραφές που έκανε ϕαίνονται στις Εικ. 1.21, Βʹ.20 και
Βʹ.21. Στην Εικ. 1.21αʹ είναι µωσαϊκά από την Ιταλία και στην Εικ. 1.21βʹ είναι δύο
σχέδια, το πρώτο από το τζαµί Altoûn-Boghâ-el-Mordâny (14ος αι.) και το δεύτερο,
από το Μεγάλο Τζαµί της ∆αµασκού. Η επίµονη διερεύνησή του για τις αφηρηµένες
αρχές που δοµούν κάθε διακοσµητική σύνθεση, η οποία εγκαινιάστηκε µε το έργο
του ῾῾Θεωρία της διακόσµησης᾿᾿ (Théorie de l’ornement, 1873), τον οδήγησε στο να
οραµατιστεί τη ϑεµελίωση µιας νέας επιστήµης που ϑα έδινε τον τίτλο στο τελευταίο
του έργο, ῾῾Γραφιστική᾿᾿ (La Graphique, 1905) [26, σελ. 7].

(αʹ) 1877 [26, Εικ. 8.1] (ϐʹ) 1879 [26, Εικ. 9.2]

Εικόνα 1.21: Σχέδια µωσαϊκών του Bourgoin

Η παρούσα διπλωµατική εργασία ϑα προσπαθήσει να εµβαθύνει στο συναρπα-
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στικό πεδίο των πλακοστρώσεων και των µοτίβων, αποκαλύπτοντας τις µαθηµατικές
τους ιδιότητες και παρέχοντας µια ϐάση για την εξερεύνηση αυτών των γοητευτικών
ϑεµάτων. Με οδηγό την ευφυΐα των µελετητών που άνοιξαν το δρόµο, ταξιδεύουµε
στο επίκεντρο των πλακοστρώσεων, των µοτίβων και της µαθηµατικής τους ουσίας.
Το ταξίδι µόλις άρχισε, και τα περιστρεφόµενα µοτίβα εµπρός µας µάς καλούν να τα
αποκρυπτογραφήσουµε, να τα κατανοήσουµε και να τα εκτιµήσουµε σε όλο τους το
περίτεχνο µεγαλείο.

1.2.2 Ισλαµική τέχνη

Η τέχνη των πλακοστρώσεων ϕτάνει στο αποκορύφωµά της στα αριστουργήµατα
του ισλαµικού κόσµου όπου η µαθηµατική καινοτοµία ευδοκιµούσε. ∆εν

είναι τυχαίο ότι, ο ίδιος ο όρος «αλγόριθµος» προέρχεται από το όνοµα του άραβα
µαθηµατικού Al-Khwârizmî (π. 780 - π. 850). Τα αριστουργήµατα αυτά είναι
η πνευµατική γέφυρα µεταξύ της τέχνης της πλακόστρωσης και των µαθηµατικών
ϐάσεων που την προώθησαν.

Εικόνα 1.22: Πλακόστρωση (λεπτοµέρεια), Παλάτι Αλάµπρας, Ανδαλουσία, Ισπανία,
13ος αι. [11]

Η εξέχουσα ϑέση σύνθετων γεωµετρικών µοτίβων και εξαιρετικά συµµετρικών
διατάξεων στην ισλαµική τέχνη και αρχιτεκτονική εγείρει ερωτήµατα σχετικά µε την
προέλευση και το υποκείµενο ήθος αυτού του ξεχωριστού τρόπου. Αν και τα αρχαιο-
λογικά στοιχεία είναι ελάχιστα, η διαρκής χρήση ισχυρών συµµετρικών διατάξεων
και περίπλοκων γεωµετρικών διακοσµήσεων στην ισλαµική επικράτεια για πάνω από
µια χιλιετία απαιτεί εξέταση. ΄Εχουν προταθεί διάφορες ερµηνείες, συµπεριλαµβανο-
µένης της άποψης ότι τα ισλαµικά γεωµετρικά και αραβουργικά µοτίβα προέκυψαν
αποκλειστικά λόγω των περιορισµών του Κορανίου για τη δηµιουργία εικόνων ή
ότι έχουν συµβολικές σηµασίες ή ότι ϑεωρητικοί µαθηµατικοί συµµετείχαν στη δη-
µιουργία τους. Ωστόσο, οι ερµηνείες αυτές δεν µπορούν να επεξηγήσουν πλήρως
τις περίπλοκες µορφές που υιοθετούνται σε συνδυασµό µε την απουσία προσωπο-
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γραφίας [151, σελ. 2562]. Ο Escher ϕαίνεται να πείστηκε µε την ερµηνεία περί
απαγορεύσεων του Κορανίου όπως αναφέρει στο The Graphic Work of M. C. Es-

cher[44, σελ. VII] αναγνωρίζοντας την τεχνική δεινότητα των µαστόρων που έκαναν
τις πλακοστρώσεις στην Αλάµπρα.

Η εκτεταµένη ποικιλοµορφία των παραδειγµάτων που καλύπτουν αιώνες ισλα-
µικής τέχνης αποκλείει τις σαρωτικές γενικεύσεις, καθιστώντας αναγκαία τη διαφο-
ϱοποιηµένη εξέταση. Οι εγγενείς ιδιότητες αυτής της µορφής τέχνης δικαιολογούν
µια πιο σχολαστική αξιολόγηση από αυτή που συχνά έχουν λάβει. Οι συνήθεις
παρανοήσεις περιλαµβάνουν την απόδοση των γεωµετρικών µοτίβων αποκλειστικά
σε ϑρησκευτικές απαγορεύσεις ή την υποβόσκουσα συµβολική σηµασία. Επιπλέον,
αµφισβητείται από µερικούς ο ϱόλος των ϑεωρητικών µαθηµατικών στη δηµιουργία
τους. Ενώ η επιρροή του Κορανίου είναι σχετική, εξηγεί ανεπαρκώς τις ακριβείς
µορφές που υιοθετήθηκαν. Επιπλέον, υπάρχουν περιορισµένες αποδείξεις για συµ-
ϐολισµό στα ισλαµικά γεωµετρικά και ϕυτικά σχέδια και η σύνδεση µε τα ῾῾καθαρά᾿᾿
µαθηµατικά είναι ισχνή [151, σελ. 2563]. Παραµένει πρόκληση να προσδιοριστεί
πότε και πού αναδύθηκε ο διακριτικός ισλαµικός διακοσµητικός κανόνας και σε
ποιο ϐαθµό επηρεάστηκε από εξωτερικές µορφές ή δογµατικές ενώσεις.

(αʹ) Θόλος του Βράχου, Ιερουσαλήµ, 7ος αι. [6] (ϐʹ) Μέγα Τζαµί, ∆αµασκός, 8ος αι. [131]

Εικόνα 1.23: Μνηµεία από την εποχή του Χαλιφάτου των Οµαγιαδών

Η γενική παραδοχή του ισλαµικού γεωµετρικού σχεδιασµού υποδηλώνει µια
µορφή τέχνης που στηρίζεται στην εξειδικευµένη χειροτεχνική δηµιουργικότητα και
όχι στην επίσηµη µαθηµατική καθοδήγηση. Οι περίπλοκες γεωµετρίες και τα α-
ϱαβουργήµατα µε πτυχώσεις επινοήθηκαν συχνά από µεµονωµένους καλλιτέχνες-
τεχνίτες που προσπαθούσαν να εντυπωσιάσουν µε τη δηµιουργική τους δεινότητα.
Η τεχνική δεξιοτεχνία έχαιρε µεγάλης εκτίµησης στις ισλαµικές τέχνες και χειροτε-
χνίες και η καινοτοµία στο σχεδιασµό αναπτύχθηκε µάλλον οργανικά από το επίπεδο
του τεχνίτη προς τα πάνω. Αν και ορισµένα στοιχεία υποδηλώνουν τη συµβολή µα-
ϑηµατικών µέσω γεωµετρικών εγχειριδίων, ο επικρατέστερος τρόπος δηµιουργίας
ϐασιζόταν στην άτυπη γνώση του καλλιτέχνη για την επίπεδη γεωµετρία. Η πλούσια
καλλιτεχνική κληρονοµιά των ισλαµικών γεωµετρικών, αραβουργικών και καλλιγρα-

53



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

ϕικών σχεδίων προκύπτει από τις παραδόσεις των εργαστηρίων που περνούν από
γενιά σε γενιά, αντανακλώντας τα εµπορικά µυστικά αυτών των περίπλοκων µορφών
τέχνης. Αυτή η ϐαθιά ϱιζωµένη παράδοση αψηφά την ακριβή κατηγοριοποίηση, µε
τις πολύπλοκες δυναµικές της εξειδίκευσης και των δηµιουργικών διαδικασιών να
συµβάλλουν στο περίπλοκο µωσαϊκό της ισλαµικής διακοσµητικής τέχνης.

Η πρώιµη ισλαµική τέχνη και αρχιτεκτονική από την εποχή του δεύτερου Ισλα-
µικού Χαλιφάτου, αυτού των Οµαγιαδών (661 - 750) µε πρωτεύουσα τη ∆αµασκό,
µπορεί να ϕαίνεται ανοίκεια και ξένη από τη µεταγενέστερη ισλαµική τέχνη. Αυ-
τό οφείλεται στη σταδιακή ανάπτυξη των πολιτιστικών και καλλιτεχνικών αξιών πα-
ϱάλληλα µε τις ϑρησκευτικές πτυχές. Οι Οµαγιάδες, αφού κατέκτησαν ϐυζαντινά
εδάφη, υιοθέτησαν στοιχεία ϐυζαντινής διοίκησης και πολιτικών πρακτικών. Μνη-
µεία όπως ο Θόλος του Βράχου στην Ιερουσαλήµ (ϐλ. Εικ. 1.23αʹ) και το Μεγάλο
Τζαµί στη ∆αµασκό (ϐλ. Εικ. 1.23βʹ) παρουσίαζαν εντυπωσιακά ψηφιδωτά τοίχων
µε περίπλοκες ϕυτικές µορφές (ϐλ. Εικ. 1.24), που αντανακλούσαν µια εξιδα-
νικευµένη αναπαράσταση του παραδείσου [151, σελ. 2567]. Τα σχέδια αυτά, που
στερούνταν απεικονίσεων ανθρώπων ή Ϲώων, τόνιζαν την πνευµατική απόκοσµη ϕύση
µέσω αρχιτεκτονικών και διακοσµητικών συµµετριών, οι οποίες επηρεάστηκαν από
τις νεοπλατωνικές αντιλήψεις που υπήρχαν στην περιοχή.

(αʹ) Θόλος του Βράχου, Ιερουσαλήµ [108] (ϐʹ) Μέγα Τζαµί, ∆αµασκός [4]

Εικόνα 1.24: Ψηφιδωτά σε ϑρησκευτικά µνηµεία

Ο ισλαµικός κόσµος γνώρισε µια ϐαθιά επιρροή ελληνικής γνώσης κατά τη δι-
άρκεια της ῾῾Χρυσής Εποχής᾿᾿ του τρίτου Ισλαµικού Χαλιφάτου, των Αββασιδών (750
- 1258), στη Βαγδάτη [151, σελ. 2569]. Χρήσιµο είναι να τονιστεί ότι από όλες
τις περιοχές που κυριαρχούσαν οι Οµαγιάδες µόνο η Ανδαλουσία δεν πέρασε στα
χέρια των Αββασιδών. ΄Ενα µεταφραστικό κίνηµα στόχευε στη απόδοση ελληνικών,
ινδικών, περσικών και άλλων έργων στα αραβικά, διευκολύνοντας τη διάδοση της
ελληνικής επιστήµης, ϕιλοσοφίας και µαθηµατικών. ΄Εργα επιστηµόνων όπως ο Ευ-
κλείδης, ο Απολλώνιος και ο Αρχιµήδης απέκτησαν τεράστιο σεβασµό, συµβάλλοντας
στην πρόοδο της αστρονοµίας, των µαθηµατικών και της ιατρικής. Η εισροή της ελ-
ληνικής σκέψης προκάλεσε µια πνευµατική αφύπνιση και επηρέασε τις ισλαµικές
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πολιτιστικές συµπεριφορές. Η τάση για περίπλοκα γεωµετρικά µοτίβα στην ισλαµική
τέχνη, που ϕηµίζονται για την πολυπλοκότητα και την ακρίβειά τους, έγινε έκφραση
αυτού του κοινού ενθουσιασµού.

Ωστόσο, σηµειώθηκε µια αλλαγή στην ισλαµική επιστηµολογία, µε κινητήρια
δύναµη τον ϑεολόγο Al-Ġazzāl̄ıy (π. 1058 – 1111), ο οποίος αµφισβήτησε την ελλη-
νική ϕιλοσοφική παράδοση και έδωσε έµφαση στην πίστη έναντι της λογικής [151,
σελ. 2571]. Αυτό σηµατοδότησε την παρακµή των επιστηµονικών αναζητήσεων, πα-
ϱά τη διαρκή κληρονοµιά της νεοπλατωνικής σκέψης που επηρέασε τον ισλαµικό
πολιτισµό και την τέχνη.

Τα έργα του, όπως η ῾῾Αναβίωση των Θρησκευτικών Επιστηµών᾿᾿ (Ihya’ Ulum al-
Din, αρχές 12ου αι.), αποπροσανατόλισαν τις ισλαµικές προοπτικές προς την πίστη
και την προκατάληψη, επηρεάζοντας τους µυστικιστές Σούφι, τους ϑεολόγους και
τους νοµικούς [151, σελ. 2572]. Ενώ η επιρροή του οδήγησε σε παρακµή της ε-
πιστηµονικής εξερεύνησης, η κληρονοµιά των νεοπλατωνικών ιδεών παρέµεινε στην
ισλαµική τέχνη. Τα πολύπλοκα γεωµετρικά και συµµετρικά µοτίβα, που συχνά συ-
ναντώνται στην ισλαµική αρχιτεκτονική, ήταν εµβληµατικά αυτής της κληρονοµιάς
και µετέδιδαν µια απόκοσµη και πνευµατική ουσία. Παρά την αποµάκρυνση από
τις εκτεταµένες επιστηµονικές αναζητήσεις, η αλληλεπίδραση µεταξύ λογικής και
πίστης παρέµεινε καθοριστικό χαρακτηριστικό του ισλαµικού πολιτισµού, αφήνο-
ντας ανεξίτηλο το στίγµα της στις καλλιτεχνικές του εκφράσεις.

Η σχέση µεταξύ της ϑεωρητικής γεωµετρίας και της χειροτεχνικής πρακτικής
στον ισλαµικό κόσµο είναι ένα ϑέµα που έχει συγκεντρώσει το ενδιαφέρον λόγω των
επιπτώσεών του στην ανάπτυξη της ισλαµικής τέχνης και του πολιτισµού. Στο πλαίσιο
της ξυλουργικής και άλλων χειροτεχνιών, η γεωµετρία έπαιξε καθοριστικό ϱόλο στη
µετάφραση των εννοιολογικών σχεδίων σε απτές δηµιουργίες. Οι αρχαίοι ΄Ελληνες
γεωµέτρες, οι οποίοι συχνά ήταν και οι ίδιοι ειδικευµένοι τεχνίτες, έθεσαν τα ϑε-
µέλια για αυτή την αλληλεπίδραση. Σχήµατα όπως αυτά των Ευκλείδη, Απολλώνιου
και Μενελάου δεν ήταν σεβαστά µόνο για τις ϑεωρητικές τους συνεισφορές, αλλά
αναγνωρίζονταν και για την πρακτική τους εξειδίκευση. Οι παρατηρήσεις του ϕιλο-
σόφου και ιστορικού Ibn Khaldūn (1332 – 1406) από το έργο του ῾῾Προλεγόµενα᾿᾿
(Muqaddimah, 1377) αποδεικνύουν τα παραπάνω [85, σελ. 479]:

Λόγω της προέλευσής της, η ξυλουργική χρειάζεται αρκετή γεωµετρία
κάθε είδους. Απαιτεί είτε γενική είτε εξειδικευµένη γνώση της αναλογίας
και της µέτρησης, προκειµένου να µεταφέρει τις µορφές από τη ϑεωρία
στην πράξη µε τον κατάλληλο τρόπο, και για τη γνώση των αναλογιών
πρέπει να καταφύγει κανείς στον γεωµέτρη. Ως εκ τούτου, οι κορυφαίοι
΄Ελληνες γεωµέτρες ήταν όλοι αρχιξυλουργοί. Ο Ευκλείδης, ο συγγρα-
ϕέας του ϐιβλίου ῾῾Στοιχεία᾿᾿, για τη γεωµετρία, ήταν ξυλουργός και ήταν
γνωστός ως τέτοιος. Το ίδιο συνέβαινε και µε τον Απολλώνιο, τον συγγρα-
ϕέα του ϐιβλίου ῾῾Κωνικά᾿᾿, τον Μενέλαο και άλλους . . .
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Στο ίδιο έργο του ο Ibn Khaldūn ϱίχνει ϕως στη συγχώνευση γεωµετρίας και χειρο-
τεχνίας, υποδηλώνοντας µια κοινή σχέση µεταξύ της ακαδηµαϊκής γεωµετρίας και
της εφαρµογής της στα χέρια των τεχνιτών [151, σελ. 2572].

Ενώ ορισµένοι εικάζουν για συνεργασίες µεταξύ µαθηµατικών και τεχνιτών στη
δηµιουργία διακοσµητικών πλαισίων, τα στοιχεία υποδηλώνουν διακριτούς κλάδους
και στόχους, µε τη ϑεωρητική και την πρακτική γεωµετρία να παραµένουν εξειδικευ-
µένες και ξεχωριστές [151, σελ. 2573]. Παρά την απουσία εκτεταµένων τεκµηριω-
µένων συνεργασιών, η χρήση πολύπλοκων γεωµετρικών µοτίβων από τον ισλαµικό
κόσµο παρέµεινε αναπόσπαστο µέρος του ήθους του. Τα µοτίβα αυτά, ενώ εξελίσ-
σονταν µε διαφορετικά στυλ και προσεγγίσεις, απέδιδαν µια ϐαθιά εκτίµηση για τις
υποκείµενες γεωµετρικές αρχές. Ενώ οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ ϑεωρητικών µα-
ϑηµατικών και χειροτεχνών γεωµετρών ήταν περιορισµένες, το αµοιβαίο ενδιαφέρον
τους για τη γεωµετρία άφησε ένα µόνιµο αποτύπωµα στην ισλαµική τέχνη. Η διαρ-
κής απήχηση της ισλαµικής γεωµετρικής διακόσµησης, που έχει τις ϱίζες της σε µια
σύνθεση πλατωνικών ιδεωδών και πολιτιστικής έκφρασης, υπογραµµίζει τη σηµα-
σία της γεωµετρίας ως µιας δυναµικής ενέργειας που διαµορφώνει την καλλιτεχνική
κληρονοµιά του ισλαµικού κόσµου.

Μοναδικό χαρακτηριστικό πολλών µοτίβων πλακιδίων είναι η παρουσία ενός µε-
γάλου κεντρικού αστεριού, το οποίο συχνά περιβάλλεται από συµπληρωµατικά µο-
τίβα. Είναι ενδιαφέρον ότι οι γωνίες σε πολλά ισλαµικά µοτίβα είναι συχνά πολλα-
πλάσια των 36 µοιρών, επιτρέποντας τη συµπερίληψη πολυγώνων αστέρων µε 10
σηµεία [151, σελ. 2580]. Αυτή η µαθηµατική αρµονία στηρίζει τα µαγευτικά µοτίβα
που παρατηρούνται στην ισλαµική τέχνη και αρχιτεκτονική.

(αʹ) Κατασκευή ισλαµικού αστεριού από κα-
νονικά πεντάγωνα

(ϐʹ) ΄Εργα του Gerard Caris εµπνευσµένα από το
ισλαµικό άστρο, 1999 και 2014

Εικόνα 1.25: Πλακοστρώσεις µε το ισλαµικό άστρο [89, σελ. 300]
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1.3 Αισθητική στα Μαθηµατικά

Κλείνοντας αυτή την εισαγωγή ϑα ήταν καλό να διερωτηθούµε και να συζητήσου-
µε γιατί ασχολούµαστε µε τις πλακοστρώσεις, τι το ενδιαφέρον έχουν. Οδη-

γούµαστε τότε στην ερώτηση: γιατί κάνουµε έρευνα στα µαθηµατικά ή ακόµα κα-
λύτερα γιατί κάνουµε µαθηµατικά; Τι δικαιολογεί άραγε τις κοπιώδεις προσπάθειες
τόσων µαθηµατικών σε όλες τις εποχές να εικάζουν και να αποδεικνύουν;

Η µαθηµατική δραστηριότητα µπορεί να χωριστεί σε δύο περιοχές : σε αυτήν που
αφορά τα µαθηµατικά που ήδη γνωρίζουµε (την διδασκαλία και την εµπέδωσή τους)
και σε αυτήν που αφορά τα µαθηµατικά που πιθανόν να γνωρίσουµε στο µέλλον
(έρευνα). Εφόσον µπορούµε να εκτιµήσουµε και να δικαιολογήσουµε τον όγκο της
γνώσης και της κατανόησης που µας προσφέρουν τα µαθηµατικά που ήδη γνωρίζου-
µε τότε σίγουρα µπορούµε να αιτιολογήσουµε την ϑέλησή µας για αύξηση αυτού του
όγκου µε την έρευνα. Πώς αιτιολογεί όµως κανείς τα µαθηµατικά ;

Κάποιοι ϑα έλεγαν ότι η αξία των µαθηµατικών έγκειται στα ίδια τα µαθηµατικά.
Κάνουµε δηλαδή µαθηµατικά για τα µαθηµατικά, κατ΄ αναλογία µε την αντίληψη
για την τέχνη l’art pour l’art (art for art’s sake, τέχνη για την τέχνη)2. ΄Αλλοι δε
ϑα έλεγαν ότι η αξία τους ϕαίνεται στις εφαρµογές τους σε άλλους τοµείς (ή ακόµα
και στα ίδια τα µαθηµατικά). Για έναν µαθηµατικό η απάντηση είναι προφανής.
∆εν χρειάζεται να δικαιολογήσει (στον εαυτό του) γιατί ασχολείται µε το αντικείµενό
του. Το κάνει γιατί το αγαπά, έχει πάθος για αυτό. Συνήθως όµως η επικρατέστερη
αντίληψη στο ευρύ κοινό είναι ότι κάνουµε µαθηµατικά για να µειώσουµε το κόστος
κατασκευής µηχανών ή εγκαταστάσεων ή για να ϐελτιώσουµε την ποιότητα Ϲωής µας.
Το τελευταίο είναι ένα µέρος του αφηγήµατος ϐέβαια, και για έναν µαθηµατικό είναι
ένα πολύ µικρό µέρος.

Κατά τον Penrose [115] τα κίνητρα που µας οδηγούν να µελετήσουµε τα µαθη-
µατικά είναι καθαρά αισθητικά. Μελετάµε το αντικείµενό µας για την ευχαρίστηση
που µας δίνει η ενασχόλησή µας µε αυτό. Το κύριο κίνητρο ενός µαθηµατικού
δεν είναι απλά η αναζήτηση της Αλήθειας, αλλά η αναζήτηση µιας ῾῾γοητευτικής᾿᾿
αλήθειας που συµβαδίζει µε την αισθητική του. Τα κύρια κίνητρα λοιπόν των µαθη-
µατικών δεν είναι ούτε γνωσιολογικά, ούτε µεταφυσικά ούτε επιστηµολογικά αλλά

2Η αρχική διατύπωση οφείλεται στον Théophile Gautier (1811 - 1872) ῾῾Το µόνο πραγµατικά
όµορφο είναι το άχρηστο, οτιδήποτε χρήσιµο είναι άσχηµο επειδή είναι η έκφραση κάποιας ανάγκης,
και αυτές του ανθρώπου είναι ποταπές και απεχθείς, όπως η ϕτωχή και ασθενής ϕύση του.᾿᾿ (Πρόλογος
του Mademoiselle de Maupin, 1835) επαναδιατυπωµένη από τον Edgar Allan Poe (1809 - 1849)
῾῞Εχουµε ϐάλει στο µυαλό µας ότι το να γράφουµε ένα ποίηµα απλά και µόνο για το ποίηµα και να
αναγνωρίσουµε ότι αυτό ήταν το σχέδιό µας εξαρχής, ϑα ήταν σαν να οµολογούσαµε ότι µας λείπει
ϱιζικά η αληθινή ποιητική αξιοπρέπεια και δύναµη, αλλά αν επιτρέπαµε στον εαυτό µας να κάνει µια
ενδοσκόπηση, ϑα ανακαλύπταµε αµέσως ότι κάτω από τον ήλιο δεν υπάρχει ούτε µπορεί να υπάρξει
κανένα έργο πιο απόλυτα αξιοπρεπές, πιο εξαιρετικά ευγενές, από αυτό το ποίηµα, αυτό το ποίηµα
per se, αυτό το ποίηµα που είναι ένα ποίηµα και τίποτα περισσότερο, αυτό το ποίηµα που γράφτηκε
µόνο για το ποίηµα...᾿᾿ (The Poetic Principle, 1850) ο απότερος σκοπός δηλαδή της τέχνης είναι η
αισθητική.
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αισθητικά ! ΄Οπως ακριβώς µε τις καλές τέχνες. Σίγουρα υπάρχουν εικαστικά έργα
που δηµιουργήθηκαν για παράδειγµα µε µεταφυσικά κίνητρα (οντολογικά/ ταυτο-
τικά/ χωροχρονικά ερωτήµατα) αλλά και πάλι κύριο µέληµα του εικαστικού είναι η
αισθητική αρτιότητα του έργου του.

Στις µαθηµατικές επιστήµες ϐέβαια τα αισθητικά κριτήρια δεν µπορούν ποτέ να
εξασφαλίσουν κάποια χρηµατοδότηση, λόγω του πολύ περιορισµένου κοινού στα
οποία απευθύνεται η σύγχρονη έρευνα. Θα µπορούσαµε να παραλληλίσουµε την
σύγχρονη έρευνα στα µαθηµατικά µε την σύγχρονη (avant-garde) τέχνη όπου λίγοι
µπορούν να κατανοήσουν τι πραγµατικά συµβαίνει παρόλα αυτά η σύγχρονη τέχνη
έχει κοινό σε µουσεία, εκθεσιακούς αλλά και δηµόσιους χώρους -που µε τον και-
ϱό διευρύνεται- σε αντίθεση µε την σύγχρονη µαθηµατική έρευνα που παραµένει
αρκετά περιορισµένη στον ακαδηµαϊκό χώρο. Αν και δηµιουργούνται, µε αργούς
ϱυθµούς, Μουσεία Μαθηµατικών3 και η διάδοση κάποιων µαθηµατικών εννοιών
γίνεται µε ευχάριστο τρόπο στο ευρύ κοινό µέσω ϐίντεο στο διαδίκτυο εντούτοις δεν
είναι αντιπροσωπευτικά όλης της σύγχρονης έρευνας που γίνεται στα µαθηµατικά.

Ευτυχώς, οι µαθηµατικές επιστήµες συχνά δίνουν εφαρµογές, είτε άµεσα είτε
έµµεσα, µερικές ϕορές µε απροσδόκητους τρόπους. Κατά συνέπεια πρέπει να α-
ποδεχτούµε και τις πιθανές εφαρµογές των µαθηµατικών εάν ϑέλουµε να είµαστε
αισιόδοξοι για κάποια χρηµατοδότηση. Βέβαια εδώ προκύπτουν ερωτήµατα ως προς
το σε τι είδους εφαρµογές δεχόµαστε να γίνουν χρήση τα µαθηµατικά εργαλεία που
αναπτύσσουµε. Η συζήτηση είναι εκτενής και ενδιαφέρουσα, αν και όχι του παρόντος
να την αναπτύξουµε ϑα ήταν καλό να κάνουµε µερικά σχόλια.

Σε άρθρο του [15, σελ. 54] ο Αρβανιτάκης τονίζει τη σηµασία της χρήσης των
ερευνητικών αποτελεσµάτων για τη ϐελτίωση της ανθρωπότητας και αποθαρρύνει τις
εφαρµογές που προωθούν την απληστία ή τη ϐία, τονίζοντας την ανάγκη οι ερευ-
νητές να εκφράζουν τις προτιµήσεις τους όσον αφορά τη χρήση του έργου τους. Η
συνάντηση τέτοιων ηθικών διακηρύξεων στις σελίδες των επιστηµονικών δηµοσιεύσε-
ων είναι ενθαρρυντική και εποικοδοµητική, καθώς περιορίζουν την χρήση της νέας
γνώσης για αθέµιτους σκοπούς. ∆είχνει την επίγνωση της επιστηµονικής κοινότητας
για την ανάγκη να αναλογιστούµε τις επιπτώσεις της έρευνάς µας και τον τρόπο που
τα αποτελέσµατα µπορούν να επηρεάσουν την κοινωνία. Αυτό αν και είναι ϑετικό
ϐήµα προς την κατεύθυνση της διαφάνειας και της υπευθυνότητας στην επιστηµονι-
κή κοινότητα δυστυχώς δεν παρατηρείται συχνά. Επιπλέον, τέτοιου είδους δηλώσεις
αντικατοπτρίζουν την ανάγκη για ανοικτή συζήτηση και συνεργασία µεταξύ ερευνη-
τών και κοινωνίας γενικότερα. Η επιστηµονική κοινότητα πρέπει να είναι προσιτή
και σε διάλογο µε το κοινό, προκειµένου να εξηγήσει τη σηµασία της έρευνάς της
και το πώς αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί.

3Το πιο αξιοσηµείωτο είναι το National Museum of Mathematics (ξεκίνησε τη λειτουργία του
το 2012) στην Νέα Υόρκη που προτείνει πολλές δραστηριότητες για το ευρύ κοινό παράλληλα µε
εξειδικευµένα σεµινάρια, και το τελευταίο είναι το Μουσείο Maison Poincaré στο Παρίσι (που ξεκίνησε
τη λειτουργία του τον Σεπτέµβρη του 2023).
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Μνηµειώδες παράδειγµα αυτού του ήθους αποτέλεσε ένας από τους σπουδαιότε-
ϱους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα, ο Alexander Grothendieck (1928 – 2014). Η
µαθηµατική ιδιοφυΐα του Grothendieck συνδυάστηκε µε την ακλόνητη δέσµευσή
του στις ηθικές αρχές της έρευνας (για περισσότερα ϐλ. Παράρτηµα Γʹ).

Επιστρέφοντας στην αισθητική των µαθηµατικών, παρατηρούµε ότι υπάρχουν δι-
άφορες έννοιες του ωραίου στα µαθηµατικά. ∆εν χαρακτηρίζουµε για τον ίδιο λόγο
ένα ϑεώρηµα ωραίο ή µια απόδειξη ωραία. Συνήθως το ϑεώρηµα το κρίνουµε για
το περιεχόµενο που χαρακτηρίζει (το αποτέλεσµα που δίνει) και δεν έχουµε πολλά
περισσότερα να πούµε ενώ την απόδειξη την κρίνουµε για την διάρθρωση του συλ-
λογισµού της, κατά πόσο καταφέρνει να διαφωτίσει περισσότερο το αποτέλεσµα, αν
είναι πλήρως τεχνική ή πως γενικεύεται.

΄Αλλη έννοια του ωραίου συναντάµε στα µαθηµατικά ῾῾παράδοξα᾿᾿ στην λογική,
µε πιο χαρακτηριστικά τα παραδείγµατα που χρησιµοποιούν την αυτοαναφορά. Οι
ϱίζες της αποδίδονται στον Ευβουλίδη τον Μιλήσιο (της Μεγαρικής Σχολής· 4ος π.Χ.
αι.) µε το παράδοξο του ψεύτη: «Κάποιος που λέει ότι αυτή τη στιγµή ψεύδεται,
λέει άραγε την αλήθεια;»[28]. Η αυτοαναφορά οδήγησε τον Bertrand Russel (1872
– 1970) στις αρχές του 20ου αιώνα να κριτικάρει το έργο του Gottlob Frege (1848
– 1925) στη συνολοθεωρία [32]. Αυτή η κριτική οδήγησε τελικά στο περίφηµο Πα-
ϱάδοξο του Russel (ή Αντινοµία του Russel), ένα παράδοξο που αµφισβήτησε τα ίδια
τα ϑεµέλια των µαθηµατικών.

Το Παράδοξο του Russel κινείται γύρω από την ιδέα ενός συνόλου που περιέχει
όλα τα σύνολα που δεν περιέχουν τον εαυτό τους. Αν ένα τέτοιο σύνολο υπήρχε,
ϑα οδηγούσε σε µια παράδοξη κατάσταση. Αν περιείχε τον εαυτό του, µε ϐάση τον
ορισµό του δεν ϑα έπρεπε, άτοπο. Αλλά αν δεν περιείχει τον εαυτό του, πάλι µε ϐάση
τον ορισµό του ϑα έπρεπε, πάλι άτοπο. Αυτός ο παράδοξος ϐρόχος αµφισβήτησε την
ιδέα των συνόλων και της κατασκευής τους, που ήταν ϑεµελιώδης για τη µαθηµατική
λογική.

Αυτό το παράδοξο όχι µόνο ανέδειξε τις περιπλοκές της αυτοαναφοράς, αλλά
ανάγκασε επίσης τους µαθηµατικούς και τους λογικούς να επανεκτιµήσουν τις ϑε-
µελιώδεις αρχές της επιστήµης τους. Απέφερε σηµαντικές εξελίξεις στον τοµέα της
ϑεωρίας συνόλων, οδηγώντας τελικά στην αξιωµατική ϑεωρία συνόλων4, όπου τα
σύνολα ορίζονται µε τρόπο που αποφεύγει τέτοια παράδοξα.

Στο πεδίο της µαθηµατικής αισθητικής, παράδοξα όπως το Παράδοξο του Russel
εκτιµώνται συχνά για την ικανότητά τους να προκαλούν την κατανόηση των µαθηµα-
τικών εννοιών και να διευρύνουν τα όρια του τι είναι δυνατό στο πλαίσιο των τυπικών
συστηµάτων. Η οµορφιά αυτών των παραδόξων έγκειται στην ικανότητά τους να
προκαλούν ϐαθιά σκέψη και να πυροδοτούν νέους δρόµους έρευνας.

Ακόµα πιο ενδιαφέροντα αποτελέσµατα, που στηρίζονται στην έννοια της αυτο-
αναφοράς και ανάγονται στα µεταµαθηµατικά είναι τα Θεωρήµατα µη πληρότητας

4Με πιο χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτό των Zermelo–Fraenkel
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[118] του Kurt Gödel (1906 – 1978), ίσως τα δύο σπουδαιότερα αποτελέσµατα στην
µαθηµατική λογική του 20ου αιώνα. Για να κατανοηθούν χρειάζεται η επεξήγηση
τριών όρων: ῾῾τυπικό σύστηµα᾿᾿, ῾῾συνέπεια᾿᾿ και ῾῾πληρότητα᾿᾿. ΄Ενα τυπικό σύστηµα
είναι ένα αξιωµατικό σύστηµα εφοδιασµένο µε κανόνες συµπερασµατολογίας, που
επιτρέπουν την παραγωγή νέων ϑεωρηµάτων. Απαιτούµε τα αξιώµατα και οι κανόνες
παραγωγής να είναι πεπερασµένα ή το πολύ αποκρίσιµα5. ΄Ενα τυπικό σύστηµα κα-
λείται πλήρες αν και µόνο αν για κάθε πρόταση στη γλώσσα αυτού του συστήµατος
είτε η ίδια η πρόταση είτε η άρνησή της είναι αποδείξιµη στο σύστηµα. ΄Ενα συνεπές
τυπικό σύστηµα είναι αυτό στο οποίο δεν υπάρχει πρόταση για την οποία µπορού-
µε να αποδείξουµε και την ίδια και την άρνησή της6. Το πρώτο Θεώρηµα λέει ότι
κάθε συνεπές τυπικό σύστηµα F στο οποίο µπορεί να εκφραστεί κάποια στοιχειώδης
αριθµητική (π.χ. αριθµητική Peano) είναι µη πλήρες, δηλαδή υπάρχουν προτάσεις
της γλώσσας F που δεν µπορούν αποδειχθούν αλλά ούτε µπορεί να αποδειχθεί η
άρνησή τους. Το δεύτερο Θεώρηµα λέει ότι για κάθε συνεπές τυπικό σύστηµα F στο
οποίο µπορεί να εκφραστεί κάποια στοιχειώδης αριθµητική, η συνέπεια αυτού του
συστήµατος δεν µπορεί να αποδειχθεί µέσα στο ίδιο το σύστηµα.

Στην ουσία, η αισθητική των µαθηµατικών περιλαµβάνει όχι µόνο την κοµψότη-
τα των ϑεωρηµάτων και των αποδείξεων αλλά και την ενδιαφέρουσα προσέγγιση και
µερικές ϕορές αµηχανία των παραδόξων και των ερωτηµάτων που εγείρουν. Μαθη-
µατικοί και ϕιλόσοφοι συνεχίζουν να εξερευνούν αυτές τις πτυχές της µαθηµατικής
οµορφιάς, προσθέτοντας πλούτο και ϐάθος στο διαρκώς εξελισσόµενο τοπίο των µα-
ϑηµατικών.

5 ΄Ενα σύνολο S λέγεται αποκρίσιµο αν και µόνο αν υπάρχει ένας αλγόριθµος που σταµατάει ή µια
υπολογιστική µηχανή που δίνει έξοδο ῾῾ναι᾿᾿ για κάθε είσοδο a ∈ S και έξοδο ῾῾όχι᾿᾿ για κάθε είσοδο
a < S.

6Μας ενδιαφέρουν µόνο τα συνεπή συστήµατα αφού αν ένα σύστηµα δεν είναι συνεπές, τότε µπο-
ϱούµε να αποδείξουµε κάθε πρότασή του, οπότε είναι σίγουρα πλήρες
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Κεφάλαιο 2

Βασικές ΄Εννοιες

2.1 Πλακίδια, Πλακοστρώσεις και Μπαλώµατα

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας ϑα µας απασχολήσουν οι πλακοστρώσεις του
Ευκλείδειου Επιπέδου E2. ΄Ολοι έχουν µια διαίσθηση για το τι πρέπει να είναι µια
πλακόστρωση. Είναι µια συλλογή από περιοχές στο επίπεδο που µαζί το καλύπτουν
ολόκληρο και που δεν επικαλύπτονται παρά µόνο στο σύνορό τους. Στην πραγ-
µατικότητα όµως αυτό αφήνει πολλά περιθώρια. Για τους σκοπούς της παρούσας
εργασίας δεν ϑα ασχοληθούµε µε πλακίδια που:

• δεν είναι συνεκτικά, ϐλ. Σχ. 2.1(a), δηλ. αποτελούνται από δύο ή περισσότερα
ξεχωριστά κοµµάτια,

• δεν είναι απλά συνεκτικά, ϐλ. Σχ. 2.1(b), δηλ. περιέχουν τουλάχιστον µια
τρύπα,

• που είναι εν µέρει ϕτιαγµένα από ευθύγραµµα τµήµατα ή καµπύλες, ή άλλα
σχήµατα µηδενικού µέτρου, ϐλ. Σχ. 2.1(c, d, e),

• που είναι µη ϕραγµένα, ϐλ. Σχ. 2.1(f), δηλ. δεν µπορούν να είναι υποσύνολο
κανενός πεπερασµένου δίσκου, οσοδήποτε µεγάλος κι αν είναι αυτός.

Ουσιαστικά από τα παραπάνω προκύπτει ότι ϑέλουµε να ασχοληθούµε µε πλα-
κίδια που είναι κλειστοί τοπολογικοί δίσκοι. Αν επιχειρήσουµε να δώσουµε έναν
µη αυστηρό ορισµό του κλειστού τοπολογικού δίσκου ϑα λέγαµε ότι είναι το σύνολο
που το σύνορό του είναι µία απλή κλειστή καµπύλη. Απλή µε την εξής έννοια : µια
καµπύλη που τα άκρα της συναντώνται για να κάνουν έναν ϐρόχο (ϑηλιά) και δεν
έχει άλλα σηµεία αυτοτοµής παρά µόνο τα άκρα της. Ακόµα κι αυτός ο µη αυστηρός
ορισµός µάς επιτρέπει να αγνοήσουµε όσα πλακίδια µας ενοχλούν στο Σχήµα 2.1,
σε αυτό το σηµείο εστιάζουµε αποκλειστικά σε προβλήµατα που αφορούν το σύνορο
των πλακιδίων :

• a, b: το σύνορο δεν είναι µία καµπύλη,
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• c,d,e: το σύνορο δεν είναι απλή καµπύλη,

• f: το σύνορο δεν είναι κλειστή καµπύλη.

Σχήµα 2.1: Παραδείγµατα συνόλων που δεν ϑέλουµε να ϑεωρήσουµε ως πλακίδια

Ορισµός 2.1 (Οµοιοµορφισµός ή τοπολογικός µετασχηµατισµός). Μια απεικόνιση

φ : X → Y µεταξύ τοπολογικών χώρων, καλείται οµοιοµορφισµός ή τοπολογικός

µετασχηµατισµός αν είναι ένα-προς-ένα και συνεχής και η φ−1 είναι επίσης συνεχής.

Για λόγους πληρότητας εξηγούµε τις έννοιες :

• ένα-προς-ένα: για οποιαδήποτε δύο σηµεία P, Q στο επίπεδο ισχύει

φ(P) = φ(Q)⇔ P = Q

και αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη αντίστροφου µετασχηµατισµού φ−1 τέτοιου
ώστε

φ−1(R) = P ⇔ φ(P) = R

• συνεχής: µε την γνωστή από τον απειροστικό λογισµό έννοια, που εδώ ση-
µαίνει απλά ότι µπορούµε να κάνουµε τα φ(P) και φ(Q) όσο κοντά ϑέλουµε
παίρνοντας τα P και Q αρκούντως κοντά.

Οπότε τώρα είµαστε έτοιµοι για τον αυστηρό ορισµό του τοπολογικού δίσκου:

Ορισµός 2.2 (Τοπολογικός δίσκος). Κάθε υποσύνολο του επιπέδου που είναι εικόνα

ενός κλειστού (αντίστοιχα ανοιχτού) κυκλικού δίσκου µέσω ενός οµοιοµορφισµού, κα-

λείται κλειστός (αντίστοιχα ανοιχτός) τοπολογικός δίσκος.

Κάθε τοπολογικός δίσκος, είτε ανοιχτός είτε κλειστός, είναι ϕραγµένος, συνεκτι-
κός και απλά συνεκτικός.

∆ύο πλακοστρώσεις (που ϑα τις ορίσουµε σε λίγο αυστηρώς) λέµε ότι είναι του
ιδίου τοπολογικού τύπου (ή τοπολογικώς ισοδύναµες) εάν υπάρχει οµοιοµορφι-
σµός του επιπέδου που απεικονίζει την µία πλακόστρωση στην άλλη. Το γεγονός ότι
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η σύνθεση δύο οµοιοµορφισµών και ο αντίστροφος ενός οµοιοµορφισµού είναι και
αυτοί οµοιοµορφισµοί δείχνει ότι η τοπολογική ισοδυναµία είναι όντως µια σχέση
ισοδυναµίας (είναι δηλαδή ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική). Οπότε δια-
µερίζει το σύνολο των πλακοστρώσεων σε ῾῾τοπολογικούς τύπους᾿᾿.

Ορισµός 2.3 (Ισοµετρία). ΄Εστω X και Y υποσύνολα του E2. Μια ισοµετρία από το X

στο Y είναι µια απεικόνιση σ : X → Y που διατηρεί τις αποστάσεις του X στο Y . ∆ηλ.

αν p και q σηµεία του E2, τότε d(σ(p), σ(q)) = d(p, q).

Το γεγονός ότι η σ διατηρεί τις αποστάσεις συνεπάγεται ότι είναι και ένα-προς-
ένα, αφού αν σ(p) = σ(q) τότε d(p, q) = d(σ(p), σ(q)) = 0, οπότε p = q.

Μας ενδιαφέρουν ιδιαιτέρως οι ισοµετρίες από το E2 στο E2. Αποδεικνύεται [1,
σελ. 32] ότι, κάθε ισοµετρία του επιπέδου είναι µια από τις εξής πέντε :

1. Ταυτοτική ισοµετρία που διατηρεί όλα τα σηµεία στη ϑέση τους, συµβολίζεται
µε I,

2. Στροφή ως προς κέντρο p και κατά γωνία θ, συµβολίζεται µε Rθ,p,

3. Μεταφορά κατά δεδοµένη απόσταση σε δεδοµένη κατεύθυνση, συµβολίζεται µε
T~v,

4. Ανάκλαση ως προς ευθεία L του επιπέδου, συµβολίζεται µε FL,

5. Ολισθανάκλαση ως προς ευθεία L κατά δεδοµένη απόσταση (ανάκλαση ως
προς L και µεταφορά κατά δεδοµένη απόσταση παράλληλα µε την L), συµβο-
λίζεται µε Gp,~v.

Σχήµα 2.2: Οι ισοµετρίες του επιπέδου

Θα µιλάµε συχνά για τη σύνθεση δύο ισοµετριών, που αποδεικνύεται ότι είναι
ισοµετρία. Συχνά καλούµε αυτή τη σύνθεση ως το γινόµενο των δύο ισοµετριών και
για τη σύνθεση σ1 και σ2 γράφουµε σ2 ◦ σ1 εννοώντας ότι εφαρµόζουµε πρώτα την
ισοµετρία σ1 και µετά την ισοµετρία σ2. Αποδεικνύεται επίσης [38, σελ. 46] ότι κάθε
ισοµετρία του επιπέδου είναι µια σύνθεση από 0,1,2 ή 3 ανακλάσεις1.

1Σύνθεση από 0 ανακλάσεις εννοούµε την ταυτοτική ισοµετρία και σύνθεση από 1 ανακλάσεις
εννοούµε απλά µια ανάκλαση
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Ορισµός 2.4 (΄Αµεση και έµµεση ισοµετρία). Μια ισοµετρία ονοµάζεται άµεση ή δια-

τηρούσα τον προσανατολισµό αν απεικονίζει ένα τρίγωνο µε ακµές προσανατολισµένες

δεξιόστροφα σε ένα τρίγωνο µε επίσης δεξιόστροφα προσανατολισµένες ακµές, όπως

στο Σχήµα 2.3(α). Ονοµάζεται έµµεση ή αντιστρέφουσα τον προσανατολισµό αν α-

πεικονίζει ένα τρίγωνο µε ακµές δεξιόστροφα προσανατολισµένες σε ένα τρίγωνο µε

ακµές αριστερόστροφα προσανατολισµένες, όπως στο Σχήµα 2.3(ϐ).

Σχήµα 2.3: ΄Αµεσες και έµµεσες ισοµετρίες που διατηρούν ή αντιστρέφουν τον προσα-
νατολισµό τριγώνων.

Η επιλογή του τριγώνου είναι αδιάφορη. Αν µια ισοµετρία αντιστρέφει τον προ-
σανατολισµό σε ένα τρίγωνο, το ίδιο κάνει και σε όλα τα τρίγωνα.

Παρατηρούµε ότι µπορούµε να διακρίνουµε τους πέντε τύπους ισοµετριών µόνο
γνωρίζοντας το σύνολο των σταθερών σηµείων της ισοµετρίας και αν είναι άµεση ή
έµµεση:

• ΄Ολα τα σηµεία σταθερά→ ταυτοτική.

• ΄Ενα σταθερό σηµείο→ στροφή.

• Μία ευθεία από σταθερά σηµεία→ ανάκλαση.

• Κανένα σταθερό σηµείο και η ισοµετρία είναι άµεση→ µεταφορά.

• Κανένα σταθερό σηµείο και η ισοµετρία είναι έµµεση→ ολισθανάκλαση.

Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε αυτή την ταξινόµηση για να αποδεί-
ξουµε ότι το σύνολο των ισοµετριών του επιπέδου εφοδιασµένο µε την πράξη της
σύνθεσης, µε ουδέτερο στοιχείο την ταυτοτική ισοµετρία I, και µε αντίστροφα τα
R−1
θ,p = R−θ,p, T−1

~v = T−~v, F−1
L

= FL, G−1
p,~v = Gp,−~v είναι οµάδα.

∆ύο υποσύνολα του E2 λέγονται ταυτόσηµα εάν υπάρχει ισοµετρία από το ένα στο
άλλο. Θα µιλάµε για ταυτόσηµα πλακάκια αλλά και για ταυτόσηµες πλακοστρώσεις.

΄Εστω C µια συλλογή υποσυνόλων του επιπέδου.

Ορισµός 2.5 (Κάλυψη). Λέµε ότι η C είναι µια κάλυψη του E2 αν E2 =
⋃
C∈C C.
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Ορισµός 2.6 (Συσκευασία). Λέµε ότι η C είναι µια συσκευασία του E2 αν για κάθε

Ϲεύγος υποσυνόλων στη συλλογή C τα εσωτερικά τους δεν τέµνονται.

Σχήµα 2.4: ΄Ενα παράδειγµα κάλυψης και ένα παράδειγµα συσκευασίας

Ορισµός 2.7 (Πλακόστρωση). Μια πλακόστρωση του επιπέδου E2 είναι µια συλλο-

γή T = {Ti}i∈I από κλειστά υποσύνολα του E2, τα οποία ονοµάζονται πλακίδια (ή

πλακάκια), τέτοια ώστε :

1.
⋃
i∈I Ti = E2 ( T είναι κάλυψη.),

2. T̊i ∩ T̊j = ∅ για κάθε i , j ( T είναι συσκευασία).

3. Λέµε ότι η πλακόστρωση T έχει πρωτοσύνολο P = {P1, . . . , Pn} αν κάθε πλα-

κίδιο Ti ∈ T είναι ταυτόσηµο (µετασχηµατιζόµενο µέσω ευκλείδειας ισοµετρίας)

µε ακριβώς ένα από τα Pk ∈ P.

4. Τα στοιχεία του P είναι πεπερασµένα και ονοµάζονται πρωτοπλακίδια, και κάθε

ένα από αυτά υποθέτουµε ότι είναι τοπολογικώς ισοδύναµο µε δίσκο.

Λέµε ότι ένα πρωτοσύνολο δηµιουργεί µία πλακόστρωση2 T αν υπάρχει µια πλα-

κόστρωση T του επιπέδου που αντιστοιχεί σε αυτό το πρωτοσύνολο.

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 2.5, ϐλέπουµε µια πλακόστρωση µε πρωτοσύνολο
που αποτελείται από ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα τετράγωνο και ένα αστρικό πολύγω-
νο.

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, η Συνθήκη 1 του ορισµού υπάρχει για να αποφευ-
χθούν ορισµένες παθολογικές περιπτώσεις.

Η Συνθήκη 2 περιορίζει τον αριθµό των σχηµάτων των πλακιδίων στην πεπερα-
σµένη συλλογή των πρωτοπλακιδίων, κανένα εκ των οποίων δεν είναι ταυτόσηµο µε
άλλο.

2Σηµείωση µετάφρασης: admitted by = δηµιουργείται από, admits = δηµιουργεί
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Σχήµα 2.5: Μια πλακόστρωση µε τρία πρωτοπλακίδια

Μπορεί επίσης να ϑεωρηθεί άπειρο σύνολο πρωτοπλακιδίων, αλλά δεν ϑα ασχο-
ληθούµε µε αυτό. Οι Συνθήκες 3 και 4 εξασφαλίζουν ότι τα πλακίδια καλύπτουν το
επίπεδο και ότι επικαλύπτονται µόνο στα σύνορά τους.

Βλέπουµε ότι αυτές οι συνθήκες ικανοποιούνται για κάποιες από τις κλασικές
πλακοστρώσεις µε τις οποίες είµαστε εξοικειωµένοι. Για παράδειγµα, οι πλακο-
στρώσεις του επιπέδου µε τετράγωνα, ισόπλευρα τρίγωνα και κανονικά εξάγωνα στο
Σχήµα 2.6 καλύπτουν προφανώς το επίπεδο, έτσι ώστε τα εσωτερικά των πλακι-
δίων να µην τέµνονται. Οποιαδήποτε δύο πλακίδια τέµνονται το πολύ στα σύνορά
τους και κάθε πλακίδιο είναι τοπολογικά ένας δίσκος. Αυτές τις πλακοστρώσεις
τις αποκαλούµε κανονικές πλακοστρώσεις του επιπέδου, καθώς σε κάθε µία, το
πρωτοπλακίδιο είναι ένα κανονικό πολύγωνο.

Ορισµός 2.8 (n-εδρική πλακόστρωση). Μια πλακόστρωση T είναι µονοεδρική αν

κάθε πλακίδιο στην T είναι ταυτόσηµο µε ένα και µοναδικό πλακίδιο. Με άλλα

λόγια, υπάρχει µόνο ένα πρωτοπλακίδιο στο πρωτοσύνολο P που παράγει την T . Μια

πλακόστρωση είναι διεδρική αν υπάρχουν δύο πρωτοπλακίδια στο πρωτοσύνολο P

που παράγουν την T . Γενικότερα, η T είναι n-εδρική αν υπάρχουν συνολικά n

πρωτοπλακίδια στο P που παράγουν την T .

΄Ετσι, για παράδειγµα, και οι τρεις κανονικές πλακοστρώσεις είναι µονοεδρικές,
ενώ η πλακόστρωση του Σχήµατος 2.5 είναι τριεδρική. ΄Ενα από τα ϑεµελιώδη προ-
ϐλήµατα στη ϑεωρία πλακοστρώσεων είναι, δοθέντος ενός πλακιδίου, ο καθορισµός
ύπαρξης µονοεδρικής πλακόστρωσης µε αυτό ως πρωτοπλακίδιο.
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Σχήµα 2.6: Οι κανονικές πλακοστρώσεις του επιπέδου

Ορισµός 2.9 (Κορυφές και ακµές). ∆οθείσης µιας πλακόστρωσης, κορυφή της πλα-

κόστρωσης είναι σηµείο στο οποίο τέµνονται τρία ή περισσότερα πλακίδια. Ακµή είναι

ένα συνεκτικό υποσύνολο του συνόρου ενός πλακιδίου που δεν περιέχει κορυφές στο

εσωτερικό του και έχει σύνορο ακριβώς δύο κορυφές.

Καθώς ένα πλακίδιο T είναι τοπολογικώς ισοδύναµο µε δίσκο, το σύνορό του
είναι τοπολογικά κύκλος. ΄Αρα, όπως στο Σχήµα 2.7, µόλις δείξουµε ότι υπάρχουν
πεπερασµένες κορυφές στο σύνορο (ϐλ. Λήµµα 2.3), το σύνολο αυτών των n κορυφών
χωρίζει το σύνορο σε ακριβώς n ακµές.

Σχήµα 2.7: Οι n κορυφές στο σύνορο ενός πλακιδίου χωρίζουν το σύνορο σε ακριβώς
n ακµές.

Για να καλύπτει η πλακόστρωση το επίπεδο, κάθε σηµείο στο σύνορο ενός πλα-
κιδίου πρέπει να ανήκει τουλάχιστον σε δύο πλακίδια. Τα σηµεία που ανήκουν
σε τρία ή περισσότερα πλακίδια είναι κορυφές. Συνεπώς, κάθε σηµείο που ανήκει
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στο εσωτερικό µιας ακµής (δηλαδή εκτός των άκρων της) ανήκει ακριβώς σε δύο
πλακίδια.

Για να δείξουµε ότι ολόκληρη µια ακµή είναι κοινή σε ακριβώς δύο πλακίδια,
παρατηρούµε το εξής : κάθε ακµή είναι από κατασκευή συνεκτικό υποσύνολο του
συνόρου ενός πλακιδίου, χωρίς κορυφές στο εσωτερικό της. Εποµένως, για κάθε
σηµείο στο εσωτερικό της ακµής, υπάρχουν ακριβώς δύο πλακίδια που το περιέχουν.

Επιπλέον, καθώς το σύνολο των σηµείων της ακµής είναι συνεκτικό και η ιδιότητα
«ανήκει σε ακριβώς δύο πλακίδια» είναι τοπική (ανοιχτή), δεν µπορεί να αλλάζει
καθώς κινούµαστε συνεχώς κατά µήκος της ακµής. ΄Αρα, τα ίδια δύο πλακίδια
συνορεύουν σε όλη την ακµή. Συνεπώς, κάθε ακµή είναι κοινή σε ακριβώς δύο
πλακίδια.

Σηµειώνουµε ότι αν ένα πλακίδιο είναι πολύγωνο, δεν είναι απαραίτητο κάθε
κορυφή του να είναι κορυφή της πλακόστρωσης, όπως συµβαίνει για παράδειγµα
στην πλακόστρωση του Σχήµατος 2.8. ΄Ετσι, όταν αναφερόµαστε σε πολυγωνικά
πλακίδια, µιλάµε για τις γωνίες και τις πλευρές τους ώστε να µην συγχέονται µε τις
κορυφές και ακµές της πλακόστρωσης.

Σχήµα 2.8: Οι γωνίες δεν συµπίπτουν απαραίτητα µε κορυφές.

Ορισµός 2.10. Στην περίπτωση πλακοστρώσεων µε πολύγωνα όπου οι γωνίες και οι

πλευρές των πολυγώνων συµπίπτουν µε τις κορυφές και τις ακµές της πλακοστρώσεως,

λέµε ότι η πλακόστρωση είναι ακµή-προς-ακµή.
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Αν δεν περιοριστούµε σε ακµή-προς-ακµή πλακοστρώσεις, ακόµα και στην α-
πλή περίπτωση µονοεδρικών πλακοστρώσεων µε τετράγωνα, µπορούµε να κατα-
σκευάσουµε υπεραριθµήσιµες σε πλήθος διαφορετικές πλακοστρώσεις. Για να το
κάνουµε αυτό, µετακινούµε το κάτω µισό της κανονικής πλακοστρώσεως προς τα
αριστερά κατά απόσταση x, όπου x είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός στο υ-
περαριθµήσιµο διάστηµα

[
0, 1

2

]
, όπως στο Σχήµα 2.9. ΄Ολες αυτές οι πλακοστρώσεις

ϑα είναι διαφορετικές.

Σχήµα 2.9: Μη αριθµήσιµο πλήθος µονοεδρικών πλακοστρώσεων µε τετράγωνα.

Ωστόσο, αποδεικνύεται ότι όταν περιοριζόµαστε σε µονοεδρικές ακµή-προς-ακµή
πλακοστρώσεις µε κανονικά πολύγωνα, οι τρεις κανονικές πλακοστρώσεις που είδα-
µε είναι οι µόνες δυνατές.

Ορισµός 2.11. Ο ϐαθµός µιας κορυφής είναι ο αριθµός των ακµών που την µοιράζο-

νται. Μια πλακόστρωση λέγεται j-ϐαθµωτή αν κάθε κορυφή έχει ϐαθµό j.

΄Ετσι, οι κανονικές πλακοστρώσεις µε τετράγωνα, τρίγωνα και εξάγωνα είναι α-
ντίστοιχα 4-ϐαθµωτές, 6-ϐαθµωτές και 3-ϐαθµωτές αντίστοιχα.

Ορισµός 2.12. ∆ύο πλακίδια είναι συνορεύοντα αν µοιράζονται µια ακµή. ∆ύο πλα-

κίδια είναι γειτονικά αν τέµνονται. Η γειτονιά ενός πλακιδίου T, σηµειώνεται ωςN(T ),
είναι η ένωση του T µε όλα τα γειτονικά του.

Ορισµός 2.13. Μια ακµή συµπίπτει µε µια κορυφή αν αυτή η κορυφή είναι ένα από

τα άκρα της. ΄Ενα πλακίδιο συµπίπτει µε µια ακµή αν αυτή η ακµή ανήκει στο σύνορό

του.
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Σηµειώνουµε ότι αν όλα τα πρωτοπλακίδια στο πρωτοσύνολο είναι κυρτά πολύγω-
να, τότε δύο πλακίδια µπορούν να τέµνονται σε µία µόνο ακµή ή µία µόνο κορυφή.
Αν όµως δεν είναι όλα κυρτά, αυτό δεν ισχύει, όπως για παράδειγµα συµβαίνει στην
διεδρική πλακόστρωση του Σχήµατος 2.10.

Σχήµα 2.10: Τα µη κυρτά πολυγωνικά πλακίδια µπορεί να τέµνονται σε µη συνεκτικά
σύνολα.

Ολοκληρώνουµε αυτή την ενότητα µε ορισµένες ιδιότητες των πλακοστρώσεων
που προκύπτουν από τους ορισµούς µας.

Λήµµα 2.1. Κάθε δίσκος στο επίπεδο τέµνει µόνο πεπερασµένο πλήθος πλακιδίων σε

µία πλακόστρωση.

Απόδειξη. Ορίζουµε ως διάµετρο ενός πλακιδίου τη µέγιστη απόσταση ανάµεσα
σε δύο σηµεία του. ∆εδοµένου ότι το πρωτοσύνολο P είναι πεπερασµένο, υπάρχει
ένα άνω ϕράγµα, έστω dP, για τη διάµετρο των πρωτοπλακιδίων, και συνεπώς για τη
διάµετρο κάθε πλακιδίου στην πλακόστρωση.

Υπάρχει επίσης ένα κάτω ϕράγµα, έστω αP, για τα εµβαδά των πρωτοπλακιδίων,
αφού υπάρχουν πεπερασµένα από αυτά. Είναι άµεσο ότι το αP αποτελεί κάτω ϕράγ-
µα και για το εµβαδόν κάθε πλακιδίου στην πλακόστρωση.

∆οθέντος ενός δίσκου D στο επίπεδο µε ακτίνα R, κάθε πλακίδιο που τέµνει το D
περιέχεται εξ ολοκλήρου στον δίσκο D′ µε το ίδιο κέντρο και ακτίνα R+dP. Κάθε πλα-
κίδιο εντός του D′ έχει εµβαδόν τουλάχιστον αP, και τα εµβαδά δεν επικαλύπτονται.
΄Οµως το συνολικό εµβαδόν του D′ είναι π (R + dP)2, το οποίο είναι πεπερασµένο.
΄Αρα υπάρχει χώρος µέσα στο D′ για το πολύ πεπερασµένο πλήθος πλακιδίων (συ-
γκεκριµένα λιγότερα από π (R + dP)2 /αP). Συνεπώς, ο D που είναι υποσύνολο του
D′, οµοίως τέµνει µόνο πεπερασµένο πλήθος πλακιδίων. �

Πόρισµα 2.1. ΄Ενα πλακίδιο T σε µια πλακόστρωση µπορεί να εφάπτεται µόνο µε

πεπερασµένο πλήθος άλλων πλακιδίων.
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Απόδειξη. Περικλείουµε το T σε έναν δίσκο D ακτίνας dP µε κέντρο οποιοδήποτε
σηµείο του T . Τότε κάθε πλακίδιο που εφάπτεται του T επίσης τέµνει τον D. ΄Οµως
από το Λήµµα 2.1, µόνο πεπερασµένα πλακίδια µπορούν να τέµνουν τον D, και
συνεπώς µόνο πεπερασµένα µπορούν να εφάπτονται του T . �

Για να αποδείξουµε το επόµενο Λήµµα, χρειαζόµαστε ένα ϑεµελιώδες αποτέλεσµα
από την τοπολογία, το οποίο περιλαµβάνουµε εδώ χωρίς απόδειξη. Με τον όρο απλή
κλειστή καµπύλη, διαισθητικά εννοούµε έναν ϐρόχο χωρίς αυτοτοµές.

Θεώρηµα 2.1 (Θεώρηµα Καµπυλών του Jordan). Αφαιρώντας µια απλή κλειστή

καµπύλη από το επίπεδο αποµένουν δύο συνεκτικές περιοχές, η µία ϕραγµένη (την

αποκαλούµε εσωτερικό της καµπύλης) και η άλλη µη ϕραγµένη (το εξωτερικό της

καµπύλης)

Αυτό σηµαίνει, ισοδυνάµως, ότι κάθε διαδροµή από σηµείο της εσωτερικής πε-
ϱιοχής προς σηµείο της εξωτερικής περιοχής πρέπει να τέµνει την καµπύλη. Αν
και το αποτέλεσµα ϕαίνεται προφανές, οι γνωστές αποδείξεις του είναι εξαιρετικά µη

τετριµµένες.

Λήµµα 2.2. Τρία πλακίδια σε µια πλακόστρωση δεν µπορούν να µοιράζονται τρεις ή

περισσότερες κορυφές.

Απόδειξη. ΄Εστω προς άτοπο ότι τα T1, T2 και T3 µοιράζονται τις κορυφές v1, v2

και v3. Θεωρούµε τη διάταξη, όπως στο Σχήµα 2.11, των κορυφών v1, v2, v3 κατά
µήκος του συνόρου κάθε πλακιδίου, έτσι ώστε πηγαίνοντας από το v1 προς το v3, να
περνάµε πρώτα από το v2. Λέµε τότε ότι το v2 είναι ενδιάµεση κορυφή ως προς τα
v1 και v3.

Επιλέγουµε ένα τόξο που διέρχεται από το εσωτερικό του T1 και ενώνει τα v1 και
v2, και ένα άλλο από το εσωτερικό του T2 µε ίδια άκρα. Η ένωσή τους είναι µια απλή
κλειστή καµπύλη C12 που εφάπτεται του T3 το πολύ στα σηµεία v1 και v2.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Jordan, το επίπεδο χωρίζεται από το C12 σε δύο πε-
ϱιοχές, το εσωτερικό και το εξωτερικό της καµπύλης. Τότε το εσωτερικό

◦

T 3 του T3

ϐρίσκεται είτε στο εσωτερικό είτε στο εξωτερικό του C12. Αν το
◦

T 3 ήταν στο εσωτερικό
του C12, τότε το T3 δεν ϑα µπορούσε να εφάπτεται στο v3, άτοπο. ΄Αρα το T3 ϐρίσκεται
στο εξωτερικό του C12.

Αντίστοιχα, σχηµατίζουµε καµπύλη C23 από τόξα µέσω των T1 και T2 που ενώνουν
τα v2 και v3. Με ανάλογο συλλογισµό, το εσωτερικό του T3 πρέπει να ϐρίσκεται στο
εξωτερικό και του C23. ΄Αρα το εσωτερικό του T3 ϐρίσκεται εκτός του T1 ∪ T2 και των
περιοχών που περικλείονται από τις C12 και C23.

΄Οµως τότε το T3 δεν µπορεί να εφάπτεται στο v2, άτοπο. �

Σηµείωση. Παρατηρούµε ότι στη χρήση του Θεωρήµατος του Jordan στην απόδειξη

αρκεί ο διαχωρισµός του επιπέδου σε δύο συνεκτικές περιοχές. Η ιδιότητα του εσωτε-
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ϱικού ως ϕραγµένου και του εξωτερικού ως µη ϕραγµένου δεν αξιοποιείται άµεσα στο

συλλογισµό.

Σχήµα 2.11: ∆ύο από τα τρία πλακίδια που µοιράζονται τρεις κορυφές.

Λήµµα 2.3. ΄Ενα πλακίδιο σε µια πλακόστρωση έχει πεπερασµένο πλήθος κορυφών

και συνεπώς πεπερασµένο πλήθος ακµών.

Απόδειξη. Υποθέτουµε το αντίθετο. ΄Εστω ότι υπάρχει πλακίδιο T1 σε πλακόστρω-
ση T µε άπειρες κορυφές. Τότε, από το Πόρισµα 2.1, υπάρχει τουλάχιστον ένα
πλακίδιο T2 που εφάπτεται άπειρες ϕορές µε το T1 ώστε να προκύψουν οι άπειρες
κορυφές. (Εδώ χρησιµοποιούµε την Αρχή του Περιστερώνα.)

Μάλιστα, άλλο πλακίδιο T3 πρέπει να εφάπτεται και αυτό σε άπειρες κοινές
κορυφές των T1 και T2, αφού κάθε κορυφή του T1 ∩ T2 πρέπει να εφάπτεται σε
τουλάχιστον άλλο ένα πλακίδιο, και υπάρχουν µόνο πεπερασµένα. ΄Ετσι έχουµε
τρία πλακίδια που µοιράζονται τρεις ή περισσότερες κορυφές, άτοπο από το Λήµµα
2.2. �

Λήµµα 2.4. Το σύνολο των πλακιδίων σε µια πλακόστρωση T είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο Q×Q όλων των σηµείων µε ϱητές συντεταγµένες στο
επίπεδο. Είναι γνωστό ότι αυτό είναι αριθµήσιµο σύνολο και πυκνό στο επίπεδο,
δηλαδή κάθε ανοικτός δίσκος περιέχει τέτοιο σηµείο.

Κάθε πλακίδιο είναι τοπολογικός δίσκος, άρα έχει µη κενό εσωτερικό, που είναι
ένα ανοικτό σύνολο του επιπέδου. Συνεπώς κάθε πλακίδιο περιέχει τουλάχιστον ένα
σηµείο του Q × Q.

Για κάθε πλακίδιο στην T επιλέγουµε ένα σηµείο από το Q × Q. Αυτό δίνει µια
1-1 απεικόνιση από το σύνολο των πλακιδίων της T στο Q×Q. ΄Αρα είναι υποσύνολο
αριθµήσιµου συνόλου, και εποµένως αριθµήσιµο. �
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Σχήµα 2.12: Ορισµός µπαλώµατος για έναν δίσκο D(p, R).

Ορισµός 2.14. ∆οθείσης µιας πλακόστρωσης T , ορίζουµε ως µπάλωµα µια συλλογή

από πλακίδια της T των οποίων η ένωση είναι τοπολογικός δίσκος. ∆οθέντος ενός

δίσκου D(p, R) µε κέντρο p και ακτίνα R, το αντίστοιχο µπάλωµα A(p, R) αποτελείται

από όλα τα πλακίδια που τέµνουν τον δίσκο, καθώς και από όλα τα επιπλέον πλακίδια

της T που απαιτούνται ώστε η ένωση να είναι συνεκτική και απλώς συνεκτική (δηλαδή

να µη δηµιουργούνται τοπολογικές «τρύπες»), όπως υποδεικνύεται στο Σχήµα 2.12.

Γενικότερα, για κάθε υποσύνολο S του T , το µπάλωµα A(S) αποτελείται από όλα τα

πλακίδια που τέµνουν το S, µαζί µε τα αναγκαία πλακίδια ώστε η ένωση να παραµένει

τοπολογικός δίσκος.

Σχήµα 2.13: Μπαλώµατα στην τετραγωνική πλακόστρωση.

΄Εστω για παράδειγµα ότι σταθεροποιούµε µία κορυφή p στην τετραγωνική µο-
ναδιαία πλακόστρωση, όπως στο Σχήµα 2.13. Για R < 1, το A(p, R) είναι η ένωση
των τεσσάρων πλακιδίων που περιέχουν το p. Για 1 ≤ R <

√
2 προστίθενται άλλα

75



Κεφάλαιο 2. Βασικές ΄Εννοιες

δύο πλακίδια για κάθε µία από τις τέσσερις πλευρές. Για R =
√

2 προστίθενται τα
τέσσερα γωνιακά πλακίδια.

Σχήµα 2.14: Μια µονοεδρική πλακόστρωση στην οποία η γειτονιά του µαύρου πλακι-
δίου δεν είναι ένα µπάλωµα.

Μια ερώτηση που έµεινε ανοιχτή µέχρι πρόσφατα ήταν αν, για κάθε πλακίδιο
T σε µια µονοεδρική πλακόστρωση, η γειτονιά του T είναι ίση µε το µπάλωµα του
T . Αποδείχθηκε ψευδής από προπτυχιακούς ϕοιτητές σε συνεργασία µε τον Casey
Mann, δηµιουργώντας ένα αντιπαράδειγµα ϐασισµένο σε παραλλαγή του πλακιδίου
Voderberg (ϐλ. Σχήµα 2.14).

2.2 Συµµετρίες Πλακιδίων

Οι συµµετρίες παίζουν καθοριστικό ϱόλο στη ϑεωρία πλακοστρώσεων.

Ορισµός 2.15. ΄Εστω Q ένα σχήµα στο επίπεδο. Μία ισοµετρία σ που απεικονίζει το

Q στον εαυτό του λέγεται συµµετρία του Q.

Προφανώς, η ταυτοτική ισοµετρία είναι συµµετρία κάθε σχήµατος. Επιπλέον, η
σύνθεση δύο συµµετριών ενός δεδοµένου Q αποδίδει µία νέα συµµετρία του Q. Και
για κάθε συµµετρία υπάρχει µια αντίστροφη, η οποία λαµβάνεται ως η αντίστροφη
ισοµετρία. Συνεπώς, το σύνολο των συµµετριών ενός σχήµατος Q σχηµατίζει µία
οµάδα, η οποία ονοµάζεται οµάδα συµµετρίας του Q και συµβολίζεται µε S(Q).

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η οµάδα συµµετρίας S(Q) όταν το σχήµα Q

είναι ένα πλακίδιο. Στην περίπτωση του πλακιδίου του Σχήµατος 2.15(α), παρατη-
ϱούµε ότι υπάρχουν συµµετρίες που προκύπτουν από στροφή γύρω από το κέντρο
κατά γωνίες 2π

5 ,
4π
5 ,

6π
5 και 8π

5 . Στην πραγµατικότητα, όλες οι ισοµετρίες εµφανίζονται
ως Rn2π/5,p για n = 0,1,2,3,4. Αυτή η συγκεκριµένη οµάδα ισοµετριών ονοµάζεται
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κυκλική οµάδα τάξης 5 και λέµε ότι παράγεται από την στροφή R2π/5,p, καθώς όλα
τα στοιχεία της οµάδας είναι δυνάµεις αυτού του στοιχείου.

Σχήµα 2.15: (α) Κυκλικές συµµετρίες (ϐ) ∆ιεδρικές συµµετρίες

Ορισµός 2.16. Για κάθε ακέραιο n ≥ 1, η οµάδα ισοµετριών που παράγεται από την

στροφή R2π/n,p ονοµάζεται κυκλική οµάδα τάξης n και συµβολίζεται µε Cn.

Η οµάδα C1 είναι η τετριµµένη οµάδα που περιέχει µόνο την ταυτοτική ισοµετρία
I.

Από την άλλη, αν ϑεωρήσουµε ένα τετράγωνο όπως στο Σχήµα 2.15(ϐ), η κυ-
κλική οµάδα C4 είναι υποοµάδα της οµάδας συµµετρίας του. Ωστόσο, υπάρχουν
και ανακλάσεις ως προς κάθετο, οριζόντιο και διαγώνιο άξονα. Αυτές οι συµµετρίες
µπορούν επίσης να συντεθούν. Για παράδειγµα, µπορούµε να στρέψουµε κατά π/2
αριστερόστροφα και στη συνέχεια να ανακλάσουµε ως προς την οριζόντια ευθεία
L1. Η προκύπτουσα ισοµετρία είναι έµµεση και διατηρεί το κεντρικό σηµείο (ενώ οι
ολισθανακλάσεις δεν διατηρούν κανένα σηµείο). Συνεπώς, είναι ανάκλαση. Παρα-
τηρώντας τι κάνει στο σηµείο (1,0), ϐλέπουµε ότι πρόκειται για ανάκλαση ως προς
τη διαγώνιο ϐορειοδυτικά–νοτιοανατολικά L4.

΄Αρα, το σύνολο των τεσσάρων στροφών (συµπεριλαµβανοµένης της ταυτοτικής)
και των τεσσάρων ανακλάσεων αποτελεί ολόκληρη την οµάδα συµµετρίας του τετρα-
γώνου, η οποία ονοµάζεται διεδρική οµάδα τάξης 8 και συµβολίζεται µε D4.

∆εδοµένου οποιουδήποτε κανονικού πολυγώνου, µπορούµε να επιχειρηµατολο-
γήσουµε παροµοίως για να προσδιορίσουµε την οµάδα συµµετρίας του.

Ορισµός 2.17. Η οµάδα ισοµετριών που περιλαµβάνει τις στροφές Ri2π/n,p για i =

0,1, . . . , n − 1 και τις ανακλάσεις σε n ισαπέχουσες (ως προς τη γωνία) ευθείες που

διέρχονται από το p, ονοµάζεται διεδρική οµάδα τάξης 2n και συµβολίζεται µε Dn.

Ισοδύναµα, ορίζεται ως η οµάδα συµµετρίας ενός κανονικού n-γώνου.3

3Στη σύγχρονη άλγεβρα, η οµάδα αυτή συχνά συµβολίζεται ως D2n.
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Στην πραγµατικότητα, µπορούµε να παράγουµε την οµάδα Dn χρησιµοποιώντας
µόνο την στροφή R2π/n,p και την ανάκλαση FL ως προς µία µόνο ευθεία που διέρχεται
από το p. Οι υπόλοιπες ανακλάσεις προκύπτουν ως Ri2π/n,p ◦ FL. Σηµειώνουµε ότι η
οµάδα D1 αποτελείται από δύο ισοµετρίες : την ταυτοτική και µία ανάκλαση ως προς
µία ευθεία.

Οι τροχοί στο Σχήµα 2.16 προσφέρουν καλά παραδείγµατα συµµετρικών αντι-
κειµένων στο επίπεδο. Κάθε ένας έχει ως οµάδα συµµετρίας του είτε Cn είτε Dn, κάτι
που δεν προκαλεί έκπληξη όταν αποδειχθεί το ακόλουθο.

Σχήµα 2.16: Συµµετρίες τροχών.

Λήµµα 2.5. Οι µόνες πεπερασµένες οµάδες ισοµετριών του επιπέδου που σταθερο-

ποιούν ένα σηµείο p είναι οι Cn και Dn.

Για να το αποδείξουµε ϑα χρειαστούµε τα εξής Λήµµατα:

Λήµµα 2.6. Μια ισοµετρία σ του επιπέδου προσδιορίζεται πλήρως από τη δράση της

σε τρία µη συνευθειακά σηµεία.

Απόδειξη. ΄Εστω a, b και c τρία µη συνευθειακά σηµεία. Τότε, το τρίγωνο που
ορίζεται από τα a, b και c απεικονίζεται στο ταυτόσηµο τρίγωνο που ορίζεται από
τα σ(a), σ(b) και σ(c). ΄Εστω τώρα ένα σηµείο x στο επίπεδο. Η απόστασή του
από τα a και b, δηλαδή οι d(x, a) και d(x, b), είναι σταθερές. ΄Αρα το σηµείο σ(x)
πρέπει να έχει τις ίδιες αποστάσεις από τα σ(a) και σ(b), αφού η ισοµετρία διατηρεί
αποστάσεις. ΄Οµως στο επίπεδο υπάρχουν το πολύ δύο σηµεία που ικανοποιούν
αυτή την ιδιότητα. Από αυτά, µόνο ένα έχει επίσης τη σωστή απόσταση από το σ(c).
Συνεπώς, η ισοµετρία σ καθορίζεται πλήρως από τη δράση της στα τρία σηµεία a, b
και c. �

Σηµείωση. Παρατηρούµε ότι η µη συνευθειακότητα των a, b και c είναι απαραίτητη.

Αν γνωρίζουµε µόνο τη δράση της σ σε τρία συνευθειακά σηµεία, τότε η ισοµετρία

προσδιορίζεται µόνο µέχρι δύο δυνατές επιλογές. ∆ηλαδή, αν γνωρίζουµε ότι τρία

σηµεία πάνω σε µια ευθεία L1 απεικονίζονται σε τρία σηµεία πάνω σε µια άλλη ευθεία

L2, τότε µπορούµε να προσθέσουµε µια ανάκλαση ως προς τη L2, χωρίς να αλλάξει το

γεγονός ότι τα τρία πρώτα σηµεία µεταφέρονται στα τρία δεύτερα. Αυτό σηµαίνει πως

δεν υπάρχει µοναδικότητα.
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Λήµµα 2.7. Το γινόµενο δύο ανακλάσεων είναι µεταφορά αν οι ευθείες ανάκλασης

είναι παράλληλες, ή στροφή αν οι ευθείες τέµνονται.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι κάθε ανάκλαση είναι έµµεση ισοµετρία, άρα το γινόµενο
δύο ανακλάσεων είναι άµεση ισοµετρία. Εξετάζουµε τις δύο περιπτώσεις :

Περίπτωση 1. Οι ευθείες ανάκλασης είναι παράλληλες. ΄Εστω L1 η πρώτη
ευθεία και L2 η δεύτερη. ΄Εστω w η απόστασή τους. Επιλέγουµε σηµεία a και b
της L1 και σηµείο c της L2 τέτοιο ώστε το ac να είναι κάθετο στις δύο ευθείες. ΄Αρα
d(a, c) = w.

Η ανάκλαση ως προς L1 αφήνει τα a και b σταθερά. Η ανάκλαση ως προς L2

στέλνει τα a και b σε σηµεία σε απόσταση 2w δεξιά (ϐλ. Σχήµα 2.17). Από την άλλη
η ανάκλαση ως προς L1 µεταφέρει το c 2w πίσω και µετά ανάκλαση ως προς L2 το
µεταφέρει 4w εµπρός, άρα συνολικά προχωράει 2w δεξιά. ΄Αρα και τα τρία σηµεία
µεταφέρονται προς τα δεξιά κατά απόσταση 2w.

΄Οπως αποδείχθηκε παραπάνω µία ισοµετρία καθορίζεται από τη δράση της σε
τρία µη συνευθειακά σηµεία (Λήµµα 2.6), άρα η σ = FL2 ◦ FL1 είναι µεταφορά κατά
διάνυσµα µήκους 2w προς τη διεύθυνση της καθέτου.

Σχήµα 2.17: Το γινόµενο δύο ανακλάσεων σε παράλληλες ευθείες είναι µεταφορά.

Περίπτωση 2. Οι ευθείες τέµνονται. ΄Εστω L1 και L2 οι δύο ευθείες και p
το σηµείο τοµής τους (ϐλ. Σχήµα 2.18). ΄Εστω θ η µικρότερη γωνία µεταξύ τους.
Ορίζουµε την ισοµετρία σ = FL2 ◦ FL1.

Είναι ϕανερό ότι το σηµείο p παραµένει σταθερό από την σ.
Επιλέγουµε σηµεία a στην L1 και b στην L2, µε a, b , p. Η ανάκλαση ως προς

την L1 αφήνει το a σταθερό, ενώ η ανάκλαση ως προς L2 στέλνει το a σε σηµείο
που προκύπτει µε στροφή κατά 2θ γύρω από το p. Αντίστοιχα, το b στρέφεται πρώτα
κατά −2θ και µετά κατά 4θ, άρα συνολικά κατά 2θ.
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Σχήµα 2.18: Το γινόµενο δύο ανακλάσεων σε τεµνόµενες ευθείες είναι στροφή.

΄Αρα η σ είναι στροφή του τριγώνου pab γύρω από το p κατά 2θ. Αφού µία ισοµε-
τρία καθορίζεται από τη δράση της σε τρία µη συνευθειακά σηµεία, συµπεραίνουµε
ότι η σ είναι στροφή γύρω από το p κατά 2θ. �

Σηµείωση. ∆εδοµένης µιας µεταφοράς T~v, µπορούµε να τη γράψουµε ως σύνθεση

δύο ανακλάσεων ως προς ευθείες κάθετες στο ~v και σε απόσταση |~v|
2 . Η ϕορά της

µεταφοράς εξαρτάται από τη σειρά των ανακλάσεων. Οµοίως, µια στροφή Rθ,p µπορεί

να εκφραστεί ως σύνθεση δύο ανακλάσεων ως προς ευθείες που διέρχονται από το p

και σχηµατίζουν γωνία θ
2 . Η σειρά των ανακλάσεων καθορίζει αν η στροφή είναι κατά

θ ή −θ.

Απόδειξη λήµµατος 2.5. ΄Εστω G µία τέτοια οµάδα. Αρχικά ϑεωρούµε την περίπτωση
όπου όλες οι ισοµετρίες στο G είναι άµεσες. Τότε πρέπει να είναι όλες στροφές
γύρω από το p, αφού οι µεταφορές δεν µπορούν να σταθεροποιούν το p. ΄Εστω φ η
µικρότερη από τις γωνίες στροφής κάθε στοιχείου του G.

Ισχυριζόµαστε ότι κάθε στοιχείο του G είναι της µορφής Riφ,p. ΄Εστω ότι δεν ισχύει
αυτό. Τότε υπάρχει µία στροφή Rα,p ∈ G που δεν είναι δύναµη του Rφ,p για κανένα
ακέραιο i. ΄Αρα α , iφ για κάθε i = 0,1, . . . , n − 1. Τότε υπάρχει j τέτοιο ώστε
jφ < α < (j + 1)φ για κάποιο j = 0,1, . . . , n − 1. ΄Αρα η σύνθεση Rα,p ◦ R

−j
φ,p είναι

στροφή στο G µε γωνία µικρότερη της φ, άτοπο. Συνεπώς όλα τα στοιχεία του G

είναι της µορφής Riφ,p.
Αφού η οµάδα είναι πεπερασµένη, υπάρχει n τέτοιο ώστε Rnφ,p = R0,p = I. ΄Αρα

φ = 2π
n και G = Cn.

Τώρα, αν υπάρχουν έµµεσες ισοµετρίες στο G, τότε πρέπει να υπάρχει τουλάχι-
στον µία ανάκλαση FL , αφού οι ολισθανακλάσεις δεν έχουν σταθερό σηµείο. Αν αυτή
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η ανάκλαση είναι το µόνο µη τετριµµένο στοιχείο της οµάδας, τότε G = D1.
΄ΕστωH το σύνολο όλων των στροφών του G. Είναι υποοµάδα του G και άρα, όπως

αποδείχθηκε, είναι Cn. Η προσθήκη της ανάκλασης FL δηµιουργεί την υποοµάδα
Dn της G.

Αν αυτή η υποοµάδα Dn δεν είναι όλο το G, τότε υπάρχει άλλη ανάκλαση FL′

που δεν ανήκει στην Dn. ΄Οµως τότε FL′ ◦ FL είναι στροφή (Λήµµα 2.7) και όλες
οι στροφές ανήκουν στην Cn, άρα FL′ ◦ FL = Ri2π/n,p για κάποιο i και συνεπώς
FL′ = Ri2π/n,p ◦ FL ∈ Dn, άτοπο. �

Σχήµα 2.19: Η απεικόνιση σε δύο σηµεία και το αν η ισοµετρία είναι άµεση ή έµµεση
καθορίζουν την ισοµετρία.

Τώρα ϑα ϑέλαµε να προσδιορίσουµε όλες τις δυνατότητες για πεπερασµένες ο-
µάδες συµµετρίας πλακιδίων. Αλλά πρώτα, χρειαζόµαστε ένα λήµµα που µας ε-
πιτρέπει να ξέρουµε τι συµβαίνει όταν παίρνουµε τη σύνθεση µιας στροφής µε µια
άλλη.

Λήµµα 2.8. Αν Rθ,p και Rφ,q είναι στροφές µε p , q, τότε η σ = Rθ,p ◦Rφ,q ◦R−θ,p είναι

στροφή γύρω από το σηµείο s = Rθ,p(q) κατά γωνία φ.

Απόδειξη. ΄Εστω d η απόσταση µεταξύ p και q. Εφόσον οι στροφές είναι άµεσες
ισοµετρίες, η σ είναι επίσης άµεση. Αρκεί να δούµε τι κάνει σε δύο σηµεία.

Αρχικά, για το σηµείο s:

σ(s) = Rθ,p ◦ Rφ,q ◦ R−θ,p(s) = Rθ,p ◦ Rφ,q(q) = Rθ,p(q) = s

΄Αρα η σ σταθεροποιεί το s. Συνεπώς είναι είτε η ταυτοτική ισοµετρία είτε στροφή.
Ας δούµε τι κάνει στο p:

σ(p) = Rθ,p ◦ Rφ,q ◦ R−θ,p(p) = Rθ,p ◦ Rφ,q(p)
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΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.20, η Rφ,q στρέφει το p γύρω από το q κατά φ, και
µετά η Rθ,p στρέφει το q στο s, και άρα στρέφει το Rφ,q(p) γύρω από το s κατά φ.
Συνεπώς η σ είναι στροφή γύρω από το s κατά φ. �

Σχήµα 2.20: Σύνθεση δύο στροφών δίνει στροφή

Αυτό το τελευταίο λήµµα ϑα είναι χρήσιµο για τον προσδιορισµό των οµάδων συµ-
µετρίας των πλακιδίων. Ωστόσο, επειδή όλα τα πλακίδια είναι τοπολογικοί δίσκοι, οι
οποίοι εποµένως είναι συµπαγείς (δηλαδή κλειστοί και ϕραγµένοι), ϑα αποδείξουµε
ένα ισχυρότερο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.2. Αν Q είναι συµπαγές σύνολο στο επίπεδο µε πεπερασµένη οµάδα

συµµετριών S(Q) τότε αυτή είναι της µορφής Cn ή Dn για κάποιο n ≥ 1.

Απόδειξη. Καµία µεταφορά ή ολισθαίνουσα συµµετρία δεν µπορεί να περιλαµβάνε-
ται στο S(Q), διότι τότε η οµάδα ϑα ήταν άπειρη και το Q ϑα µεταφερόταν έξω από
τον εαυτό του.

΄Αρα οι ισοµετρίες στο S(Q) είναι µόνο στροφές και ανακλάσεις.
Πρώτα αποδεικνύουµε ότι όλες οι στροφές στο S(Q) πρέπει να έχουν κοινό στα-

ϑερό σηµείο. ΄Εστω προς άτοπο ότι αυτό δεν ισχύει. ΄Εστω R2π/n,p και R2π/m,q µε
p , q. Από το Λήµµα 2.8, η σύνθεση των στροφών δίνει στροφή γύρω από το
s = R2π/n,p(q) , p. Τότε η συµµετρία σ = R−2π/n,s ◦R2π/n,p είναι µεταφορά, ϐλ. Σχήµα
2.21, άτοπο.

΄Αρα όλες οι στροφές έχουν κοινό σταθερό σηµείο και άρα από το Λήµµα 2.5
σχηµατίζουν την κυκλική οµάδα Cn τάξης n για κάποιο n ≥ 1.

Αν υπάρχουν ανακλάσεις, πρέπει να περνούν από το κέντρο στροφής, αλλιώς ϑα
υπήρχαν δύο κέντρα, άτοπο. ΄Αρα προκύπτει η διεδρική οµάδα Dn.
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Σχήµα 2.21: Η σύνθεση σ = R−2π/n,s ◦ R2π/n,p είναι µεταφορά.

Αν δεν υπάρχουν στροφές, τότε αφού από το Λήµµα 2.7 δύο τεµνόµενες ευθείες
ανάκλασης δίνουν στροφή, όλες οι ανακλάσεις πρέπει να είναι σε παράλληλες ευθε-
ίες, αλλά δύο τέτοιες δίνουν µια µεταφορά που δεν την επιτρέπουµε. ΄Αρα το πολύ
µία ανάκλαση, και S(Q) = D1. �

Συζητήσαµε υποθέτοντας πεπερασµένη οµάδα συµµετριών. Αν όµως Q είναι
δίσκος µε κέντρο p, τότε κάθε στροφή ή ανάκλαση µέσω ευθείας που περνά από το
p είναι συµµετρία. ΄Αρα η οµάδα συµµετρίας είναι υπεραριθµήσιµη: το D∞.

Σηµείωση. Το επιχείρηµα του ϑεωρήµατος δείχνει επίσης ότι όλες οι συµµετρίες άπει-

ϱης οµάδας συµµετριών συµπαγούς συνόλου έχουν κοινό σταθερό σηµείο και είναι είτε

στροφές γύρω από αυτό είτε ανανκλάσεις µέσω ευθείας που περνά από αυτό.

2.3 Συµµετρίες Πλακοστρώσεων

Ορισµός 2.18. Λέµε συµµετρία µιας πλακόστρωσης T µια ισοµετρία σ του Ευκλεί-

δειου επιπέδου που απεικονίζει κάθε πλακίδιο της T σε ένα ταυτόσηµο πλακίδιο της

T . Η οµάδα συµµετρίας της πλακόστρωσης συµβολίζεται µε S(T ).

Το ότι το σύνολο των συµµετριών S(T ) µιας πλακόστρωσης T αποτελεί οµάδα
αποδεικνύεται ακριβώς όπως και το ότι η οµάδα συµµετρίας ενός σχήµατος Q είναι
οµάδα. Για κάθε συµµετρία της οµάδας υπάρχει και η αντίστροφη συµµετρία, η
οποία λειτουργεί ως το αντίστροφο στοιχείο της οµάδας.

Για παράδειγµα, η µονοεδρική πλακόστρωση στο Σχήµα 2.22 διαθέτει ποικιλία
συµµετριών, συµπεριλαµβανοµένων στροφών, µεταφορών, ανακλάσεων και ολισθα-
νακλάσεων. Κέντρα στροφής τάξης 3 σηµειώνονται µε µικρά τρίγωνα: γεµάτα όταν
αντιστοιχούν σε υποοµάδα συµµετρίας D3 που σταθεροποιεί το σηµείο, και κενά όταν
αντιστοιχούν σε υποοµάδα C3. Οι ανακλάσεις απεικονίζονται ως κόκκινες ευθείες
χωρίς σήµανση, ενώ οι ολισθανακλάσεις ως διακεκοµµένες κόκκινες ευθείες µε µισά
ϐέλη.
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Σχήµα 2.22: Μια πλακόστρωση µε ποικιλία συµµετριών.

Θα ϑέλαµε να κατανοήσουµε τις δυνατές µορφές που µπορεί να λάβουν οι οµάδες
συµµετρίας των πλακοστρώσεων. Ας ξεκινήσουµε δείχνοντας ότι συµπεριφέρονται µε
῾῾καλό᾿᾿ τρόπο.

Ορισµός 2.19. ∆οθέντος ενός συνόλου H ισοµετριών και ενός σηµείου p, η τροχιά

του p είναι το σύνολο όλων των εικόνων του p υπό τις ισοµετρίες του H. ∆ηλαδή, η

τροχιά του p, που συµβολίζεται µε orbH(p), δίνεται από τον τύπο

orbH(p) = {σ(p) | σ ∈ H}.

Για παράδειγµα, έστω η υποοµάδα H που αποτελείται από τις µεταφορές στην
οµάδα συµµετρίας της πλακόστρωσης στο Σχήµα 2.23. Για ένα σηµείο p, παρατη-
ϱούµε ότι η orbH(p) περιέχει ένα σηµείο σε κάθε πλακίδιο.

Για τις οµάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων, ϑα δείξουµε ότι οι τροχιές δεν µπο-
ϱούν να έχουν σηµεία συσσώρευσης.

Ορισµός 2.20. ΄Ενα σύνολο ισοµετριών H είναι διακριτό αν η τροχιά orbH(p) δεν

έχει σηµεία συσσώρευσης για κάθε p ∈ E2.

Για παράδειγµα, έστω H =
{
R2π/n,p : n = 1,2, . . .

}
· αυτό το σύνολο δεν είναι δια-

κριτό. Το ϐλέπουµε στο Σχήµα 2.24(α), καθώς, αν πάρουµε το σηµείο p = (1,0),
τότε η orbH(p) περιέχει σηµεία που συγκλίνουν στο p (σε κόκκινο). Παροµοίως, αν
~v = 〈1,0〉, τότε το σύνολο J =

{
T~v/n | n = 1,2, . . .

}
δεν είναι διακριτό, καθώς — όπως

ϕαίνεται στο Σχήµα 2.24(ϐ) — το p είναι σηµείο συσσώρευσης της orbJ (p).

Λήµµα 2.9. Η υποοµάδα συµµετριών µιας πλακόστρωσης T που διατηρεί σταθερό

ένα δεδοµένο σηµείο p είναι της µορφής Cn ή Dn για κάποιο n = 1,2, . . ..
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Σχήµα 2.23: Η τροχιά του σηµείου p υπό τις µεταφορικές συµµετρίες περιέχει ένα
σηµείο σε κάθε πλακίδιο.

Σχήµα 2.24: (α) Η τροχιά στροφών συγκλίνει στο p. (ϐ) Η τροχιά µεταφορών επίσης
συγκλίνει στο p.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Λήµµα 2.5, αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο των συµ-
µετριών που διατηρούν το p σταθερό δεν είναι άπειρο. ΄Εστω λοιπόν ότι υπάρχουν
άπειρες τέτοιες συµµετρίες. Εφόσον οι µοναδικές ισοµετρίες που διατηρούν σταθε-
ϱό ένα σηµείο p είναι οι στροφές ως προς το p και οι ανακλάσεις ως προς ευθεία
που περνά από το p, η Αρχή του Περιστερώνα υποδεικνύει ότι ένα από αυτά τα δύο
σύνολα είναι άπειρο. ΄Οµως άπειρες ανακλάσεις παράγουν άπειρες στροφές, οπότε
µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχουν άπειρες στροφές R1, R2, . . ., όλες µε κέντρο
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το p. Για ευκολία, ταυτίζουµε το p µε την αρχή των αξόνων 0.
΄Εστω P το πρωτοσύνολο της πλακόστρωσης T και dP η µέγιστη διάµετρος ο-

ποιουδήποτε πρωτοπλακιδίου στο P. Θεωρούµε τον δίσκο D µε κέντρο το 0 και
ακτίνα 3dP.

΄Εστω T ένα πλακίδιο που τέµνει τον κύκλο C = ∂D, και q σηµείο του T ∩C, όπως
στο Σχήµα 2.25. Επειδή το T έχει διάµετρο το πολύ dP, δεν µπορεί να περιέχει την
αρχή των αξόνων.

Σχήµα 2.25: Το διάστηµα γωνιών που αντιστοιχεί σε πλακίδιο T.

΄Εστω R η ηµιευθεία από την αρχή προς το −q. Εφόσον κάθε σηµείο του T

απέχει το πολύ dP από το q, και κάθε σηµείο της R απέχει τουλάχιστον 3dP, το T δεν
µπορεί να τέµνει την R. ΄Αρα υπάρχουν γωνίες φ1 και φ2 τέτοιες ώστε όλα τα σηµεία
του T έχουν γωνιακή ϑέση εντός του διαστήµατος [φ1, φ2], και κανένα µικρότερο
διάστηµα δεν καλύπτει το T . Τότε κάθε µη τετριµµένη στροφή µεταφέρει το T σε ένα
διαφορετικό πλακίδιο. ΄Οµως τότε ο δίσκος D τέµνει άπειρα πλακίδια, άτοπο. �

Θεώρηµα 2.3. Η οµάδα συµµετρίας S(T ) µιας πλακόστρωσης T είναι διακριτή.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε το αντίθετο. Τότε υπάρχει πλακόστρωση T τέτοια ώστε η
οµάδα συµµετρίας S(T ) να µην είναι διακριτή. Τότε υπάρχει σηµείο p τέτοιο ώστε
η τροχιά orbS(T )(p) να έχει σηµείο συσσώρευσης q. ΄Αρα υπάρχει άπειρη ακολουθία
σηµείων (σ1(p), σ2(p), . . .) της τροχιάς που συγκλίνει στο q.

΄Εστω T ένα πλακίδιο που περιέχει το p. ΄Εστω ε > 0. Ο ανοικτός δίσκος ακτίνας
ε µε κέντρο το q περιέχει όλα τα σηµεία της τροχιάς εκτός από κάποια, πεπερασµένα
στο πλήθος. Κάθε τέτοιο σηµείο σi(p) αντιστοιχεί σε µια συµµετρία σi που µεταφέρει
το T σε κάποιο από τα πεπερασµένα το πλήθος πλακίδια που τέµνουν τον δίσκο ϐλ.
Σχήµα 2.26. Επειδή τα πλακίδια που τέµνουν τον δίσκο είναι πεπερασµένα, η Αρχή
του Περιστερώνα εγγυάται ότι άπειρες συµµετρίες στέλνουν το T στο ίδιο πλακίδιο
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Q, έστω η υποακολουθία
(
σ ′1, σ

′
2, . . .

)
. Εφόσον τα πλακίδια είναι κλειστά, το q ανήκει

στο Q.

Σχήµα 2.26: Απόδειξη ότι η οµάδα συµµετρίας µιας πλακόστρωσης είναι διακριτή.

Θέλουµε να αντικαταστήσουµε αυτή την υποακολουθία µε συµµετρίες που δια-
τηρούν το Q σταθερό. Αφού η σ ′1 στέλνει το T στο Q, η αντίστροφή της στέλνει το Q
στο T . Οπότε ϑέτουµε γi = σ ′i ◦ σ

′−1
1 . Αυτές είναι άπειρες διακεκριµένες συµµετρίες

που στέλνουν το Q στο εαυτό του. Κάθε τέτοια συµµετρία πρέπει να µεταφέρει τις
κορυφές του Q, που είναι πεπερασµένες. ΄Αρα, µόνο πεπερασµένες δυνατές µεταφο-
ϱές υπάρχουν. Η Αρχή του Περιστερώνα συνεπάγεται ότι άπειρες συµµετρίες έχουν
ίδια δράση στις κορυφές. Αφού κάθε συµµετρία είναι είτε άµεση είτε έµµεση, και το
Q έχει τουλάχιστον δύο κορυφές (αποδεικνύεται), τότε άπειρες συµµετρίες ταυτίζο-
νται σε τουλάχιστον δύο σηµεία (τις κορυφές) και είναι του ίδιου είδους (άµεσες ή
έµµεσες). Αφού η ισοµετρία καθορίζεται από την δράση της σε δύο διακριτά σηµεία
και το είδος της, αυτές οι συµµετρίες ταυτίζονται, που είναι άτοπο αφού η συλλογή
ήταν άπειρη και διακεκριµένη. �

2.4 Οι πιθανές οµάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων

΄Εχουµε δει ότι οι οµάδες συµµετρίας των πλακιδίων είναι αρκετά περιορισµένες.
Το ίδιο ισχύει και για τις πλακοστρώσεις. Σε αυτήν την ενότητα καθορίζουµε όλες τις
πιθανές οµάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων.

Το πρόβληµα προσδιορισµού των οµάδων συµµετρίας τέθηκε αρχικά από χηµι-
κούς, οι οποίοι χρειαζόταν να γνωρίζουν τις πιθανές οµάδες συµµετρίας τρισδιάστα-
των κρυστάλλων. Η ταξινόµηση αυτών των κρυσταλλογραφικών οµάδων έγινε ένα
σηµαντικό µαθηµατικό πρόβληµα.

Το 1891, ο Evgraf Fedorov (1853–1919) προσδιόρισε τις δισδιάστατες κρυσταλ-
λογραφικές οµάδες, τις οποίες ϑα αποκαλούµε συνοπτικά οµάδες ταπετσαρίας, α-
ποδεικνύοντας ότι υπάρχουν ακριβώς 17 τέτοιες οµάδες. Προηγουµένως, ο Fedorov
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είχε δείξει ότι υπάρχουν 230 κρυσταλλογραφικές οµάδες για τη διάσταση τρία, λύνο-
ντας πρώτα αυτό το πρόβληµα λόγω της εφαρµογής του στους κρυστάλλους.

Στο πρώτο µέρος του Ερωτήµατος 18 από τη λίστα των προβληµάτων του το 1900,
ο Hilbert ϱώτησε : «Υπάρχουν πεπερασµένες κρυσταλλογραφικές οµάδες σε κάθε δι-
άσταση ;» Το ερώτηµα αυτό απαντήθηκε ϑετικά από τον Ludwig Bieberbach το 1910.
Ωστόσο, η απόδειξη δεν ήταν κατασκευαστική, εποµένως δεν απαντούσε στο ερώτηµα
πόσες είναι σε κάθε διάσταση. Μόλις το 1973, µε τη ϐοήθεια του υπολογιστή, προσ-
διορίστηκε ότι στη διάσταση τέσσερα υπάρχουν 4783 κρυσταλλογραφικές οµάδες.
Το 2000, ο αριθµός για τη διάσταση πέντε προσδιορίστηκε σε 222 018, και το 2012,
για τη διάσταση έξι, ϐρέθηκε ότι υπάρχουν 28 927 922.

Ανοικτά Ερωτήµατα. Να προσδιοριστεί ο αριθµός των κρυσταλλογραφικών οµάδων

για κάθε διάσταση µεγαλύτερη του έξι.

΄Οσο ενδιαφέρουσες κι αν είναι οι οµάδες υψηλότερων διαστάσεων, ϑα περιοριστο-
ύµε στη διάσταση δύο. Αρχικά παρέχουµε µια σηµειογραφία για τις συµµετρίες που
µπορούν να εµφανιστούν σε µια πλακόστρωση του επιπέδου, όπως στο Σχήµα 2.27.
Παραθέτουµε µόνο κέντρα περιστροφής τάξης 2, 3, 4 και 6. Θα δούµε σύντοµα ότι
αυτά επαρκούν για οποιαδήποτε πλακόστρωση µε µεταφορικές συµµετρίες.

Ορισµός 2.21. ΄Ενα διάγραµµα οµάδας για την οµάδα συµµετρίας S(T ) µιας πλα-

κόστρωσης T είναι ένα σύνολο συµβόλων που εµφανίζονται στην πλακόστρωση και

αντιπροσωπεύουν τις συµµετρίες της S(T ).

Το διάγραµµα οµάδας µιας πλακόστρωσης T πρέπει να διατηρείται από κάθε
συµµετρία της πλακόστρωσης. Αν υπάρχει ένα σύµβολο συµµετρίας s σε ένα σηµείο
p του επιπέδου, τότε µια συµµετρία σ που απεικονίζει την T στον εαυτό της και είναι
ισοµετρία, ϑα απεικονίσει το p στο σ(p), το οποίο πρέπει να έχει τις ίδιες συµµετρίες
και άρα τα ίδια σύµβολα συµµετρίας.

Θα ϑέλαµε να µπορούµε να συγκρίνουµε τα διαγράµµατα οµάδων διαφορετικών
πλακοστρώσεων. Με τον όρο αφινικός µετασχηµατισµός εννοούµε έναν γραµµι-
κό µετασχηµατισµό ακολουθούµενο από µια ενδεχόµενη µεταφορά. Μπορούµε να
γράψουµε έναν τέτοιο µετασχηµατισµό που απεικονίζει το p = (x, y) στο q = (x ′, y′)
ως: (

x ′

y′

)
=

 a b

c d

 (xy
)

+

(
e

f

)
όπου η ορίζουσα ad − bc , 0.

Ορισµός 2.22. Τα διαγράµµατα οµάδων για τις οµάδες συµµετρίας S(T1) και S(T2)
των πλακοστρώσεων T1 και T2 είναι ισοµορφικά αν υπάρχει αφινικός µετασχηµατι-

σµός που απεικονίζει το διάγραµµα οµάδας της T1 σε αυτό της T2. ΄Οταν δύο διαγράµ-

µατα οµάδων είναι ισοµορφικά µε αυτήν την έννοια, λέµε ότι οι δύο πλακοστρώσεις

είναι του ίδιου τύπου συµµετρίας.

88



2.4 Οι πιθανές οµάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων

Σχήµα 2.27: Σηµειογραφία για συµµετρίες πλακοστρώσεων.

Σχήµα 2.28: Τρία ισοµορφικά διαγράµµατα οµάδων, τα οποία σχετίζονται µε αφινικο-
ύς µετασχηµατισµούς. ΄Ολες οι πλακοστρώσεις είναι του ίδιου τύπου συµµετρίας.

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 2.28 ϐλέπουµε τρεις πλακοστρώσεις για τις οποίες υ-
πάρχει αφινικός µετασχηµατισµός που απεικονίζει οποιοδήποτε διάγραµµα οµάδας
σε οποιοδήποτε άλλο. Για παράδειγµα, ο µετασχηµατισµός από την πρώτη στη δε-

89



Κεφάλαιο 2. Βασικές ΄Εννοιες

ύτερη απλώς συµπιέζει κάθετα. ∆εν υπάρχει ουσιαστική διάκριση µεταξύ των τριών
διαγραµµάτων οµάδων, εποµένως λέµε ότι είναι ισοµορφικά. ΄Οµως, να σηµειώσου-
µε ότι ο αφινικός µετασχηµατισµός δεν χρειάζεται να απεικονίζει πλακόστρωση σε
πλακόστρωση, αρκεί να απεικονίζει διάγραµµα οµάδας σε διάγραµµα οµάδας.

΄Οταν δύο διαγράµµατα οµάδων είναι ισοµορφικά µε την έννοια που µόλις ο-
ϱίσαµε, τότε και οι αντίστοιχες οµάδες συµµετρίας είναι ισοµορφικές µε την έννοια
της Θεωρίας Οµάδων. ΄Οµως το αντίστροφο δεν ισχύει. Για παράδειγµα, µια οµάδα
συµµετρίας που αποτελείται µόνο από την ταυτότητα και µια στροφή κατά π είναι
ισοµορφική µε την οµάδα που αποτελείται από την ταυτότητα και µια ανάκλαση,
καθώς και οι δύο έχουν ένα µη τετριµµένο στοιχείο του οποίου το τετράγωνο είναι
η ταυτότητα. ΄Οµως δεν είναι ισοµορφικές µε τη νέα έννοια, καθώς τα διαγράµµατα
οµάδων τους έχουν διαφορετικά σύµβολα. Κανένας αφινικός µετασχηµατισµός δεν
µπορεί να µετασχηµατίσει το ένα στο άλλο.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να καθορίσουµε τα δυνατά διαγράµµατα οµάδων για ο-
µάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων, έως ισοµορφισµό. Εξετάζουµε ξεχωριστά τρεις
περιπτώσεις για την S(T ), όπου:

1. δεν υπάρχουν µεταφορές,

2. υπάρχουν µόνο παράλληλες µεταφορές και

3. υπάρχουν µη παράλληλες µεταφορές.

Οµάδες συµµετρίας χωρίς µεταφορές

Παραδείγµατα πλακοστρώσεων χωρίς µεταφορές εµφανίζονται στα Σχήµατα 2.29.
Η πρώτη έχει τετριµµένη οµάδα συµµετρίας, ενώ η δεύτερη έχει οµάδα συµµετρίας
D8.

Σχήµα 2.29: Παραδείγµατα πλακοστρώσεων χωρίς µεταφορική συµµετρία
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Λήµµα 2.10. Αν δεν υπάρχουν µεταφορές στο S(T ), τότε η οµάδα συµµετρίας της

πλακόστρωσης πρέπει να είναι της µορφής Cn ή Dn για κάποιο n ≥ 1.

Απόδειξη. Αυτή η απόδειξη µιµείται την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2, το οποίο
δήλωνε ότι η πεπερασµένη οµάδα συµµετρίας ενός συµπαγούς συνόλου στο επίπεδο
είναι είτε η Cn είτε η Dn. ΄Οπως είδαµε εκεί, αν υπάρχει περισσότερο από ένα κέντρο
περιστροφής p, µπορούµε να συνθέσουµε µία περιστροφή µε µία άλλη για να πάρου-
µε µία µεταφορά, άτοπο. Επιπλέον, η ύπαρξη ευθείας ανάκλασης που δεν τέµνει το
p συνεπάγεται δεύτερο κέντρο περιστροφής. ΄Αρα, όλες οι ευθείες ανάκλασης πρέπει
να διέρχονται από το p, και από το Λήµµα 2.9 έχουµε το Ϲητούµενο. �

Αποδεικνύεται ότι όλες οι δυνατές οµάδες συµµετρίας Cn και Dn χωρίς µεταφορές
µπορούν να πραγµατοποιηθούν από µονοεδρικές ακµή-προς-ακµή πλακοστρώσεις.

Σχήµα 2.30: Πλακόστρωση µε µόνο παράλληλες µεταφορές.

Οµάδες συµµετρίας µε µόνο παράλληλες µεταφορές

Ορισµός 2.23. Μια οµάδα συµµετρίας πλακόστρωσης που περιέχει µόνο παράλληλες

µεταφορές ονοµάζεται οµάδα Ϲωφόρου.

΄Ενα παράδειγµα πλακόστρωσης µε τέτοια οµάδα συµµετρίας ϕαίνεται στο Σχήµα
2.30. Οι µόνες συµµετρίες της συγκεκριµένης πλακόστρωσης είναι οι µεταφορές,
όλες στην οριζόντια διεύθυνση. Τις λέµε οµάδες Ϲωφόρου, καθώς αντιστοιχούν στις
συµµετρίες διακοσµητικών ταινιών που συχνά εµφανίζονταν ως λωρίδες κατά µήκος
της κορυφής ενός κτιρίου.4

4Η Ϲωφόρος, γνωστή και ως Ϲωοφόρος, είναι ένα διακοσµητικό και αρχιτεκτονικά σηµαντικό στοιχε-
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Σχήµα 2.31: Η σύνθεση µιας µεταφοράς µε στροφή κατά γωνία θ είναι µεταφορά κατά
γωνία θ σε σχέση µε την αρχική.

Λήµµα 2.11. Η σύνθεση µιας µεταφοράς µε µία µη τετριµµένη στροφή κατά γωνία θ

δίνει µία µεταφορά ίδιου µήκους κατά γωνία θ ως προς την αρχική διεύθυνση.

Απόδειξη. ΄Εστω T~v µια µεταφορά και Rθ,p µια µη τετριµµένη στροφή. ∆είχνουµε ότι
η σύνθεση σ = Rθ,p ◦ T~v ◦ R−θ,p είναι µεταφορά κατά γωνία θ ως προς την αρχική
διεύθυνση.

΄Εστω L1 η ευθεία που περνά από το p και έχει διεύθυνση ~v. ΄Εστω L2 η ευθεία
που σχηµατίζει γωνία θ µε την L1, όπως στο Σχήµα 2.31. Τότε η στροφή Rθ,p
µεταφέρει την L1 στην L2. Εξετάζουµε τη δράση της σ στο p. Η R−θ,p αφήνει το p
αµετάβλητο, κατόπιν η T~v το µεταφέρει κατά απόσταση |~v| πάνω στην L1 και τέλος η
Rθ,p το στρέφει σε σηµείο της L2 σε απόσταση |~v| από το p.

΄Εστω τώρα q το σηµείο στην L2 που ϐρίσκεται στην αντίθετη πλευρά του p και
σε απόσταση |~v|. Η R−θ,p το µεταφέρει σε σηµείο της L1 σε απόσταση |~v| από το p, η
T~v το µετατοπίζει στο p και η Rθ,p το αφήνει αµετάβλητο. ΄Αρα σ(q) = p. Συνεπώς,
η σ είναι άµεση ισοµετρία που δρα σαν µεταφορά µε διάνυσµα που προκύπτει από
την στροφή του ~v κατά γωνία θ. ΄Αρα είναι όντως αυτή η µεταφορά. �

Εξετάζουµε τώρα τις δυνατές περιπτώσεις για τις οµάδες Ϲωφόρου. Εφόσον όλες οι
µεταφορές πρέπει να είναι παράλληλες, το Λήµµα 2.11 συνεπάγεται ότι δεν µπορούν
να υπάρχουν στροφές µε γωνία διαφορετική από π. ΄Αρα οι µόνες µη τετριµµένες
υποοµάδες που διατηρούν σταθερό ένα σηµείο είναι οι C2 και D1 ή D2.

ίο που συναντάται πάνω από το επιστύλιο στους αρχαίους ελληνικούς ναούς. Αποτελεί µια οριζόντια
Ϲώνη η οποία συχνά κοσµείται µε γλυπτές παραστάσεις, αν και όχι απαραίτητα, και διατρέχει πε-
ϱιµετρικά το κτήριο, προσδίδοντάς του ϱυθµική ενότητα και αφηγηµατική διάσταση. Ο ϱόλος της
υπερβαίνει τον διακοσµητικό, καθώς εντάσσεται στο ευρύτερο µορφολογικό και τυπολογικό σύστηµα
της ναοδοµίας, και η χρήση της συνεχίστηκε σε διάφορες µορφές και σε µεταγενέστερες περιόδους
της µνηµειακής αρχιτεκτονικής. Ετυµολογικά, η λέξη δηλώνει ‘αυτό που ϕέρει Ϲωή’, υποδηλώνοντας
τον αφηγηµατικό ή συµβολικό χαρακτήρα της.
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Σχήµα 2.32: Αναπαράσταση οµάδας Ϲωφόρου πάνω σε άπειρο κατακόρυφο κύλινδρο.

Οι άξονες ανάκλασης πρέπει να είναι είτε παράλληλοι είτε κάθετοι προς τη διε-
ύθυνση µεταφοράς, ώστε να µην παραχθούν µη παράλληλες µεταφορές. Μπορεί να
υπάρχει το πολύ ένας άξονας ανάκλασης παράλληλος προς τη διεύθυνση µεταφοράς,
αλλιώς ϑα είχαµε µη παράλληλες µεταφορές.

Οποιαδήποτε ολισθανάκλαση πρέπει επίσης να είναι στη διεύθυνση της µετα-
ϕοράς, ώστε το τετράγωνό της, που είναι µεταφορά, να έχει τη σωστή διεύθυνση.
∆εν µπορεί να υπάρχουν δύο παράλληλες ολισθανακλάσεις, γιατί το γινόµενό τους
ϑα ήταν µεταφορά σε άλλη διεύθυνση. Επίσης, όλα τα κέντρα στροφής πρέπει να
ϐρίσκονται σε ευθεία παράλληλη προς τη διεύθυνση µεταφοράς.

Επειδή οι οµάδες συµµετρίας είναι διακριτές, υπάρχει και µία ελάχιστη µε-
ταφορά, της οποίας οι δυνάµεις παράγουν όλες τις άλλες µεταφορές της οµάδας
συµµετρίας. ΄Ετσι κάθε οµάδα Ϲωφόρου αποτελείται από µία επιλογή έως τεσσάρων
συµµετριών : ανάκλαση σε οριζόντια ευθεία, ολισθανάκλαση σε οριζόντια διεύθυνση,
ανάκλαση σε κατακόρυφες ευθείες και στροφές τάξης δύο µε κέντρα σε οριζόντια
ευθεία.

Αναλύοντας τους πιθανούς συνδυασµούς αυτών, καταλήγουµε ότι υπάρχουν επτά
δυνατές οµάδες Ϲωφόρου, όπως στο Σχήµα 2.33.

Σε όλες τις περιπτώσεις, το µοτίβο επαναλαµβάνεται σε κατακόρυφες λωρίδες,
που αντιγράφονται η µία δίπλα στην άλλη µέσω µεταφορών. Αν γνωρίζουµε πώς
είναι η πλακόστρωση σε µία τέτοια λωρίδα, γνωρίζουµε πώς είναι σε όλο το επίπεδο.

Μια γεννήτρια µεταφοράς για την οµάδα συµµετρίας ταυτίζει το αριστερό σύνορο
της λωρίδας µε το δεξί της σύνορο, χωρίς όµως να ταυτίζει άλλα σηµεία στο εσωτερικό
της λωρίδας. Μπορούµε να ϕανταστούµε αυτή την ταύτιση σαν την επικόλληση των
δύο ακµών, σχηµατίζοντας έναν άπειρο κατακόρυφο κύλινδρο, όπως στο Σχήµα 2.32,
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Σχήµα 2.33: Πλακοστρώσεις µε τις επτά οµάδες Ϲωφόρου, µε τα διαγράµµατα οµάδων.

πάνω στον οποίο τοποθετείται η πλακόστρωση. Αν παίρναµε αυτό τον κύλινδρο, του
ϐάζαµε µελάνι και τον κυλούσαµε πάνω στο επίπεδο, ϑα αποτυπωνόταν το µοτίβο
της πλακόστρωσης.
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Οµάδες συµµετρίας µε µεταφορές που δεν είναι όλες

παράλληλες

Ορισµός 2.24. Μια πλακόστρωση T είναι περιοδική αν η οµάδα συµµετρίας της

διαθέτει τουλάχιστον δύο µη παράλληλες µεταφορές.

Παραδείγµατα περιλαµβάνουν τις τρεις κανονικές πλακοστρώσεις στο Σχήµα 2.6
και τις πλακοστρώσεις στα Σχήµατα 2.8, 2.10 και 2.22.

∆εδοµένης µιας περιοδικής πλακόστρωσης T , έστω F το σύνολο όλων των µε-
ταφορών στο S(T ). Τότε το F είναι υποοµάδα του S(T ), αφού η σύνθεση δύο
µεταφορών είναι και αυτή µεταφορά και το αντίστροφο µιας µεταφοράς T~v είναι η
µεταφορά T−~v, που επίσης είναι συµµετρία.

Ορισµός 2.25. ΄Εστω ένα οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου, το οποίο για ευκολία

ϑεωρούµε ως την αρχή των αξόνων, σηµειούµενη ως 0.

Η τροχιά orbF (0) του 0 υπό το F καλείται πλέγµα που αντιστοιχεί στο F .

Σχήµα 2.34: Το πλέγµα µε τετράγωνα και το πλέγµα ισόπλευρων τριγώνων, µε πιθανά
παραλληλόγραµµα περιόδου µε κόκκινο.

Στο Σχήµα 2.34(α), ϐλέπουµε το πλέγµα που αντιστοιχεί στις µεταφορές της πλα-
κόστρωσης µε τετράγωνα. Στο Σχήµα 2.34(ϐ), ϐλέπουµε το πλέγµα που αντιστοιχεί
στις µεταφορές της πλακόστρωσης µε ισόπλευρα τρίγωνα.

Μπορούµε πάντα να επιλέξουµε δύο µη παράλληλες µεταφορές T~v και T~w που
να παράγουν ολόκληρη την υποοµάδα των µεταφορών F . ∆ηλαδή, µπορούµε να
γράψουµε

F =
{
Tm~v ◦ T

n
~w : m, n ∈ Z

}
Σηµειώνουµε ότι Tm~v ◦ T

n
~w = Tm~v+n~w.

Για παράδειγµα, µπορούµε να επιλέξουµε το T~v ως τη συντοµότερη µεταφορά και
το T~w ως τη συντοµότερη µεταφορά που δεν είναι παράλληλη µε το T~v. Το γεγονός
ότι υπάρχουν συντοµότερες µεταφορές προκύπτει από το ότι η οµάδα συµµετρίας
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είναι διακριτή. Σηµειώνουµε όµως ότι για κάποιες οµάδες συµµετρίας, µπορεί να υ-
πάρχουν περισσότερες από µία µη παράλληλες συντοµότερες µεταφορές. Υπάρχουν
επίσης πολλές διαφορετικές επιλογές για έγκυρους γεννήτορες.

Ορισµός 2.26. ∆εδοµένης µιας επιλογής µη παραλλήλων µεταφορών T~v και T~w που

παράγουν την F , ορίζουµε το αντίστοιχο παραλληλόγραµµο περιόδου P~v,~w ως το πα-

ϱαλληλόγραµµο που εκτείνεται από τα διανύσµατα ~v και ~w µε κορυφές στο πλέγµα

που ορίζεται από αυτά. (Βλ. Σχήµα 2.34.)

΄Οταν µεταφέρουµε το P~v,~w µε τις µεταφορές στο F ώστε να δηµιουργήσουµε ταυ-
τόσηµα αντίγραφα, η προκύπτουσα συλλογή παραλληλογράµµων πλακοστρώνει το
επίπεδο. Κάθε πλέγµα έχει πολλές διαφορετικές επιλογές για T~v και T~w και άρα πολ-
λές διαφορετικές περιόδους, καθεµία από τις οποίες πλακοστρώνει το επίπεδο υπό
την επίδραση του F . Στο Σχήµα 2.34 απεικονίζονται µερικά από αυτά. Κάθε πα-
ϱαλληλόγραµµο στο δεδοµένο πλέγµα έχει ακριβώς το ίδιο εµβαδόν και κανένα από
αυτά δεν µπορεί να περιέχει σηµείο του πλέγµατος στο εσωτερικό ή στην περίµετρό
του πέρα από τις κορυφές του.

Αφού επιλέξουµε ένα παραλληλόγραµµο περιόδου P, αρκεί να προσδιορίσουµε
το διάγραµµα της οµάδας συµµετρίας για το P. Η υπόλοιπη πλακόστρωση κληρο-
νοµεί τα σύµβολά της µέσω µεταφορών των συµβόλων που εµφανίζονται στο P.

∆εδοµένης µιας περιοδικής πλακόστρωσης, µπορούµε να επάγουµε µια πλα-
κόστρωση στον τόρο, δηλαδή στην επιφάνεια ενός ντόνατ. Παίρνουµε ένα παραλλη-
λόγραµµο P~v,~w και ενώνουµε την πάνω µε την κάτω πλευρά του µέσω της T~v, σχηµα-
τίζοντας έναν κύλινδρο. Κατόπιν ενώνουµε την αριστερή (τώρα κυκλική) πλευρά µε
τη δεξιά πλευρά (επίσης κυκλική), δηµιουργώντας τον τόρο, όπως στο Σχήµα 2.35.
Τα πλακίδια που τέµνουν το P~v,~w ενώνονται µε συνέπεια υπό αυτή τη συγκόλληση
ώστε να παράγουν µια πλακόστρωση στον τόρο. Στην εικόνα, οι ακµές ϕαίνονται
κυρτές λόγω της αναγκαίας παραµόρφωσης για να κλείσει ο κύλινδρος σε τόρο. Αλ-
λά αν ϕανταστούµε το παραλληλόγραµµο επίπεδο µε τις συγκολλήσεις των αντίθετων
πλευρών, µπορούµε να το ϑεωρήσουµε έγκυρη πλακόστρωση του τόρου.

Σχήµα 2.35: Μια περιοδική πλακόστρωση επάγει πλακόστρωση στον τόρο.

Αποδεικνύουµε τώρα το κάπως εκπληκτικό γεγονός ότι όταν το T είναι περιοδικό,
οι υποοµάδες του S(T ) που σταθεροποιούν ένα σηµείο είναι πολύ περιορισµένες.
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Λήµµα 2.12 (Ο Κρυσταλλογραφικός Περιορισµός). Αν το T είναι περιοδική πλα-

κόστρωση, τότε τα µόνα υποσύνολα της S(T ) που σταθεροποιούν ένα σηµείο είναι τα

Cn και Dn για n = 1,2,3,4 και 6.

Απόδειξη. ΄Εστω προς άτοπο ότι υπάρχει σταθερό σηµείο υπό την επίδραση µιας
συµµετρίας Cn ή Dn µε n ≥ 7. Τότε υπάρχουν στροφές γωνίας 2π/n < 60◦. ΄Εστω T~v
η µικρότερη δυνατή µεταφορά στην οµάδα συµµετρίας. Γνωρίζουµε ότι υπάρχουν
ελάχιστες µεταφορές επειδή το S(T ) είναι διακριτό. Αν συνθέσουµε την T~v µε µια
στροφή R2π/n,p, το Λήµµα 2.11 µας λέει ότι προκύπτει µια δεύτερη µεταφορά T~w
όπου η ~w σχηµατίζει γωνία 2π/n µε τη ~v. ΄Οπως στο Σχήµα 2.36, αυτό οδηγεί σε
µεταφορά T~w−~v µικρότερου µήκους από την T~v, άτοπο.

Εξετάζουµε τώρα την περίπτωση n = 5, υποθέτοντας ξανά ότι η ~v είναι ελάχιστης
απόστασης. ΄Οπως στο Σχήµα 2.37, έχουµε πέντε διανύσµατα µεταφοράς γύρω από
το σηµείο p µε γωνία 2π/5 = 72◦ µεταξύ τους. Το άθροισµα του πρώτου και του
τρίτου δίνει διάνυσµα µικρότερου µήκους από τη ~v, πράγµα που είναι ξανά άτοπο.

Συνεπώς, οι µόνες επιτρεπτές τιµές για το n είναι 1,2,3,4 και 6. �

Σχήµα 2.36: Η ύπαρξη στροφών γωνίας 2π/n µε n ≥ 7 συνεπάγεται συντοµότερες
µεταφορές.

Θα δούµε ότι στην πραγµατικότητα, όλες αυτές οι επιλογές εµφανίζονται, αν και,
για δεδοµένες πλακοστρώσεις, µόνο σε ορισµένους συνδυασµούς. Χρησιµοποιώντας
το Λήµµα 2.12, µπορούµε να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο διατυ-
πώθηκε για πρώτη ϕορά από τον Johannes Kepler το 1619.[84]

Θεώρηµα 2.4. Υπάρχουν 17 οµάδες συµµετρίας πλακοστρώσεων µε µη παράλληλες

µεταφορές.

∆εν ϑα αποδείξουµε αναλυτικά αυτό το ϑεώρηµα, παρότι προκύπτει από τη συµ-
ϐολική σηµειογραφία τροπλοτήτων που επεξηγούµε στο Παράρτηµα ∆ʹ.

Ορισµός 2.27. Μέχρι ισοµορφισµού, οι 17 οµάδες συµµετρίας των περιοδικών πλα-

κοστρώσεων ονοµάζονται οµάδες ταπετσαρίας.
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Σχήµα 2.37: Στην περίπτωση n = 5, το άθροισµα δύο µεταφορών δίνει συντοµότερο
διάνυσµα.

Στα Σχήµατα 2.38 και 2.39, ϐλέπουµε παραδείγµατα όλων των δυνατών πλα-
κοστρώσεων ταπετσαρίας, παρουσιάζοντας το διάγραµµα οµάδας σε ένα τµήµα του
πλακιδίου σε κάθε περίπτωση. Με γκρι χρώµα ϕαίνεται ένα παραλληλόγραµµο περι-
όδου. Για κάθε οµάδα συµµετρίας δίνεται τόσο ο συµβολισµός της ∆ιεθνούς ΄Ενωσης
Κρυσταλλογραφίας (IUCr) όσο και, σε παρένθεση, ο συµβολισµός τροπλοτήτων, όπως
εξηγείται στο Παράρτηµα ∆ʹ. ∆ίνεται και συγκεντρωτικός πίνακας µε όλες τις οµάδες
Ϲωφόρου και ταπετσαρίας, ϐλ. Πίνακας 2.1.

Αν και δώσαµε συγκεκριµένα παραδείγµατα, οι δύο οµάδες ταπετσαρίας p1 και
p2 επιτρέπουν παραλληλόγραµµα περιόδου χωρίς περιορισµούς στις γωνίες ή τα
µήκη ακµών. Οι υπόλοιπες οµάδες έχουν προκαθορισµένες γωνίες : είτε ορθές είτε
60◦ και 120◦. Σε ορθογώνια παραλληλόγραµµα οι λόγοι πλευρών είναι ελεύθεροι,
αλλά στα τετράγωνα παραλληλόγραµµα όχι. Κάθε οµάδα έχει συγκεκριµένους πε-
ϱιορισµούς ως προς τη γεωµετρία του πλακιδίου περιόδου.

Αν παρατηρήσουµε διακοσµητικά µοτίβα, µπορούµε να εντοπίσουµε και τις 17
οµάδες ταπετσαρίας, πολλές από αυτές εµφανίζονται στους τοίχους του παλατιού της
Αλάµπρας στη Γρανάδα της Ισπανίας. Υπάρχουν επιχειρήµατα υπέρ και κατά αυτής
της παρουσίας, ανάλογα µε το πώς εφαρµόζει κανείς τους κανόνες για τα χρώµατα
και τα µοτίβα.
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Σχήµα 2.38: Παραδείγµατα πλακοστρώσεων για οκτώ από τις 17 οµάδες ταπετσαρίας.

Πίνακας 2.1: Οι οµάδες συµµετρίας Ϲωφόρου και ταπετσαρίας

Σύµβολο Ϲ ή τ Αριθµός κλάσεων µεταθετικότητας

IUCr Τροπλότητα Ολισθ. Ανακλ. Στροφές περιόδου
2 3 4 6

p111 ∞∞ Ϲ 0 0 0 0 0 0
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Πίνακας 2.1: Οι οµάδες συµµετρίας Ϲωφόρου και ταπετσαρίας

Σύµβολο Ϲ ή τ Αριθµός κλάσεων µεταθετικότητας

IUCr Τροπλότητα Ολισθ. Ανακλ. Στροφές περιόδου
2 3 4 6

p1a1 ∞× Ϲ 1 0 0 0 0 0
p1m1 ∞* Ϲ 0 1 0 0 0 0
pm11 *∞∞ Ϲ 0 2 0 0 0 0
p112 22∞ Ϲ 0 0 2 0 0 0
pma2 2*∞ Ϲ 1 1 1 0 0 0
pmm2 *22∞ Ϲ 0 3 2 0 0 0

p1 ο τ 0 0 0 0 0 0
pg ×× τ 2 0 0 0 0 0
pm ** τ 0 2 0 0 0 0
cm *× τ 1 1 0 0 0 0
p2 2222 τ 0 0 4 0 0 0
pgg 22× τ 2 0 2 0 0 0
pmg 22* τ 1 1 2 0 0 0
pmm *2222 τ 0 4 4 0 0 0
cmm 2*22 τ 2 2 2 0 0 0
p3 333 τ 0 0 0 3 0 0

p31m 3*3 τ 1 1 0 2 0 0
p3m1 *333 τ 1 1 0 1 0 0

p4 442 τ 0 0 1 0 2 0
p4g 4*2 τ 2 1 1 0 1 0
p4m *442 τ 1 3 1 0 2 0
p6 632 τ 0 0 1 1 0 1

p6m *632 τ 2 2 1 1 1 1

Σηµείωση. Για µια πιο διεξοδική µελέτη και αναλυτική απόδειξη των παραπάνω πα-

ϱαπέµπουµε στο [19, Κεφάλαιο 3].
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Σχήµα 2.39: Παραδείγµατα πλακοστρώσεων για τις υπόλοιπες εννιά οµάδες ταπετσα-
ϱίας.
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Κεφάλαιο 3

Θεωρήµατα Επέκτασης Πλακοστρώσεων

3.1 Πλακόστρωση µε Μπαλώµατα

Μία µέθοδος για την κατασκευή µιας πλακόστρωσης είναι να ξεκινήσουµε µε
µια συλλογή από πλακίδια που ταιριάζουν µεταξύ τους ώστε να πλακοστρώσουν µια
πεπερασµένη περιοχή, και στη συνέχεια να προσθέσουµε πλακίδια έτσι ώστε τελικά
να καλύψουµε όλο το επίπεδο. Για να δώσουµε όµως ακριβές νόηµα σε αυτή τη
διαδικασία, χρειάζεται να γενικεύσουµε τον προηγούµενο ορισµό του µπαλώµατος.

Ορισµός 3.28. ΄Εστω πρωτοσύνολο P. ΄Ενα µπάλωµα A που δηµιουργείται από

το P είναι µια πεπερασµένη συλλογή από πλακίδια T1, T2, . . . , Tn στο επίπεδο τέτοια

ώστε :

1. Κάθε πλακίδιο είναι ταυτόσηµο µε κάποιο πλακίδιο του πρωτοσυνόλου.

2. Για κάθε i , j, int (Ti) ∩ int
(
Tj

)
= ∅.

3.
⋃n
i=1 Ti είναι τοπολογικός δίσκος.

Παρατηρούµε ότι αυτός ο ορισµός γενικεύει τον αρχικό µας ορισµό, στον οποίο
υποθέταµε ότι το µπάλωµα ήταν τµήµα µιας πλακόστρωσης του επιπέδου. Πλέον
δεν απαιτείται αυτό. ΄Οµως, κάθε µπάλωµα που ικανοποιεί τον προηγούµενο ορισµό
ικανοποιεί και τον παρόντα.

Ορισµός 3.29. Λέµε ότι ένα µπάλωµα A′ επεκτείνει ένα µπάλωµα A αν µπορούµε

να το πάρουµε από το A µε την προσθήκη πλακιδίων. Λέµε ότι ένα µπάλωµα A

επεκτείνεται σε πλακόστρωση του επιπέδου αν το A εµφανίζεται σε πλακόστρωση του

επιπέδου. Λέµε ότι ένα µπάλωµα A′ περικλείει ένα µπάλωµα A αν το A′ επεκτείνει

το A και το σύνορο του A′ δεν εφάπτεται µε το σύνορο του A.

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 3.1, αριστερά ϐλέπουµε το µπάλωµα P2 να περικλείει
το µπάλωµα P1, ενώ δεξιά το P2 το επεκτείνει χωρίς να το περικλείει
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Σχήµα 3.1: (αριστερά) ΄Ενα µπάλωµα που περικλείει ένα άλλο. (δεξιά) ΄Ενα µπάλωµα
που επεκτείνει χωρίς να περικλείει.

Λήµµα 3.13 (Επέκτασης µε Μπαλώµατα). ΄Εστω P πρωτοσύνολο από πολυγωνικά

πρωτοπλακίδια. ΄Εστω A0 µπάλωµα που δηµιουργείται από το P. Αν για κάθε i =

1,2, . . . υπάρχει µπάλωµαAi που δηµιουργείται από το P και περικλείει τοAi−1, τότε

η ένωση ∪∞i=0Ai αποτελεί πλακόστρωση του επιπέδου.

Απόδειξη. Επιλέγουµε ένα σηµείο στο εσωτερικό του αρχικού µπαλώµατος A0 ώστε
να παίξει τον ϱόλο της αρχής των αξόνων (0,0) στο επίπεδο. Υπάρχει δίσκος D0 µε
ακτίνα r0 και κέντρο το σηµείο αυτό, που περιέχεται πλήρως στο A0.

Θα δείξουµε ότι καθώς το µπάλωµαAi περικλείεται από το µπάλωµαAi+1, υπάρ-
χει δίσκος Di+1 µε ακτίνα ri+1 που περιέχεται πλήρως στο Ai+1 και έχει ri+1 ≥ ri + δ

για κάποια ϑετική σταθερά δ. Επαναλαµβάνοντας αυτή τη διαδικασία, οι δίσκοι ϑα
γίνονται αυθαίρετα µεγάλοι. Για κάθε σηµείο του επιπέδου, ϑα υπάρχει κάποιο i
τέτοιο ώστε το σηµείο να περιέχεται στον δίσκο Di ⊆ Ai. ΄Αρα, υπάρχει πλακίδιο που
περιέχει το σηµείο και συνεπώς έχουµε πλακόστρωση του επιπέδου.

Σχήµα 3.2: Εύρεση της ελάχιστης απόστασης µεταξύ πλευράς και µη γειτονικής γω-
νίας.

Αφού υπάρχουν πεπερασµένα πρωτοπλακίδια, µπορούµε για κάθε ένα να υπο-
λογίσουµε την ελάχιστη απόσταση µεταξύ κάποιας πλευράς και µιας µη γειτονικής
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κορυφής του, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.2. Αυτή η ποσότητα είναι ϑετική, καθώς
κάθε πρωτοπλακίδιο είναι τοπολογικά ισοδύναµο µε δίσκο.

Σχήµα 3.3: Η ελάχιστη απόσταση µεταξύ δύο µη τεµνόµενων ευθυγράµµων τµηµάτων
εµφανίζεται πάντα σε άκρο.

Για δύο µη τεµνόµενα ευθύγραµµα τµήµατα στο επίπεδο, η ελάχιστη απόσταση d
µεταξύ τους επιτυγχάνεται όταν µετράµε από το άκρο του ενός, όπως στο Σχήµα 3.3.
΄Ετσι, το ελάχιστο µήκος µεταξύ µη γειτονικών πλευρών είναι επίσης ϑετικό. ΄Εστω δ
το ελάχιστο τέτοιο µήκος µεταξύ όλων των πρωτοπλακιδίων.

∆οθέντος µπαλώµατοςAi µε δίσκο Di στο εσωτερικό του, και κέντρο την αρχή, το
επόµενο µπάλωµα Ai+1 προκύπτει µε προσθήκη πλακιδίων. Καθώς τα σύνορα των
δύο µπαλωµάτων είναι ξένα, το καθένα πρέπει να αποτελείται από συλλογές ακµών
που είναι ασύνδετες µεταξύ τους. Ισχυριζόµαστε ότι η απόσταση ανάµεσα σε σηµεία
x και y των δύο συνόρων είναι τουλάχιστον δ.

Σχήµα 3.4: Η απόσταση µεταξύ ∂Ai και ∂Ai+1 είναι τουλάχιστον δ.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ας είναι το x κορυφή πλακιδίου. ΄Οπως ϕαίνεται
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στο Σχήµα 3.4, ϑεωρούµε το ευθύγραµµο τµήµα L που ενώνει τα x και y, και
πλακίδιο T ∈ Ai+1 \ Ai που περιέχει το x και τέµνει το L σε αρχικό τµήµα που
περιέχει το x. Αν το T καθορίζεται µοναδικά, τότε το L τέµνει το σύνορο του T σε
πλευρά µη γειτονική µε το x, άρα το µήκος L ∩ T ≥ δ άρα και το µήκος L ≥ δ .

Από την άλλη, αν το L ταυτίζεται αρχικά µε πλευρά του T , τότε το αρχικό τµήµα
αυτό ανήκει σε δύο πλακίδια, και για το ένα από αυτά, η τοµή του µε το L πε-
ϱιέχει κορυφή διαφορετική από το x. ΄Αρα και πάλι το αρχικό τµήµα έχει µήκος
τουλάχιστον δ και η απόσταση µεταξύ x και y είναι τουλάχιστον δ.

Συνεπώς, ανA0 περιέχει τον δίσκο D(0, r0), τότε τοAi περιέχει τον δίσκο D(0, r0+

iδ), και εποµένως η πλακόστρωση επεκτείνεται σε όλο το επίπεδο. �

Ακόµα κι αν ένα πλακίδιο δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παραγάγει µια
µονοεδρική πλακόστρωση, µπορεί παρ’ όλα αυτά να είναι δυνατόν να κατασκευάσου-
µε ένα σχετικά µεγάλο µπάλωµα από αντίγραφα του πλακιδίου. Για παράδειγµα,
στο Σχήµα 3.5, ϐλέπουµε ένα πλακίδιο που µπορεί να περικλειστεί πλήρως από
αντίγραφα του εαυτού του. Ωστόσο, δεν µπορούµε να επεκτείνουµε αυτό το αρχικό
µπάλωµα σε πλακόστρωση του επιπέδου.

Σχήµα 3.5: ΄Ενα πλακίδιο που περικλείεται πλήρως από αντίγραφά του χωρίς να
είναι δυνατή η επέκταση σε πλακόστρωση επιπέδου.

Αυτό µας οδηγεί στον παρακάτω ορισµό

Ορισµός 3.30. ∆εδοµένου ενός πρωτοσυνόλου P και ενός µπαλώµατος A που δη-

µιουργείται από το P, µια κορώνα για το A είναι ένα σύνολο επιπλέον πλακιδίων

{T1, . . . , Tn} τέτοιο ώστε κάθε πλακίδιο Ti να τέµνει τοA και τοA′ = A∪(T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn)
να είναι µπάλωµα που περικλείει τοA. ΄Ενα µεµονωµένο πλακίδιο αποκαλείται µηδε-

νική κορώνα. Μια κορώνα για το µπάλωµα που αποτελείται από αυτό το µεµονωµένο

πλακίδιο, αν υπάρχει, ονοµάζεται πρώτη κορώνα αυτού του πλακιδίου. Αφού σχηµα-

τιστεί ένα µπάλωµα An από το αρχικό πλακίδιο και n κορώνες γύρω του, η κορώνα

106



3.1 Πλακόστρωση µε Μπαλώµατα

αυτού του µπαλώµατος, εφόσον υπάρχει, ονοµάζεται η n + 1-οστή κορώνα του πλακι-

δίου.

Με άλλα λόγια, η ένωση της κορώνας και του µπαλώµατος που περικλείει απο-
τελεί νέο µπάλωµα που περικλείει το προηγούµενο. Επιπλέον, κάθε νέο πλακίδιο
πρέπει να εφάπτεται του προηγούµενου µπαλώµατος. Στο Σχήµα 3.6, ϐλέπουµε
παραδείγµατα πρώτης κορώνας γύρω από ένα πλακίδιο.

Σχήµα 3.6: Κορώνες γύρω από διάφορα πλακίδια.

Αν ξεκινώντας από ένα µόνο πλακίδιο, µπορούµε να συνεχίσουµε να κατασκευ-
άζουµε κορώνες διαδοχικά, τότε, ϐάσει του Λήµµατος 3.13, έχουµε µια πλακόστρωση
του επιπέδου. ΄Οµως, µπορεί να συµβαίνει το εξής : για ένα συγκεκριµένο πλακίδιο
η διαδικασία δηµιουργίας κορώνων να µην συνεχίζεται επ’ άπειρον. Οι προσπάθειες
να κατασκευαστεί πλακόστρωση χρησιµοποιώντας αυτό το πλακίδιο ως πρωτοπλα-
κίδιο µοιάζουν επιτυχείς αρχικά, αλλά σε κάποιο σηµείο το µπάλωµα δεν µπορεί να
επεκταθεί σε επόµενη κορώνα.

Ορισµός 3.31. Ο αριθµός Heesch H(T ) ενός πλακιδίου T είναι το µέγιστο πλήθος

ϕορών που µπορούµε να προσθέσουµε διαδοχικά κορώνες ξεκινώντας από ένα µόνο

αντίγραφο του πλακιδίου.

Για το πλακίδιο στο Σχήµα 3.5, ο αριθµός Heesch είναι 1. Εφόσον το κανονικό
εξάγωνο πλακοστρώνει ολόκληρο το επίπεδο, ο αριθµός Heesch του είναι∞. Αντίθε-
τα, επειδή το κανονικό πεντάγωνο δεν µπορεί καν να περικλειστεί µία ϕορά από
αντίγραφά του, ο αριθµός Heesch του είναι 0. Το ϕυσικό ερώτηµα που προκύπτει
είναι αν κάθε ϕυσικός εµφανίζεται ως αριθµός Heesch για κάποιο σχήµα πλακιδίου.

Στο Σχήµα 3.7, ϐλέπουµε ένα πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε 2. Και στο
Σχήµα 3.8, ϐλέπουµε ένα πλακίδιο που σχηµατίζεται προσθέτοντας τρεις εσοχές
σε τρεις διαδοχικές πλευρές ενός εξαγώνου και δύο προεξοχές σε δύο γειτονικές
πλευρές. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε µπάλωµα
που περιλαµβάνει τρεις κορώνες.

Σε αυτή την περίπτωση, ας αποδείξουµε ότι το µπάλωµα δεν µπορεί να επεκταθεί
σε τέταρτη κορώνα. Αν προσπαθήσουµε να το κάνουµε, ο αριθµός των επιπλέον
πλακιδίων ϑα ήταν 24, και ο συνολικός αριθµός των πλακιδίων στο µπάλωµα ϑα
γινόταν 61.
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Σχήµα 3.7: Πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε 2.

Σχήµα 3.8: Πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε 3.

Εποµένως, ο συνολικός αριθµός προεξοχών σε αυτά τα 61 εξάγωνα ϑα ήταν 122,
ενώ ο αριθµός των εσοχών ϑα ήταν 183. Εφόσον κάθε εσωτερική προεξοχή πρέπει
να αντιστοιχεί σε µια εσωτερική εσοχή, ϑα έµεναν τουλάχιστον 61 εσοχές στο σύνορο
του µπαλώµατος. ΄Οµως, υπάρχει το πολύ µία εσοχή ανά πλευρά εξαγώνου και το
σύνορο του µπαλώµατος έχει ακριβώς 51 πλευρές εξαγώνων, που προέρχονται από
δύο πλευρές για 18 από τα πλακίδια του συνόρου και τρεις πλευρές για τα υπόλοι-
πα 6. ΄Αρα, παραµένουν τουλάχιστον 10 εσοχές στο εσωτερικό του µπαλώµατος,
καθιστώντας το άκυρο ως µπάλωµα.

Στο Σχήµα 3.10 ϐλέπουµε ένα παράδειγµα, που ανακαλύφθηκε από τον Casey
Mann του 2001 [97], πλακιδίου µε αριθµό Heesch ίσο µε 5.

Αν και το 5 αποτελούσε τον µεγαλύτερο γνωστό πεπερασµένο αριθµό Heesch για
20 χρόνια, το 2021 ο Bojan Bǎsić ανακοίνωσε την ανακάλυψη του πλακιδίου που
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Σχήµα 3.9: ΄Ενα πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε 6.

Σχήµα 3.10: ΄Ενα πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε 5.

ϕαίνεται στο Σχ. 3.9, το οποίο έχει αριθµό Heesch ίσο µε 6 [30].

Ανοικτά Ερωτήµατα. Για τον αριθµό Heesch παραµένουν τα εξής :

1. Να ϐρεθεί πλακίδιο µε αριθµό Heesch µεγαλύτερο του 6.

2. • Να αποδειχθεί ότι υπάρχει πλακίδιο µε αριθµό Heesch ίσο µε n για κάθε

ϕυσικό n, ή

• Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα άνω ϕράγµα για τον αριθµό Heesch οποιου-

δήποτε πλακιδίου, ή

• Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν πλακίδια µε αυθαίρετα µεγάλο αριθµό Heesch.

3. Να ϐρεθεί ένα κυρτό πολύγωνο µε αριθµό Heesch µεγαλύτερο του 1.

Αν επιτραπούν επιπλέον πρωτοπλακίδια, τότε ο Bǎsić απέδειξε το 2015 ότι για
κάθε n ≥ 1 και k ≥ 3, υπάρχει πρωτοσύνολο από k πρωτοπλακίδια ώστε ένα µόνο
πλακίδιο να έχει ακριβώς n κορώνες. [29]
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Αν ένα πλακίδιο έχει πρώτη κορώνα, µπορούµε να ϱωτήσουµε πόσα αντίγραφα
του πλακιδίου χρειάζονται για να κατασκευαστεί η πρώτη κορώνα.

Ορισµός 3.32. ΄Εστω T ένα πλακίδιο µε πρώτη κορώνα. Ο αριθµός περικύκλωσης

είναι ο ελάχιστος αριθµός πλακιδίων που χρειάζονται για να κατασκευαστεί η πρώτη

κορώνα.

Είναι εύκολο να κατασκευάσουµε ένα πλακίδιο µε αριθµό περικύκλωσης 4. Στο
Σχ. 3.11, ϐλέπουµε ένα πλακίδιο µε αριθµό περικύκλωσης 3.

Σχήµα 3.11: ΄Ενα πλακίδιο µε αριθµό περικύκλωσης 3.

Είχε διατυπωθεί η εικασία ότι δεν υπάρχουν πλακίδια µε αριθµό περικύκλωσης
2, αλλά ο Casey Mann κατασκεύασε ένα παράδειγµα το 2002 [96]. Βασίζεται σε µια
καταπληκτική κατασκευή του Voderberg από το 1936 [143], την οποία εξετάζουµε
τώρα.

Ορισµός 3.33. Λέµε ότι ένα σύνολο από πολυγωνικά πλακίδια περιβάλλει ένα δε-

δοµένο πολυγωνικό πλακίδιο T αν η ένωση του T µε τα πλακίδια σχηµατίζει ένα

µπάλωµα A, τέτοιο ώστε επιτρέπεται οι γωνίες του T να ϐρίσκονται στο σύνορο ∂A

αλλά όχι σηµεία από το εσωτερικό των πλευρών του T να τέµνουν το ∂A.

΄Αρα, δεν είναι απαραίτητο το A να περικλείει το T . Για παράδειγµα το Σχ. 3.12
απεικονίζει ένα τριγωνικό πλακίδιο T το οποίο περιβάλλεται από τρία αντίγραφα του
τριγώνου.

Είχε διατυπωθεί η εικασία ότι για να περιβληθεί ένα πλακίδιο µε αντίγραφα του
εαυτού του, χρειαζόµαστε τουλάχιστον τρία αντίγραφα. Αλλά όπως ϐλέπουµε στο
Σχ. 3.13, (α), υπάρχει πλακίδιο που περιβάλλεται από δύο αντίγραφα του εαυτού
του. Ακόµα πιο εντυπωσιακά, το ίδιο αυτό πλακίδιο µπορεί να περιβάλλει ακόµα και
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Σχήµα 3.12: ΄Ενα τριγωνικό πλακίδιο περιβαλλόµενο από τρία αντίγραφα.

Σχήµα 3.13: ΄Ενα πλακίδιο περιβαλλόµενο από δύο αντίγραφα του εαυτού του.

δύο αντίγραφά του, όπως στο Σχ. 3.13, (ϐ). Πρόκειται για αξιοσηµείωτο πλακίδιο.
Το ίδιο πλακίδιο δηµιουργεί µια περιοδική µονοεδρική πλακόστρωση, όπως στο Σχ.
3.14. ∆ηµιουργεί επίσης την σπειροειδή πλακόστρωση που ϕαίνεται στο Σχ. 2.29
(αριστερά).

Η κατασκευή αυτή γενικεύτηκε στο [52], όπου αποδεικνύεται ότι µπορούµε να
κατασκευάσουµε πλακίδιο τέτοιο ώστε n αντίγραφά του να περιβάλλονται από δύο
µόνο αντίγραφα, όπως στο Σχ. 3.15. Αυτό ϕαίνεται αντιδιαισθητικό, αφού η περιοχή
που περιβάλλεται από τα δύο πλακίδια πρέπει να είναι n ϕορές η περιοχή του
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Σχήµα 3.14: Πλακόστρωση µε το πλακίδιο Voderberg.

αρχικού. Ωστόσο, στην κατασκευή, τα πλακίδια γίνονται λεπτότερα όσο αυξάνει το
n, έτσι η περιοχή τους µειώνεται, επιτρέποντας την επιτυχία της κατασκευής. Η
πλακόστρωση µε ένα τέτοιο πλακίδιο, και οι µορφές που δηµιουργεί στο επίπεδο,
έχουν µια ϕοβερή οµοιότητα και αναλογία µε το έργο Nu descendant un escalier n°
2 του Marcel Duchamp, ϐλ. Εικ. 3.1.

Σχήµα 3.15: Πλακίδιο τέτοιο ώστε n αντίγραφά του να περιβάλλονται από δύο µόνο
αντίγραφα.

Πρόκειται επίσης για το πλακίδιο που προσφέρει ένα αντιπαράδειγµα στην µα-
κροχρόνια εικασία ότι για κάθε πλακίδιο σε µονοεδρική πλακόστρωση, η γειτονιά
του είναι µπάλωµα, ανακαλυφθέν από τον Casey Mann και τους ϕοιτητές του [2].
Στο Σχ. 2.14, ϐλέπουµε σπειροειδή πλακόστρωση µε ένα µαύρο πλακίδιο. Τα πιο
ανοιχτόχρωµα πλακίδια αποτελούν τη γειτονιά του, αλλά για να ϐρούµε το µικρότε-
ϱο µπάλωµα που την περιέχει, πρέπει να προσθέσουµε τα τρία πιο σκουρόχρωµα
πλακίδια.

Μάς ενδιαφέρει η περίπτωση του αρχικού πλακιδίου Voderberg, που µπορεί να
περιβληθεί από δύο αντίγραφα του εαυτού του. Θέλουµε ένα πλακίδιο που να περι-
κλείεται από δύο αντίγραφά του και όχι απλώς να περιβάλλεται. Ο Mann τροποποιεί
το πλακίδιο όπως στο Σχ. 3.16. ΄Επειτα, όπως στο Σχ. 3.17, αποκτά ένα πλακίδιο
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Εικόνα 3.1: Nu descendant un escalier n° 2, Marcel Duchamp

µε πρώτη κορώνα που αποτελείται µόνο από δύο πλακίδια.

Σε αδηµοσίευτη εργασία διαθέσιµη στο διαδίκτυο, ο Walter Trump τροποποιεί
και απλοποιεί περαιτέρω το παράδειγµα ώστε να προκύψει πλακίδιο τέτοιο ώστε
δύο αντίγραφά του (µπλε και ϱοζ) να περικλείουν δύο άλλα αντίγραφα (κίτρινο και
πράσινο), όπως στο Σχ. 3.18. Το πλακίδιο αυτό, το οποίο έχει 20 ακµές, όντως
πλακοστρώνει το επίπεδο.

Ανοικτά Ερωτήµατα. 1. Υπάρχει πρωτοπλακίδιο µε αριθµό περικύκλωσης 2 που

να δηµιουργεί πλακόστρωση του επιπέδου ;
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Σχήµα 3.16: Τροποποίηση του πλακιδίου Voderberg ώστε να προκύψει πλακίδιο µε
αριθµό περικύκλωσης 2.

Σχήµα 3.17: Πλακίδιο του οποίου η πρώτη κορώνα αποτελείται από δύο αντίγραφά
του.

2. Υπάρχει τρισδιάστατο πλακίδιο µε αριθµό περικύκλωσης 2 ή 3;

3.2 Το Θεώρηµα Επέκτασης

Σε αυτή την ενότητα, ισχυροποιούµε το Λήµµα 3.13, το οποίο έλεγε πως εφόσον
έχουµε ένα άπειρο σύνολο από µπαλώµατα, καθένα από τα οποία περικλείει το
προηγούµενο, τότε η ένωση αυτών των µπαλωµάτων δίνει µια πλακόστρωση του
επιπέδου. Στο λήµµα αυτό, ήταν σηµαντικό τα επόµενα µπαλώµατα να περικλείουν
το ένα το άλλο. ∆εν αρκούσε απλώς να αυξάνεται ο αριθµός των πλακιδίων µέσα στα
µπαλώµατα.

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 3.19, ϐλέπουµε ένα πλακίδιο που µπορεί να δη-
µιουργήσει µπαλώµατα µε αυθαίρετα πολλά πλακίδια και κάθε µπάλωµα να περι-
ϐάλλει το προηγούµενο. ΄Οµως είναι ϕανερό πως αυτό το πλακίδιο δεν µπορεί να
δηµιουργήσει πλακόστρωση του επιπέδου.
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Σχήµα 3.18: Πλακίδιο τέτοιο ώστε δύο αντίγραφα (µπλε και ϱοζ) να περικλείουν δύο
άλλα (κίτρινο και πράσινο).

Σχήµα 3.19: Αν και το µπάλωµα µεγαλώνει, δεν δηµιουργεί πλακόστρωση του επι-
πέδου.

Μπορούµε επίσης να έχουµε περίπτωση όπου µια ακολουθία από µπαλώµατα
περιέχει αυθαίρετα µεγάλους δίσκους, αλλά τα µπαλώµατα δεν περιέχουν το ένα
το άλλο, όπως στο Σχήµα 3.20. Τα µπαλώµατα έχουν κατασκευαστεί έτσι ώστε τα
πλακίδια σε κάθε στήλη να έχουν µια ακίδα στραµµένη προς τα πάνω ή προς τα
κάτω, σύµφωνα µε το µοτίβο UDU, UDDU, UDDDU, . . .1, εµποδίζοντας τα µπαλώµατα
να περιέχουν το ένα το άλλο. Αν και είναι αλήθεια πως το αντίστοιχο πρωτοπλακίδιο
δηµιουργεί πλακόστρωση, το Λήµµα 3.13 δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε αυτά τα
µπαλώµατα για να το αποδείξει.

Ορισµός 3.34. ΄Εστω P ένα σύνολο από πρωτοπλακίδια και έστω D ένας δίσκος στο

επίπεδο. Λέµε ότι το P πλακοστρώνει τον D αν µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα

µπάλωµα από αντίγραφα πλακιδίων του πρωτοσυνόλου που να περιέχει τον δίσκο D.

Θεώρηµα 3.5 (Επέκτασης). ΄ΕστωP ένα πεπερασµένο πρωτοσύνολο. Αν τοP πλακο-

στρώνει αυθαίρετα µεγάλους δίσκους, τότε το P δηµιουργεί πλακόστρωση ολόκληρου

του επιπέδου.
1U: up, D: down
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Σχήµα 3.20: Αυθαίρετα µεγάλα µπαλώµατα που δεν περιέχουν το ένα το άλλο.

Το αποτέλεσµα αυτό είναι κάπως απρόσµενο. ∆εν είναι καθόλου προφανές ότι
η ύπαρξη άσχετων µπαλωµάτων που περιέχουν αυθαίρετα µεγάλους δίσκους οδηγεί
σε πλακόστρωση.

Πριν αποδείξουµε αυτό το αποτέλεσµα, εξετάζουµε κάποιες συνέπειες.

Πόρισµα 3.2. Αν ένα πεπερασµένο πρωτοσύνολο µπορεί να πλακοστρώσει έναν τοµέα

του επιπέδου, τότε δηµιουργεί πλακόστρωση όλου του επιπέδου.

Απόδειξη. Αυτό είναι άµεσο, καθώς κάθε τοµέας του επιπέδου περιέχει µπαλώµατα
που πλακοστρώνουν αυθαίρετα µεγάλους δίσκους, όπως στο Σχήµα 3.21. �

Σχήµα 3.21: Αν ένα πεπερασµένο πρωτοσύνολο πλακοστρώνει τοµέα του επιπέδου,
τότε πλακοστρώνει και ολόκληρο το επίπεδο.

Γενικά η προσθήκη λίγων επιπλέον πλακιδίων (σε αντίθεση µε νέα πρωτοπλα-
κίδια) µπορεί να αλλάξει δραστικά τις επιλογές πλακόστρωσης ενός πρωτοσυνόλου.
΄Οµως το επόµενο πόρισµα µας λέει πως µια τέτοια προσθήκη δεν δηµιουργεί πλα-
κόστρωση αν το αρχικό πρωτοσύνολο δεν την δηµιουργούσε ήδη.

Πόρισµα 3.3. Αν ένα πρωτοσύνολο P δεν δηµιουργεί µια πλακόστρωση, τότε η προ-

σθήκη πεπερασµένου πλήθους επιπλέον πλακιδίων δεν µπορεί να αλλάξει αυτό το

γεγονός.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι τα πλακίδια T1, T2, . . . , Tn µαζί µε πλακίδια ταυτόσηµα
µε τα πλακίδια του P δηµιουργούν µια πλακόστρωση. Εφόσον υπάρχουν µόνο n
επιπλέον πλακίδια, µπορούµε να ϐρούµε αυθαίρετα µεγάλα µπαλώµατα στην πλα-
κόστρωση που αποφεύγουν αυτό το πεπερασµένο σύνολο. Το Θεώρηµα Επέκτασης
(Θεώρηµα 3.5) τότε συνεπάγεται ότι το P δηµιουργεί πλακόστρωση, άτοπο. �

Η απόδειξη του Θεωρήµατος Επέκτασης είναι κρίσιµη για την συνέχεια. Για να
το αποδείξουµε, χρειαζόµαστε ένα γνωστό ϑεώρηµα από την ανάλυση.

Θεώρηµα 3.6 (Bolzano–Weierstrass). Αν Q είναι ένα συµπαγές σύνολο στο επίπεδο,

τότε κάθε ακολουθία σηµείων του Q έχει µια υπακολουθία που συγκλίνει σε ένα σηµείο

p ∈ Q.

Σχήµα 3.22: Η ακολουθία συγκλίνει στο (1,0), καθώς D είναι συµπαγής.

Για παράδειγµα, εφόσον ο µοναδιαίος δίσκος D είναι συµπαγής, γνωρίζουµε ότι
κάθε ακολουθία σηµείων του D έχει µια υπακολουθία που συγκλίνει σε κάποιο
σηµείο p ∈ D. ΄Εστω τώρα η ακολουθία S = {((−1)n(1 − 1/n),0) : n ∈ Z+}, όπως στο
Σχήµα 3.22. Τότε υπάρχει υπακολουθία της που συγκλίνει στο σηµείο (1,0).

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος Επέκτασης, χρειαζόµαστε επίσης µερικούς
ακόµη ορισµούς.

Ορισµός 3.35. ΄Εστω δύο πλακίδια T1 και T2 στο επίπεδο. Ορίζουµε την απόσταση

Hausdorff µεταξύ τους, δ (T1, T2), ως το µέγιστο από τις αποστάσεις :

• d12: η µέγιστη απόσταση σηµείου του T1 από το πλακίδιο T2,

• d21: η µέγιστη απόσταση σηµείου του T2 από το πλακίδιο T1.
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∆ηλαδή, δ (T1, T2) = max{d12, d21}.

Για παράδειγµα, στο Σχ. 3.23(αριστερά), έχουµε δύο τετράγωνα στο επίπεδο. Το
πιο αποµακρυσµένο σηµείο του T1 από το T2 ϐρίσκεται στην αριστερή πλευρά του
T1 και έχει απόσταση d12 = 2. Οµοίως, το πιο αποµακρυσµένο σηµείο του T2 από
το T1 είναι στη δεξιά του πλευρά και έχει απόσταση d21 = 2. ΄Αρα, δ(T1, T2) = 2.

Στο Σχ. 3.23(δεξιά), έχουµε επικαλυπτόµενα πλακίδια, ένα κύκλο T1 και ένα
τετράγωνο T2. Η µέγιστη απόσταση από σηµείο του T1 προς το T2 είναι d12 = 1, ενώ
από σηµείο του T2 προς το T1 είναι d21 = 2

√
2 − 1 ≈ 1.818. Εποµένως, δ(T1, T2) =

2
√

2 − 1.

Σχήµα 3.23: Υπολογισµός της απόστασης Hausdorff µεταξύ δύο πλακιδίων.

Σηµείωση. δ(T1, T2) = 0 αν και µόνο αν τα δύο πλακίδια είναι ταυτόσηµα

Ορισµός 3.36. Μια ακολουθία πλακιδίων {Ti} συγκλίνει σε ένα πλακίδιο T αν ισχύει

limi→∞ δ (Ti , T ) = 0.

Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε την ακολουθία µοναδιαίων τετραγώνων {Si} µε
πλευρές παράλληλες στους άξονες και κέντρο το σηµείο (1/i,0), τότε αυτή συγκλίνει
στο µοναδιαίο τετράγωνο µε κέντρο το (0,0).

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα Επέκτασης, χρειαζόµαστε το εξής λήµµα:

Λήµµα 3.14 (Επιλογής). ΄Εστω άπειρη ακολουθία πλακιδίων {Ti}, όλα ταυτόσηµα σε

ένα πρωτοπλακίδιο T , και όλα µοιράζονται ένα σηµείο p. Τότε υπάρχει υπακολουθία

που συγκλίνει σε ένα πλακίδιο T ′ που περιέχει το p και είναι επίσης ταυτόσηµο µε το

T.

Απόδειξη. Θεωρούµε το T ως δεδοµένο πλακίδιο στο επίπεδο. ΄Εστω (xi , yi) το κέντρο
ϐάρους του Ti και (x, y) το κέντρο ϐάρους του T .2 Εφόσον Ti είναι ταυτόσηµο µε το
T , υπάρχει ισοµετρία που µεταφέρει το Ti στο T : µεταφορά ώστε (xi , yi) 7→ (x, y),
ανάκλαση ως προς οριζόντια ευθεία που περνά από (x, y), και στροφή κατά γωνία θi
ώστε να ευθυγραµµιστούν.

2Κέντρο ϐάρους, εννοούµε το σηµείο ως προς το οποίο το πλακίδιο ϑα ισορροπούσε αν το στηρίζαµε
εκεί. Στην περίπτωση όµως ενός µη κυρτού πλακιδίου, το κέντρο ϐάρους δεν είναι απαραίτητο να
ϐρίσκεται εντός του πλακιδίου.
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Από την Αρχή του Περιστερώνα, υπάρχει υπακολουθία {T ′i } πλακιδίων τέτοια ώστε
είτε όλα χρειάζονται είτε κανένα δεν χρειάζεται ανάκλαση στην ισοµετρία. Αντιστοι-
χίζουµε κάθε T ′i στο σηµείο qi = (xi , yi , θi). Αν και µπορούµε να ϕανταστούµε ότι
αυτά τα σηµεία-αντιπρόσωποι ανήκουν στο R3, στην πραγµατικότητα ανήκουν στο
R2 × S1, όπου το S1 είναι ο κύκλος που προκύπτει αν ταυτίσουµε τη γωνία 2π µε τη
γωνία 0.

Ορίζουµε το X ως το σύνολο όλων των σηµείων-αντιπροσώπων qi (όχι µόνο του
{T ′i }) που αντιστοιχούν σε πλακίδια που περιέχουν το p και είναι ταυτόσηµα µε το T .
Το X είναι ϕραγµένο, καθώς όλα τα κέντρα ϐάρους ϐρίσκονται εντός απόστασης d
από το p, όπου d είναι η µέγιστη απόσταση σηµείου του T από το (x, y).

Για να δείξουµε ότι το X είναι κλειστό, δείχνουµε ότι το συµπλήρωµά του είναι
ανοικτό. Αν ένα (x, y, θ) δεν ανήκει στο X , τότε το αντίστοιχο πλακίδιο {T } δεν περιέχει
το p. Υπάρχει ϑετική απόσταση του πλακιδίου από το p. Συγκεκριµένα, µπορούµε
να µεταβάλουµε ελαφρώς τόσο το κέντρο ϐάρους του T όσο και τη γωνία του, και
τα πλακίδια που προκύπτουν συνεχίζουν να µην περιέχουν το σηµείο p. Εποµένως,
υπάρχει µια µικρή περιοχή γύρω από το (x, y, θ) που δεν ανήκει στο X . ΄Αρα το
συµπλήρωµα του X είναι ανοιχτό και συνεπώς το X είναι κλειστό.

Εφόσον το X είναι κλειστό και ϕραγµένο, είναι συµπαγές (Θ. Heine–Borel). Η α-
κολουθία {Ti} παράγει άπειρη ακολουθία σηµείων S ⊆ X . Από το Θεώρηµα Bolzano-
Weierstrauss, υπάρχει υπακολουθία που συγκλίνει σε σηµείο (x0, y0, θ0) ∈ X . ΄Αρα
τα κέντρα ϐάρους συγκλίνουν στο (x0, y0) και οι γωνίες στο θ0. Τότε το πλακίδιο T ′

που αντιστοιχεί στο (x0, y0, θ0) είναι τέτοιο ώστε η υπακολουθία συγκλίνει σε αυτό
κατά την απόσταση Hausdorff. �

Ορισµός 3.37. ∆οθέντος ενός πλακιδίου T, ορίζουµε ως εσωτερική ακτίνα u την

µεγαλύτερη ακτίνα ενός δίσκου που περιέχεται στο T, και ως εξωτερική ακτίνα U την

µικρότερη ακτίνα ενός δίσκου που περιέχει το T , όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.24.

΄Οταν έχουµε ένα πεπερασµένο πρωτοσύνολο P, τότε υπάρχει µια ελάχιστη εσω-

τερική ακτίνα ανάµεσα σε όλα τα πρωτοπλακίδια, την οποία ονοµάζουµε εσωτερική

ακτίνα του P και την συµβολίζουµε επίσης µε u, καθώς και µια µέγιστη εξωτερική

ακτίνα, την οποία ονοµάζουµε εξωτερική ακτίνα του P και την συµβολίζουµε µε U.

΄Αρα κάθε πρωτοπλακίδιο περιέχει έναν δίσκο ακτίνας u και περιέχεται µέσα σε

έναν δίσκο ακτίνας U.

Είµαστε τώρα έτοιµοι να αποδείξουµε το Θεώρηµα Επέκτασης.

Απόδειξη Θεωρήµατος Επέκτασης. ∆εδοµένου ενός πρωτοσυνόλου P µε εσωτερική
ακτίνα u και εξωτερική ακτίνα U , κατασκευάζουµε πρώτα ένα πλέγµα σηµείων στο
επίπεδο που δίνεται από το

Λ = {(nu,mu) : n,m ∈ Z}
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Σχήµα 3.24: Η εσωτερική και η εξωτερική ακτίνα ενός πλακιδίου T.

Πρόκειται απλώς για το πλέγµα των ακεραίων πολλαπλασιασµένο µε u, όπως ϕαί-
νεται στο Σχ. 3.25. Παρατηρούµε ότι, σε αυτό το πλέγµα, κάθε δίσκος ακτίνας u
περιέχει τουλάχιστον ένα από αυτά τα σηµεία του πλέγµατος. Καθώς κάθε πρωτο-
πλακίδιο περιέχει έναν δίσκο ακτίνας u, αυτό σηµαίνει ότι κάθε πλακίδιο ταυτόσηµο
µε κάποιο πρωτοπλακίδιο περιέχει τουλάχιστον ένα σηµείο του πλέγµατος.

Σχήµα 3.25: Κάθε δίσκος ακτίνας u περιέχει σηµείο του πλέγµατος Λ.

Θα µας διευκολύνει να δηµιουργήσουµε µια λίστα µε όλα τα σηµεία του πλέγ-
µατος. Ξεκινάµε από την αρχή των αξόνων και προχωράµε σπειροειδώς γύρω από
αυτή, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 3.26, καταγράφοντας διαδοχικά τα σηµεία της σπείρας
στη λίστα µας (η ιδέα αυτή χρησιµοποιείται για να αποδείξουµε ότι οι ϱητοί αριθµοί
είναι αριθµήσιµοι). Στόχος µας είναι να δηµιουργήσουµε µια πλακόστρωση όλου
του επιπέδου, τοποθετώντας κάθε ϕορά ένα πλακίδιο, ώστε το n-οστό πλακίδιο να
περιέχει το σηµείο Ln−1.

΄Εστω D(L0, r) ο κλειστός δίσκος ακτίνας r µε κέντρο το L0, όπου r = 1,2,3, . . .
Τότε, σύµφωνα µε τις υποθέσεις µας, για κάθε r µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα
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Σχήµα 3.26: Καταγραφή όλων των σηµείων του πλέγµατος Λ.

µπάλωµα Ar που να περικλείει τον αντίστοιχο δίσκο. Αν το r είναι αρκετά µεγάλο
ώστε ο δίσκος να περιέχει το σηµείο Ls, τότε ορίζουµε Trs να είναι το πλακίδιο τουAr

που περιέχει το Ls, όπως στο Σχ. 3.27. Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα πλακίδια
που περιέχουν το Ls, π.χ. αν το σηµείο ανήκει σε ακµή ή κορυφή, τότε διαλέγουµε
το Trs αυθαίρετα να είναι ένα από τα πλακίδια που περιέχουν το Ls. Στο Σχ. 3.27
ϕαίνεται το πλακίδιο T16 που περιέχει το L6 στο µπάλωµα A1.

Θεωρούµε τώρα την ακολουθία S0 = {T10, T20, T30, . . .}, η οποία αποτελείται από
τα πλακίδια των µπαλωµάτων A1,A2, . . . που περιέχουν το L0. Τα δύο πρώτα αυτής
της ακολουθίας ϕαίνονται στο Σχ. 3.28.

Εφόσον το P είναι πεπερασµένο, η Αρχή του Περιστερώνα µας εγγυάται την
ύπαρξη µιας υπακολουθίας S′0 της S0 όπου όλα τα πλακίδια είναι ταυτόσηµα προς
ένα κοινό πρωτοπλακίδιο T0. ∆εδοµένου ότι όλα αυτά τα πλακίδια περιέχουν το
L0, το Λήµµα Επιλογής 3.14 εξασφαλίζει την ύπαρξη υπακολουθίας S′′0 της S′0 που
συγκλίνει σε πλακίδιο T ′0 ταυτόσηµο προς το T0 και περιέχον το L0. Αυτό ϑα είναι το
πρώτο πλακίδιο της πλακόστρωσης που κατασκευάζουµε.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε την ακολουθία πλακιδίων S1 = {Tr1}, όπου περιλαµ-
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Σχήµα 3.27: Ορισµός του Trs µέσα στο µπάλωµα Ar .

Σχήµα 3.28: Τα πλακίδια T10 και T20 που περιέχουν το L0.
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ϐάνουµε µόνο τις τιµές του r που εµφανίζονταν στην τελική υπακολουθία S′′0 από
το προηγούµενο ϐήµα. Εκ κατασκευής, κάθε τέτοιο πλακίδιο περιέχει το L1. ΄Οπως
πριν, παίρνουµε υπακολουθία S′1 µε πλακίδια όλα ταυτόσηµα µε το πρωτοπλα-
κίδιο T1. Και πάλι, από το Λήµµα 3.14, έχουµε υπακολουθία S′′1 που συγκλίνει σε
πλακίδιο T ′1 ταυτόσηµο προς το T1 και περιέχον το L1.

Από εδώ και πέρα συνεχίζουµε επαγωγικά. Στο m-οστό ϐήµα, ϑεωρούµε την α-
κολουθία πλακιδίων Sm = {Trm}, όπου r λαµβάνει τιµές που είναι αρκετά µεγάλες
ώστε το Lm να περιέχεται στον αντίστοιχο δίσκο και ανήκουν στην προηγούµενη υ-
πακολουθία S′′m−1. Προκύπτει υπακολουθία S′m από ταυτόσηµα πλακίδια µε κάποιο
πρωτοπλακίδιο Tm, και έπεται υπακολουθία S′′m που συγκλίνει σε πλακίδιο T ′m ταυ-
τόσηµο προς το Tm και περιέχον το Lm.

Ισχυρισµός. Το σύνολο T ′ =
{
T ′0, T

′
1, T

′
2, . . .

}
αποτελεί πλακόστρωση του επιπέδου η

οποία δηµιουργείται από το πρωτοσύνολο P.

Απόδειξη Ισχυρισµού. Ενδέχεται να υπάρχουν επαναλήψεις πλακιδίων στη λίστα. Αν
συµβαίνει αυτό, για λόγους ευκολίας, αγνοούµε τις επαναλήψεις ώστε κάθε πλακίδιο
της ακολουθίας να είναι µοναδικό. ΄Εχουµε ήδη δείξει ότι κάθε πλακίδιο είναι
ταυτόσηµο µε κάποιο από τα πλακίδια του πρωτοσυνόλου P. Συνεπώς, αποµένει
να δείξουµε ότι το σύνολο των πλακιδίων είναι ταυτόχρονα κάλυψη και συσκευασία
του επιπέδου.

Για να δείξουµε ότι πρόκειται για κάλυψη, έστω p ένα σηµείο στο επίπεδο. Αρκεί
να δείξουµε ότι ανήκει σε τουλάχιστον ένα πλακίδιο του T ′.

Θεωρούµε τον δίσκο D(p, U ), όπου U είναι η εξωτερική ακτίνα του πρωτοσυνόλου
P. Καθώς κάθε σηµείο του επιπέδου απέχει το πολύ u/

√
2 < U από κάποιο σηµείο

του πλέγµατος, ο δίσκος αυτός περιέχει τουλάχιστον ένα σηµείο του πλέγµατος.
΄Εστω Lm το σηµείο του πλέγµατος µέσα στον δίσκο D(p, U ) µε τον µεγαλύτερο δείκτη,
όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.29.

Εξετάζουµε τώρα τα µπαλώµατα Ar που καλύπτουν τους δίσκους D (L0, r), για
τιµές του r που αντιστοιχούν στην ακολουθία S′′m. Υποθέτουµε επίσης ότι το r είναι
αρκετά µεγάλο ώστε τόσο το p όσο και το Lm να περιέχονται στο Ar .

Για κάθε τέτοιο r, ϑεωρούµε το σύνολο πλακιδίων Tr = {Tr0, Tr1, . . . , Trm}, τα
οποία ανήκουν όλα στο µπάλωµα Ar . Τουλάχιστον ένα από αυτά περιέχει το σηµείο
p, και κανένα δεν επικαλύπτεται εσωτερικά µε κάποιο άλλο.

Καθώς αφήνουµε το r να τείνει στο ∞ διατρέχοντας τις τιµές της S′′m, κάθε πλα-
κίδιο της Tr τείνει προς ένα πλακίδιο της T ′

m =
{
T ′0, T

′
1, . . . , T

′
m

}
. ΄Αρα η ένωση των

πλακιδίων της Tr συγκλίνει στην ένωση των πλακιδίων της T ′
m. Εφόσον για κάθε r η

ένωση αυτή περιέχει το p, το ίδιο ισχύει και για το όριο. ΄Αρα υπάρχει πλακίδιο του
T ′ που περιέχει το p.
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Σχήµα 3.29: Επιλογή του Lm (σε αυτήν την περίπτωση L17), όπουm είναι ο µεγαλύτερος
δείκτης σηµείου πλέγµατος εντός του D(p, U ).

Για να δείξουµε ότι το T ′ αποτελεί συσκευασία, αρκεί να δείξουµε ότι κανένα ση-
µείο του επιπέδου δεν µπορεί να ανήκει στο εσωτερικό δύο διαφορετικών πλακιδίων.
Υποθέτουµε προς άτοπο ότι κάποιο σηµείο p ανήκει στο εσωτερικό δύο πλακιδίων T ′i
και T ′j του T ′. Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε ο ανοιχτός ε-δίσκος D(p, ε) να περιέχε-
ται και στα δύο πλακίδια. ΄Οµως για αρκετά µεγάλο r, ώστε οι αποστάσεις δ

(
Tri , T ′i

)
και δ

(
Trj, T ′j

)
να είναι αρκετά µικρές, και καθώς τα Tri και Trj είναι ταυτόσηµα µε τα

T ′i και T ′j αντίστοιχα, τότε τα Tri και Trj ϑα επικαλύπτονταν στο εσωτερικό τους στο
σηµείο p. ΄Οµως αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το γεγονός ότι προέρχονται από το ίδιο
µπάλωµα Ar , άρα είναι εσωτερικά ξένα. Το άτοπο ολοκληρώνει την απόδειξη. �

΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη του Θεωρήµατος Επέκτασης. �

3.3 Περιοδικές Πλακοστρώσεις

Στην Ενότητα 2.4, εξετάσαµε τις οµάδες Ϲωφόρου, δηλαδή τις οµάδες συµµετρίας
που περιλαµβάνουν µεταφορές, αλλά µόνο προς µία διεύθυνση. Είδαµε επίσης τις
οµάδες ταπετσαρίας, δηλαδή τις οµάδες συµµετρίας που περιλαµβάνουν µεταφορές
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σε περισσότερες από µία µη παράλληλες διευθύνσεις. Μια πλακόστρωση που έχει ο-
µάδα συµµετρίας µε µεταφορές σε περισσότερες από µία µη παράλληλες διευθύνσεις
ονοµάζεται περιοδική πλακόστρωση. Για αυτές, ορίσαµε ένα παραλληλόγραµµο
περιόδου που περικλείει όλες τις πληροφορίες της πλακόστρωσης.

Σε αυτή την ενότητα, αποδεικνύουµε το αναπάντεχο αποτέλεσµα ότι ένα πολυ-
γωνικό πρωτοσύνολο που δηµιουργεί µια πλακόστρωση µε οµάδα συµµετρίας που
είναι οµάδα Ϲωφόρου, πρέπει επίσης να δηµιουργεί µια πλακόστρωση µε οµάδα
συµµετρίας που είναι οµάδα ταπετσαρίας, έχοντας υπόψη ότι δεν απαιτείται να χρη-
σιµοποιούνται όλα τα πρωτοπλακίδια του πρωτοσυνόλου.

Θεώρηµα 3.7 (Περιοδικότητας). ΄Εστω P ένα πρωτοσύνολο που αποτελείται από

πολυγωνικά πλακίδια. Αν δηµιουργεί µια ακµή-προς-ακµή πλακόστρωση T µε µετα-

ϕορικές συµµετρίες, τότε τοP δηµιουργεί µια ακµή-προς-ακµή περιοδική πλακόστρωση

T ′.

Απόδειξη. ΄Εστω τ µια µεταφορά στην οµάδα συµµετρίας της T που µεταφέρει κατά
απόσταση x. Για ευκολία στην απεικόνιση, ϑεωρούµε ότι είναι κατακόρυφη. ΄Εστω
U η εξωτερική ακτίνα του P όπως ορίστηκε στην προηγούµενη ενότητα, και ορίζουµε
µια άπειρη λωρίδα S πλάτους 2U κάθετη στη διεύθυνση της τ, όπως στο Σχήµα 3.30.

Σχήµα 3.30: Αποδεικνύοντας το Θεώρηµα Περιοδικότητας

Εφόσον το S είναι αρκετά πλατύ ώστε κανένα πλακίδιο να µην τέµνει και τις δύο
γραµµές του συνόρου του, µπορούµε να ϐρούµε µια άπειρη διαδροµή α εντός του S
η οποία να ανήκει στις ακµές των πλακιδίων, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Επιλέγουµε
ϕυσικό n αρκούντως µεγάλο ώστε S∩ τn(S) = ∅. Θέτουµε S′ = τn(S). Τότε, α′ = τn(α)
είναι µονοπάτι ακµών στο S′ και ξένο µε το α.

΄Εστω v µία σταθερή κορυφή της α. Τότε v′ = τn(v) είναι κορυφή της πλακόστρω-
σης στο α′ ⊂ S′.
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Κατασκευάζουµε το σκιασµένο ορθογώνιο R(v) στο Σχήµα 3.30 τέτοιο ώστε να έχει
το v (και συνεπώς το v′) στη µεσοκάθετό του, πλάτος 2U και πάνω/κάτω πλευρές στα
σύνορα των S και S′. Παρατηρούµε ότι το ύψος του R(v) είναι nx + 2U . Επειδή τα
πλακίδια δεν επεκτείνονται πέρα από απόσταση 2U , υπάρχει διαδροµή ακµών στο
R(v) από το v στο v′. Ονοµάζουµε µία τέτοια διαδροµή �(v).

Αν αλλάξουµε το σηµείο v, όλα τα ορθογώνια R(v) ϑα έχουν το ίδιο µέγεθος και
ϑα τέµνουν µόνο πεπερασµένο πλήθος πλακιδίων από την T .

Ισχυρισµός. Για όλες τις κορυφές της α, υπάρχουν το πολύ πεπερασµένες µη ταυ-

τόσηµες διαδροµές �(v) µέσα στα αντίστοιχα R(v).

Απόδειξη. Ανεξάρτητα από τη συγκεκριµένη πλακόστρωση, ξεκινάµε µε κορυφή v

στο κέντρο ενός δίσκου D ακτίνας nx + 3U . Το R(v) µε τις δεδοµένες διαστάσεις
ϐρίσκεται εξολοκλήρου εντός του D. Με το καθορισµένο πρωτοσύνολο, δηµιουργο-
ύµε µπάλωµα που περιέχει το D.

Τοποθετώντας ένα πλακίδιο T µε γωνία στο v, υπάρχουν πεπερασµένοι τρόποι
να συγκολληθεί ένα δεύτερο πλακίδιο ακµή-προς-ακµή µε το T . Αυτό παραµένει
αληθές όσο επεκτείνουµε το µπάλωµα. Αν ϑεωρήσουµε δύο µπαλώµατα ισοδύναµα
αν το ένα είναι στροφή του άλλου γύρω από το v, τότε υπάρχουν πεπερασµένες
τέτοιες κλάσεις ισοδυναµίας.

Μέσα σε ένα τέτοιο µπάλωµα γύρω από το v που περιέχει το D, υπάρχουν πε-
περασµένες διαδροµές ακµών µεταξύ v και οποιασδήποτε άλλης κορυφής v′ εντός
του D. Τώρα, αν τοποθετήσουµε το ορθογώνιο R(v) οπουδήποτε µέσα στο D, µε
τρόπο ώστε να περιέχει το v και µια άλλη κορυφή v′ πάνω στη µεσοκάθετό του, τότε
υπάρχουν το πολύ πεπερασµένες διαδροµές ακµών µεταξύ v και v′ µέσα στο R(v),
για αυτό το συγκεκριµένο µπάλωµα. Εφόσον υπάρχουν το πολύ πεπερασµένα τέτοια
µπαλώµατα, προκύπτει ότι υπάρχουν και µόνο πεπερασµένες διακεκριµένες επιλο-
γές για τη �(v) σε όλες τις πλακοστρώσεις που δηµιουργούνται από το πρωτοσύνολο
αυτό και για όλες τις κορυφές v της α. �

Επιστρέφοντας στη συγκεκριµένη πλακόστρωση T , επειδή η α έχει άπειρες κο-
ϱυφές, η Αρχή Περιστερώνα εγγυάται ότι υπάρχουν δύο κορυφές v και v∗ ώστε �(v)
και �(v∗) να είναι ταυτόσηµες, µε τη ταυτόσηµη απεικόνιση να στέλνει το v στο v∗ και
το v′ στο v∗′. Εφόσον κάθε � συνδέεται µε τη µεταφορά τn, η ταυτόσηµη απεικόνιση
µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω µεταφοράς µ του επιπέδου.

΄ΕστωA το µπάλωµα πλακιδίων της T που ϕράσσεται από τις διαδροµές �(v), �(v∗),
το κοµµάτι της α µεταξύ v και v∗ και το αντίστοιχο κοµµάτι της α′ από v′ έως
v∗′ = τn(v∗), όπως στο Σχήµα 3.31. Τότε, µε επαναληπτικές µεταφορές του A µε
τις τn, µ και τους γραµµικούς συνδυασµούς τους, λαµβάνουµε µια περιοδική πλα-
κόστρωση του επιπέδου. �

126



3.3 Περιοδικές Πλακοστρώσεις

Σχήµα 3.31: Προκύπτουσα περιοδική πλακόστρωση από το µπάλωµα A.

Ανοικτά Ερωτήµατα. Ισχύει το Θεώρηµα Περιοδικότητας αν παραλείψουµε τις υ-

ποθέσεις ότι όλα τα πρωτοπλακίδια είναι πολύγωνα ή/και ότι η πλακόστρωση είναι

ακµή-προς-ακµή ;

Ασχολούµαστε τώρα µε τη σχέση ανάµεσα σε κορυφές, ακµές και πλακίδια σε
µια περιοδική πλακόστϱωση. Για να το κάνουµε αυτό, πρέπει να εξετάσουµε το
χαρακτηριστικό του Euler.

Η Χαρακτηριστική του Euler

Η χαρακτηριστική του Euler είναι µια τοπολογική αναλλοίωτη, που σηµαίνει
ότι δεν εξαρτάται από τη συγκεκριµένη γεωµετρία ενός αντικειµένου, αλλά µόνο
από την τοπολογία του. Αρχικά εξετάζουµε τη χαρακτηριστική του Euler για ένα
µπάλωµα. ΄Οταν µιλάµε για κορυφές ενός µπαλώµατος, εκτός από τις κορυφές στο
εσωτερικό του, συµπεριλαµβάνουµε και τα σηµεία στο σύνορό του που µοιράζονται
δύο ή περισσότερα πλακίδια. Και για τις ακµές, εκτός από αυτές στο εσωτερικό
του µπαλώµατος, συµπεριλαµβάνουµε και συνεκτικά υποσύνολα του συνόρου που
οριοθετούνται από δύο κορυφές και δεν περιέχουν άλλες κορυφές στο εσωτερικό
τους.

Ορισµός 3.38. ΄Εστω µπάλωµα A που δηµιουργείται από ένα πρωτοσύνολο, έστω V

ο αριθµός των κορυφών στο µπάλωµα, E ο αριθµός των ακµών, και T ο αριθµός των

πλακιδίων. Ορίζουµε τη χαρακτηριστική του Euler, που συµβολίζεται µε χ(A), ως

εξής :

χ(A) = V − E + T

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι του Leonhard Euler (1707–1783).

Θεώρηµα 3.8. Για κάθε µπάλωµα A, έχουµε χ(A) = 1.
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Απόδειξη. Το σύνορο του µπαλώµατος A αποτελείται από ακµές, καθεµία από τις
οποίες ανήκει σε κάποιο πλακίδιο του µπαλώµατος. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι υπάρχει
ένα πλακίδιο T που τέµνει το σύνορο του A σε ακριβώς µία ακµή.

Κάθε πλακίδιο τέµνει το σύνορο σε µια συλλογή από ξένες µεταξύ τους ακµές
ή/και κορυφές (επίσης ξένες προς τις ακµές). Υποθέτουµε ότι κανένα πλακίδιο δεν
τέµνει το σύνορο σε ακριβώς µία ακµή. Τότε κάθε πλακίδιο Q που τέµνει το σύνορο
το κάνει σε περισσότερες από µία συνεκτικές συνιστώσες, και έτσι αντιστοιχεί του-
λάχιστον σε ένα µη τετριµµένο µονοπάτι πάνω στο σύνορο τουA ανάµεσα στα σηµεία
τοµής του µε αυτό. Για το Q, µπορούµε να αντιστοιχίσουµε ένα τέτοιο µονοπάτι στο
∂A που να περιέχει τον ελάχιστο αριθµό ακµών µεταξύ όλων των τέτοιων µονοπατιών
για το Q, όπως στο Σχήµα 3.32(αριστερά).

Τώρα, επιλέγουµε το πλακίδιο Q έτσι ώστε να έχει τέτοιο µονοπάτι P µε τον
ελάχιστο αριθµό ακµών από όλα τα πλακίδια στοA. Τότε, κάθε πλακίδιο T που έχει
ακµή µέσα στο P πρέπει να τέµνει το σύνορο του A µόνο σε αυτήν την ακµή. Αυτό
συµβαίνει επειδή δεν µπορεί να τέµνει το Q στο εσωτερικό του, όπως στο Σχήµα 3.32,
οπότε µπορεί να τέµνει το σύνορο µόνο µέσω του P. Αν όµως τέµνει σε περισσότερες
συνεκτικές συνιστώσες, τότε ϑα υπήρχαν λιγότερες ακµές στο σύνορο µεταξύ των
σηµείων τοµής του T απ’ ό,τι για το Q, άτοπο. ΄Αρα υπάρχει πλακίδιο T που τέµνει
το σύνορο µόνο σε µία ακµή.

Σχήµα 3.32: Πρέπει να υπάρχει ένα πλακίδιο T που τέµνει το σύνορο του A µόνο σε
µία ακµή.

΄ΕστωA′ το µπάλωµα που προκύπτει από την αφαίρεση του T από τοA, όπως στο
Σχήµα 3.32(δεξιά). Το µπάλωµα αυτό εξακολουθεί να είναι τοπολογικά ισοδύναµο
µε δίσκο. Επίσης, αφαιρείται η ακµή που το T µοιραζόταν µε το σύνορο του A.

Τώρα, εξετάζουµε τις δύο κορυφές που το T άγγιζε στο σύνορο του A. Αν κάποια
από αυτές αγγίζει άλλα δύο πλακίδια του A, παραµένει κορυφή στο A′, όπως η
κορυφή B στο Σχήµα 3.32(δεξιά). Αν κάποια αγγίζει µόνο ένα άλλο πλακίδιο, όπως
η κορυφή A, τότε παύει να είναι κορυφή στο σύνορο του A′. ΄Οµως αυτό µειώνει
κατά ένα και τον αριθµό ακµών, αφού αυτή η κορυφή δεν είναι πια διαθέσιµη για
να διαιρέσει το σύνορο του A′ σε ακµές. ΄Ολες οι άλλες κορυφές του T παραµένουν,
διότι αν ήταν στο εσωτερικό του A, µοιράζονταν µε τουλάχιστον τρία πλακίδια, και
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µόλις αφαιρεθεί το T περιέρχονται στο σύνορο και µοιράζονται ακόµη µε τουλάχιστον
δύο.

΄Αρα, χάνουµε c = 0,1 ή 2 κορυφές, και αντίστοιχα, c = 1,2 ή 3 ακµές. Χάνεται
επίσης και ένα πλακίδιο. Εποµένως,

χ(A′) = χ(A) − c + (c + 1) − 1 = χ(A)

Συνεχίζουµε να αφαιρούµε πλακίδια, ένα κάθε ϕορά, χωρίς να αλλάζει η χαρα-
κτηριστική του Euler, µέχρι να αποµείνουν µόνο δύο πλακίδια. Εφόσον το µπάλωµα
παραµένει τοπολογικά δίσκος, τα δύο αυτά πλακίδια µπορούν να τέµνονται µόνο κα-
τά µήκος µιας ακµής. Τότε, ο αριθµός των κορυφών είναι V = 2, των ακµών E = 3
και των πλακιδίων T = 2. ΄Αρα,

χ(A) = 2 − 3 + 2 = 1

Στην πραγµατικότητα, αυτό το ϑεώρηµα συνεπάγεται ποικίλα αποτελέσµατα και
η διατύπωση και η απόδειξή του συχνά ϑεωρούνται ως η απαρχή της τοπολογίας.
Για παράδειγµα, αποδεικνύεται ότι για κάθε πλακόστρωση της σφαίρας, η χαρακτη-
ϱιστική του Euler είναι 2. Τώρα αποδεικνύουµε το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα.

Πόρισµα 3.4. Αν η T είναι µια πλακόστρωση στον τόρο, τότε η χαρακτηριστική του

Euler για τη συγκεκριµένη πλακόστρωση είναι 0.

Απόδειξη. Επιλέγουµε οποιαδήποτε κορυφή της πλακόστρωσης v. Τότε, πρέπει να
υπάρχει ένας ϐρόχος α, που περιέχεται στις ακµές της T , δεν περικλείει δίσκο στον
τόρο και επιστρέφει στην ίδια κορυφή, όπως στο Σχήµα 3.33. Κόβοντας τον τόρο και
την πλακόστρωση κατά µήκος της α, προκύπτει µια πλακόστρωση T ′ σε κύλινδρο
C, µε δύο αντίγραφα κάθε ακµής της α και δύο αντίγραφα κάθε κορυφής της α
που απαρτίζουν το σύνορό του, όπως στο Σχήµα 3.33. ΄Εστω v′ και v′′ το Ϲεύγος
των κορυφών που αντιστοιχούν στο v. Τώρα, ϐρίσκουµε ένα µονοπάτι ακµών � στη
T ′ από το v′ στο v′′. Κόβοντας τον C και την πλακόστρωση T ′ κατά µήκος της �,
προκύπτει ένα µπάλωµα A, όπως στο Σχήµα 3.33.

Σχήµα 3.33: Το κόψιµο ενός τόρου κατά µήκος δύο µονοπατιών ακµών α και � οδηγεί
σε ένα µπάλωµα.

Γνωρίζουµε από το Θεώρηµα 3.8 ότι χ(A) = 1. Ωστόσο, αν αντιστρέψουµε τα
ϐήµατα που κάναµε για να προκύψει ηA, παρατηρούµε ότι ο αριθµός των πλακιδίων
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παραµένει ίδιος µε αυτόν της πλακόστρωσης στον τόρο. ΄Οταν ταυτίζουµε τα δύο
αντίγραφα �′ και �′′ της �, ο αριθµός των ακµών µειώνεται κατά τον αριθµό των
ακµών στη �. Αλλά ο αριθµός των κορυφών επίσης µειώνεται κατά τον αριθµό των
κορυφών στη �, που είναι µία περισσότερες από τις ακµές. Εποµένως :

χ
(
T ′) = χ(A) − 1 = 0

΄Οταν επανακολλούµε τα δύο αντίγραφα α′ και α′′ της α ώστε να ανακτήσουµε
την πλακόστρωση T , ο αριθµός των ακµών και των κορυφών µειώνονται αντίστοιχα,
χωρίς επίδραση στη χαρακτηριστική του Euler. ΄Αρα, χ(T ) = χ (T ′) = 0. �

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, για µια περιοδική πλακόστρωση, µπορούµε να
ορίσουµε ένα παραλληλόγραµµο περιόδου P. Εάν εφαρµόσουµε τις µεταφορικές
συµµετρίες της πλακόστρωσης, τότε αυτό το παραλληλόγραµµο πλακοστρώνει όλο
το επίπεδο. Εποµένως, αρκεί να γνωρίζουµε την πλακόστρωση µέσα στο P.

Ορισµός 3.39. ∆οθείσης µιας περιοδικής πλακόστρωσης T , επιλέγουµε ένα παραλ-

ληλόγραµµο περιόδου ελάχιστης επιφάνειας P, του οποίου οι πλευρές αποφεύγουν

όλες τις κορυφές της T , όπως στο Σχήµα 3.34. Τότε ορίζουµε τους αριθµούς κορυφών,

ακµών και πλακιδίων ως VP , EP και TP , οι οποίοι είναι οι αριθµοί της πλακόστρωσης

που κληρονοµούνται από τον αντίστοιχο τόρο.

Σχήµα 3.34: VP = 5, EP = 10 και TP = 5 για αυτό το παραλληλόγραµµο περιόδου
ελάχιστης επιφάνειας.

Από τον ορισµό και το Πόρισµα 3.4 έπεται άµεσα ότι :
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VP − EP + TP = 0

Ιδιαίτερα, αυτό συνεπάγεται ότι αν γνωρίζουµε δύο από τους VP , EP και TP , µπο-
ϱούµε να υπολογίσουµε και τον τρίτο. Αυτοί οι αριθµοί µπορούν να υπολογιστούν
άµεσα από το παραλληλόγραµµο, χωρίς αναφορά στον τόρο. Εξετάζοντας την τοµή
της αρχικής πλακόστρωσης µε το παραλληλόγραµµο, µπορούµε να σκεφτούµε τη
συγκόλληση των σπασµένων ακµών και πλακιδίων που προκύπτουν, ώστε να σχη-
µατιστούν οι πλήρεις ακµές και τα πλήρη πλακίδια στον τόρο, και ισχύει το ίδιο
αποτέλεσµα. ΄Ετσι, στο Σχήµα 3.34, ϐλέπουµε ότι τα κοµµάτια των πλακιδίων µε
το ίδιο χρώµα µέσα στο παραλληλόγραµµο συγκολλώνται µεταξύ τους για να σχη-
µατίσουν ένα ενιαίο πλακίδιο στον τόρο. Συνολικά, υπάρχουν πέντε πλακίδια στον
τόρο, ένα για κάθε χρώµα. Οµοίως, τα κοµµάτια ακµών µε το ίδιο ϱωµαϊκό σύµβολο
µέσα στον παραλληλόγραµµο συγκολλώνται ώστε να σχηµατίσουν µία ενιαία ακµή
στον τόρο. ΄Ετσι, υπάρχουν δέκα ακµές. Τέλος, ϐλέπουµε πέντε κορυφές µέσα στο
παραλληλόγραµµο που επίσης ϑα εµφανιστούν στον τόρο. ΄Αρα, VP − EP + TP = 0,
όπως αναµέναµε.

΄Οπως αναφέραµε στην αρχή της ενότητας, ένα παραλληλόγραµµο περιόδου ε-
λάχιστης επιφάνειας µπορεί να παραχθεί από τη µικρότερη µεταφορική συµµετρία
T~v και τη µικρότερη µη παράλληλη προς αυτή T~w.

Λήµµα 3.15. Για µια περιοδική πλακόστρωση T , οι τιµές των VP , EP και TP δεν

αλλάζουν αν αλλάξουµε την επιλογή του παραλληλογράµµου περιόδου ελάχιστης

επιφάνειας.

Απόδειξη. Αυτό έπεται από το γεγονός ότι η πλακόστρωση που κληρονοµείται από
τον τόρο είναι ίδια σε όλες τις περιπτώσεις. �

΄Ενα µη ελάχιστο παραλληλόγραµµο περιόδου P ′ έχει εµβαδόν ακέραιο πολλα-
πλάσιο k αυτού του ελάχιστου P. Τότε οι τιµές VP′ , EP′ , TP′ είναι k ϕορές οι αντίστοιχες
του P. ΄Αρα, οι λόγοι VP/TP και EP/TP είναι ανεξάρτητοι της επιλογής.

Ορισµός 3.40. Για µια περιοδική πλακόστρωση T , ορίζουµε το µέσο πλήθος κορυ-

ϕών ανά πλακίδιο ως v̄(T ) = VP/TP και το µέσο πλήθος ακµών ανά πλακίδιο ως

ē(T ) = EP/TP , για οποιονδήποτε παραλληλόγραµµο περιόδου P.

∆εδοµένου ότι VP − EP + TP = 0, τότε :

VP
TP
−
EP
TP

+ 1 = 0⇒ ē(T ) = v̄(T ) + 1

Για παράδειγµα, στην κανονική πλακόστρωση µε εξάγωνα, κάθε πλακίδιο έχει
έξι κορυφές, αλλά κάθε κορυφή ανήκει σε τρία πλακίδια, άρα v̄(T ) = 6/3 = 2.
Παροµοίως, κάθε πλακίδιο έχει έξι ακµές, καθεµία από τις οποίες ανήκει σε δύο
πλακίδια, άρα ē(T ) = 6/2 = 3. Πράγµατι, ē(T ) = v̄(T ) + 1.
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Στο παράδειγµα του Σχήµατος 3.34, είδαµε VP = 5, EP = 10 και TP = 5, άρα
v̄(T ) = 1 και ē(T ) = 2, µε ē(T ) = v̄(T ) + 1.

3.4 Ποια κυρτά πολύγωνα πλακοστρώνουν ;

Θα ϑέλαµε να γνωρίζουµε ποια πολύγωνα δηµιουργούν µονοεδρικές πλακο-
στρώσεις του επιπέδου. Ωστόσο, αν επιτρέψουµε µη κυρτά πλακίδια, υπάρχουν
αµέτρητες πλακοστρώσεις, µία εκ των οποίων ϕαίνεται στο Σχήµα 3.35. Συνεπώς,
ϑα περιοριστούµε σε κυρτά πλακίδια και ϑα κάνουµε µερικές παρατηρήσεις.

Σχήµα 3.35: Μονοεδρική πλακόστρωση µε µη κυρτό εξάγωνο.

΄Εχουµε ήδη δει ότι κάθε τρίγωνο και κάθε τετράπλευρο δηµιουργεί πλακο-
στρώσεις. Για ένα τρίγωνο, µπορούµε να στρέψουµε ένα αντίγραφο γύρω από το
µέσο µιας πλευράς ώστε να αποκτήσουµε ένα δεύτερο αντίγραφο, το οποίο µαζί
µε το πρώτο σχηµατίζει ένα παραλληλόγραµµο. ΄Επειτα, µπορούµε να καλύψουµε
το επίπεδο µε τέτοια παραλληλόγραµµα µέσω µεταφορών. Για το τετράπλευρο, η
περιστροφή γύρω από το µέσο µιας πλευράς δηµιουργεί ένα εξάγωνο µε αντίθετες
παράλληλες ακµές ίσου µήκους. ΄Οπως έχουµε δει, ένα τέτοιο πλακίδιο µπορεί να
χρησιµοποιηθεί για να καλύψει το επίπεδο µέσω µεταφορών, µιας πλευράς στην πα-
ϱάλληλή της. ΄Ετσι, περιορίζουµε το πρόβληµα στο να εξετάσουµε µόνο πεντάγωνα
και εξάγωνα, αποδεικνύοντας το επόµενο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 3.9. ΄Ενα πρωτοσύνολο P που αποτελείται από κυρτά πολύγωνα, όλα µε

επτά ή περισσότερες πλευρές, δεν µπορεί να δηµιουργήσει πλακόστρωση του επιπέδου.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ένα τέτοιο πρωτοσύνολο P δηµιουργεί µια πλακόστρωση T .
Εφόσον όλα τα πλακίδια είναι κυρτά, κάθε γωνία ενός πλακιδίου αντιστοιχεί σε κο-
ϱυφή. Ωστόσο, καθώς δεν υποθέτουµε ότι η πλακόστρωση είναι ακµή-προς-ακµή,
µπορεί να υπάρχουν κορυφές που ϐρίσκονται στο εσωτερικό των πλευρών των πλα-
κιδίων. Θα προσθέσουµε αυτά τα σηµεία ως επιπλέον γωνίες στα πλακίδια κατά την
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καταµέτρηση, παρόλο που η γωνία σε αυτά τα σηµεία είναι π. Αυτό µόνο ϑα αυξήσει
τον αριθµό των πλευρών των πολυγώνων, συνεπώς παραµένει αληθές ότι όλα έχουν
τουλάχιστον επτά πλευρές.

΄Εστω p οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου και R οποιοσδήποτε ϑετικός αριθµός.
΄Εστω U η εξωτερική ακτίνα του πρωτοσυνόλου P. Θεωρούµε τους δύο δίσκους
D1 = D(p, R) και D2 = D(p, R + 2U ), όπως στο Σχήµα 3.36. Μπορούµε να πάρουµε
ελάχιστα µπαλώµαταA1,A2 που να καλύπτουν καθέναν από τους δίσκους, µεA1 ⊂

A2. ΄Εστω V1, E1, T1 ο αριθµός κορυφών, ακµών και πλακιδίων στο A1 και V2, E2, T2

τα αντίστοιχα στο A2. Επιπλέον, έστω T2\1 ο αριθµός των πλακιδίων που ανήκουν
στο A2 αλλά όχι στο A1. ΄Αρα T2 = T1 + T2\1. Επειδή U είναι η εξωτερική ακτίνα του
πρωτοσυνόλου, κανένα πλακίδιο δεν µπορεί να τέµνει και τα δύο σύνορα ∂D1 και
∂D2, άρα T2\1 > 0.

Σχήµα 3.36: Απόδειξη ότι τα n-γωνα για n ≥ 7 δεν µπορούν να πλακοστρώσουν.

΄Εστω αL το µέγιστο εµβαδόν ενός πρωτοπλακιδίου και αS το ελάχιστο. Εφόσον το
εµβαδόν του µπαλώµατος A1 είναι το πολύ αL · T1 και το A1 περιέχει τον δίσκο D1,
γνωρίζουµε ότι

αL · T1 > πR
2 (3.1)

΄Ολα τα πλακίδια στο A2 που δεν ανήκουν στο A1 (T2\1 στο πλήθος) ϐρίσκονται
εκτός του δίσκου D1. Ωστόσο, ϐρίσκονται όλα εντός του δίσκου D(p, R + 4U ). Συνε-
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πώς, ϐρίσκονται στο δακτύλιο µεταξύ των δύο αυτών δίσκων. ΄Αρα, τα εµβαδά τους
είναι µικρότερα από το εµβαδόν του δακτυλίου, και έχουµε:

αS · T2\1 < π(R + 4U )2 − πR2 = 8π
(
RU + 2U2

)
(3.2)

Θα χρησιµοποιήσουµε αυτές τις δύο ανισότητες σε λίγο, αλλά πρώτα ας εξε-
τάσουµε το µέτρο των γωνιών των πλακιδίων στις κορυφές. Κάθε πλακίδιο µε n
γωνίες µπορεί να διαµεριστεί σε n − 2 τρίγωνα, οπότε το άθροισµα του µέτρου των
γωνιών στις n γωνίες (συµπεριλαµβανοµένων και γωνιών µε µέτρο π) είναι (n − 2)π.
∆εδοµένου ότι n ≥ 7, το άθροισµα του µέτρου των γωνιών κάθε πλακιδίου είναι του-
λάχιστον 5π. Ειδικότερα, αυτό σηµαίνει ότι το συνολικό άθροισµα των γωνιών στο
µπάλωµα A1 είναι τουλάχιστον 5π · T1.

Από την άλλη, κάθε κορυφή στο εσωτερικό του A1 συνεισφέρει γωνία 2π. Και
οι κορυφές στο σύνορο συνεισφέρουν γωνία µικρότερη από 2π. Εφόσον υπάρχουν
τέτοιες κορυφές, έχουµε:

2πV1 > 5πT1

2V1 > 5T1 (3.3)

Τώρα εξετάζουµε το µπάλωµαA2. Από τη χαρακτηριστική του Euler, γνωρίζουµε
ότι V2 − E2 + T2 = 1. Εποµένως,

V2 + T2 > E2 (3.4)

Ας υπολογίσουµε τις πλευρές στοA2. Κάθε κορυφή που ανήκει στοA1 συµπίπτει
σε τουλάχιστον τρεις ακµές στο A2. Και κάθε κορυφή που ϐρίσκεται στο A2 αλλά
όχι στο A1 συµπίπτει σε τουλάχιστον δύο ακµές. Ωστόσο, κάθε ακµή µετράται δύο
ϕορές, µία για κάθε άκρο της. ΄Αρα:

E2 ≥
3V1 + 2 (V2 − V1)

2
= V2 +

V1

2
Από την Ανισότητα 3.4, έχουµε:

V2 + T2 > V2 +
V1

2
2T2 > V1

Πολλαπλασιάζοντας αυτή την ανισότητα µε 2 και εφαρµόζοντας την Ανισότητα
3.3, παίρνουµε:

4T2 > 2V1 > 5T1 (3.5)
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Τότε, πολλαπλασιάζοντας το T2\1 = T2 − T1 µε 4 και εφαρµόζοντας την Ανισότητα
3.5, παίρνουµε:

4T2\1 = 4T2 − 4T1 > 5T1 − 4T1 = T1

T2\1 >
T1

4

Από αυτή την ανισότητα και τις Ανισότητες 3.2 και 3.1, συµπεραίνουµε ότι :

8π
(
RU + 2U2

)
> αS · T2\1 >

αS · T1

4
=
αS
4αL

αL · T1 >
αS
4αL

πR2

∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε πR2, προκύπτει :

8
(
U

R
+

2U2

R2

)
>

αS
4αL

΄Οµως καθώς το R αυξάνεται, το αριστερό µέλος τείνει στο 0, ενώ το δεξί µέλος
είναι ϑετική σταθερά — άτοπο. �

Αν κοιτάξουµε πίσω στο Πόρισµα 3.3, γνωρίζουµε επίσης ότι η προσθήκη πεπερα-
σµένου αριθµού πλακιδίων µε λιγότερες από επτά πλευρές δεν επιλύει το πρόβληµα.
Οποιαδήποτε πλακόστρωση του επιπέδου µε κυρτά πολύγωνα πρέπει να περιέχει
άπειρο πλήθος πλακιδίων µε έξι ή λιγότερες πλευρές.

Το Θεώρηµα 3.9 ανάγει το πρόβληµα του καθορισµού ποια κυρτά πολύγωνα
δηµιουργούν µονοεδρικές πλακοστρώσεις του επιπέδου στον καθορισµό ποια πε-
ντάγωνα και εξάγωνα το κάνουν.

Στην περίπτωση των εξαγώνων, ο K. Reinhardt έδειξε στη διδακτορική του δια-
τριβή το 1918 [120] ότι υπάρχουν τρεις οικογένειες εξαγώνων που δηµιουργούν
πλακοστρώσεις, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.37. Βρήκε επίσης πέντε οικογένειες
πενταγώνων που δηµιουργούν πλακοστρώσεις.

Το 1968, ο Richard Kerschner του Πανεπιστηµίου Johns Hopkins ϐρήκε α-
κόµη τρεις οικογένειες πενταγώνων και ισχυρίστηκε ότι αυτή ήταν η πλήρης λίστα.
Το 1977, στη στήλη του για ψυχαγωγικά µαθηµατικά στο Scientific American, ο
Martin Garnder έγραψε για το πρόβληµα του καθορισµού όλων των οικογενειών
πλακοστρώσεων µε κυρτά πεντάγωνα. ΄Εχοντας διαβάσει το άρθρο, ένας µηχανικός
λογισµικού µε το όνοµα Richard James ϐρήκε µια ακόµη οικογένεια. ΄Επειτα, η
Marjorie Rice, µια αυτοπροσδιοριζόµενη νοικοκυρά, η οποία είχε κάνει µόνο έναν
χρόνο µαθηµατικών στο λύκειο, ανακάλυψε τέσσερις επιπλέον οικογένειες. Μία
δέκατη τέταρτη οικογένεια εντοπίστηκε από τον Rolf Stein το 1985. Εκεί έµεινε το
ϑέµα για 30 χρόνια, έως το 2015, όταν οι Casey Mann και Jennifer McLoud-Mann,
δύο καθηγητές στο Πανεπιστήµιο Washington-Bothell, µαζί µε τον προπτυχιακό
ϕοιτητή David Von Derau, χρησιµοποίησαν υπολογιστική αναζήτηση για να ϐρουν
µία δέκατη πέµπτη οικογένεια πενταγωνικών πλακοστρώσεων. Βλ. Σχήµα 3.38.
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Σχήµα 3.37: Οι τρεις οικογένειες εξαγωνικών πλακοστρώσεων.

Το 2017, ο Γάλλος µαθηµατικός Michäel Rao ανακοίνωσε µια υπολογιστικά υ-
ποβοηθούµενη απόδειξη ότι αυτή είναι η πλήρης λίστα των πενταγωνικών πλακο-
στρώσεων. Αν και το άρθρο δεν έχει ακόµη δηµοσιευθεί, εφόσον επιβεβαιωθεί, ϑα
κλείσει το εκατονταετές πρόβληµα του καθορισµού όλων των κυρτών πολυγώνων που
δηµιουργούν µονοεδρική πλακόστρωση.

Αν υποθέσουµε ότι το αποτέλεσµα του Rao είναι σωστό, το παρακάτω αποτέλεσµα
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Σχήµα 3.38: Οι 15 οικογένειες πενταγωνικών πλακοστρώσεων.

ϑα µας ϕανεί εξαιρετικά χρήσιµο σε επόµενο κεφάλαιο :

Πόρισµα 3.5. Αν ένα κυρτό πολυγωνικό πλακίδιο δηµιουργεί µονοεδρική πλακόστρω-

ση, τότε δηµιουργεί και περιοδική πλακόστρωση.

Απόδειξη. ΄Εχουµε αποκλείσει κυρτά πολύγωνα µε επτά ή περισσότερες πλευρές.
Γνωρίζουµε ότι αυτό ισχύει για τρίγωνα και τετράπλευρα. ΄Αρα, αρκεί να εξετάσουµε
εξάγωνα και πεντάγωνα. ΄Οµως, σε καθεµία από τις τρεις οικογένειες εξαγώνων και τις
15 οικογένειες πενταγώνων που δηµιουργούν πλακοστρώσεις, κάθε µία δηµιουργεί
περιοδική πλακόστρωση, όπως ϕαίνεται στα Σχήµα 3.37 και Σχήµα 3.38. �

Τι συµβαίνει όµως αν, αντί να ϱωτήσουµε για την ύπαρξη πλακόστρωσης µε δεδο-
µένο σχήµα πλακιδίου, ϑέλουµε να ϐρούµε ένα σχήµα πλακιδίου που να δηµιουργεί
πλακόστρωση, αλλά να ελαχιστοποιεί την ποσότητα αρµόστοκου που χρησιµοποιο-
ύµε ; Με άλλα λόγια, να ϐρούµε το πλακίδιο, το οποίο για λόγους ευκολίας ϑεωρούµε
ότι έχει εµβαδόν 1, που δηµιουργεί µονοεδρική πλακόστρωση και έχει το µικρότερο
δυνατό µήκος συνόρου.

Η λεγόµενη Εικασία της Κηρήθρας, η οποία εµφανίστηκε για πρώτη ϕορά το
36 π.Χ., πρότεινε ότι η κανονική εξαγωνική πλακόστρωση έχει αυτό το ελάχιστο
µήκος συνόρου. Αυτό µπορεί να εξηγεί γιατί οι µέλισσες κατασκευάζουν εξαγωνικές
κηρήθρες, ελαχιστοποιώντας την ποσότητα κεριού που πρέπει να παράγουν για να
διαιρέσουν το χώρο σε ϑαλάµους. Η Εικασία της Κηρήθρας αποδείχθηκε τελικά το
1999 από τον Thomas Hales [65]. Χρειάστηκαν µόνο κάτι παραπάνω από 2000
χρόνια...
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Μπορούµε επίσης να ϑέσουµε την ίδια ερώτηση, να ϐρούµε το πλακίδιο µε εµ-
ϐαδόν µονάδα και το µικρότερο δυνατό σύνοϱο που δηµιουϱγεί πλακόστρωση, αλλά
περιοριζόµενοι στα πενταγωνικά πλακίδια. Το κανονικό πεντάγωνο, το οποίο έχει το
µικρότερο σύνοϱο για δοσµένο εµβαδόν, δεν δηµιουϱγεί πλακόστρωση· άρα πρέπει
να αναζητήσουµε αλλού.

Στο [34], οι Frank Morgan και οι ϕοιτητές του απέδειξαν ότι τόσο η πλακόστρωση
του Cairo όσο και η πρισµατική πλακόστρωση, δύο από τις πλακοστρώσεις Laves
που ϕαίνονται στο Σχήµα 3.39, είναι πενταγωνικές πλακοστρώσεις ελαχίστου συ-
νόρου, αποδίδοντας ακριβώς την ίδια περίµετρο για πλακίδιο µε εµβαδόν µονάδα.
Επιπλέον, οποιαδήποτε πλακόστρωση που αντιστοιχεί σε µίξη αυτών των δύο πλα-
κιδίων είναι επίσης ελαχιστοποιητική ως προς το σύνορο. Στη συνέχεια άρχισαν να
δηµιουργούν ενδιαφέρουσες εκδοχές αυτών των πλακοστρώσεων, κάποιες από τις
οποίες εµφανίζονται στα Σχήµα 3.40, Σχήµα 3.41 και Σχήµα 3.42. ΄Εκτοτε έχουν
ανακαλυφθεί πολλές ακόµη.

Σχήµα 3.39: Οι πλακοστρώσεις του Cairo και η πρισµατική πλακόστρωση από πε-
ντάγωνα έχουν ελάχιστο σύνοϱο.

Σχήµα 3.40: Μικτή πλακόστρωση Cairo/πρισµατική.
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3.4 Ποια κυρτά πολύγωνα πλακοστρώνουν ;

Σχήµα 3.41: Μικτή πλακόστρωση Cairo/πρισµατική.

Σχήµα 3.42: Μικτή πλακόστρωση Cairo/πρισµατική.

Ανοικτά Ερωτήµατα. Ποιές οµάδες ταπετσαρίας µπορούν να είναι οµάδες συµµετρίας

τέτοιων µικτών πλακοστρώσεων Cairo/πρισµατικών ;
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Κεφάλαιο 4

Απεριοδικά Πρωτοπλακίδια

4.1 Ψευδοκρύσταλλοι και Απεριοδικά Πρωτοσύνο-

λα

Πριν το 1984, οι επιστήµονες πίστευαν ότι τα στερεά υλικά διακρίνονται σε δύο
τύπους. Υπήρχαν τα διατεταγµένα στερεά, κρυσταλλικής ϕύσεως, τα οποία είχαν
δοµή τύπου πλέγµατος, όπως στο Σχήµα 4.1. Υπήρχαν επίσης και τα άτακτα άµορ-
ϕα υλικά, όπως το γυαλί, στα οποία δεν υπήρχε µακροσκοπική τάξη ούτε τοπικοί
κανόνες για τον σχηµατισµό τους. ΄Ολες οι κρυσταλλικές δοµές ήταν περιοδικές µε
την έννοια ότι είχαν συµµετρίες µεταφοράς. ΄Οπως συζητήσαµε και για τις οµάδες
ταπετσαρίας στο επίπεδο, οι οµάδες συµµετρίας έπρεπε να ανήκουν σε µία από τις
230 τρισδιάστατες οµάδες συµµετρίας που είχαν ταξινοµηθεί το 1891.

Σχήµα 4.1: ΄Ενα κρυσταλλικό στερεό έχει µία διάταξη ατόµων που σχηµατίζει πλέγµα
µε περιοδική δοµή.

Μία από τις µεθόδους για τον προσδιορισµό της οµάδας συµµετρίας που αντι-
στοιχεί σε µια ουσία είναι η περίθλαση ακτίνων X. ΄Οταν µια ακτίνα X προσπέσει
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σε ένα υλικό, εµφανίζονται συγκεκριµένα πρότυπα περίθλασης τα οποία περιέχουν
κάποιες από τις ίδιες συµµετρίες που παρατηρούνται στον κρύσταλλο.

΄Οπως είδαµε ότι οι υποοµάδες στροφών που επιτρέπονται στις επίπεδες οµάδες
συµµετρίας περιορίζονται σε τάξεις 2,3,4 και 6, το ίδιο ισχύει και για τις τρισδι-
άστατες οµάδες συµµετρίας. ΄Ετσι, επικράτησε µεγάλη σύγχυση όταν το 1982 ο
Dan Schechtman ανακάλυψε ένα πρότυπο περίθλασης ακτίνων X για ένα κράµα
αλουµινίου-µαγγανίου που εµφάνιζε συµµετρία τάξης 10, όπως στο Σχήµα 4.2. Αυ-
τό σήµαινε ότι το υλικό είχε συµµετρία πενταπλής τάξης.

Αυτό ερχόταν σε αντίθεση µε την επικρατούσα ϑεωρία των υλικών της εποχής.
Πολλοί σηµαντικοί επιστήµονες απέρριψαν τα ευρήµατα ως ανοησίες, ϑεωρώντας
ότι τα αποτελέσµατα οφείλονταν σε πειραµατικό σφάλµα. ΄Οµως, ευτυχώς, οι νέες
εξελίξεις στη ϑεωρία των πλακοστρώσεων προετοίµασαν το έδαφος για την εξήγηση
αυτών των νέων ουσιών, οι οποίες ονοµάστηκαν ψευδοκρύσταλλοι (quasicrystals).

Σχήµα 4.2: ΄Ενα πρότυπο περίθλασης ακτίνων X που δεν ταιριάζει ούτε σε διατεταγ-
µένες ούτε σε άτακτες ουσίες.

Ορισµός 4.41. Μια πολυγωνική πλακόστρωση είναι µη µεταφορική αν η οµάδα

συµµετρίας της δεν περιέχει καµία ισοµετρία µεταφοράς.

΄Εχουµε δει ποικιλία από µη µεταφορικές πλακοστρώσεις. Βλ. το Σχήµα 4.3
για ένα επιπλέον παράδειγµα. Ωστόσο, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι τα πρωτο-
σύνολα για όλα τα παραδείγµατα που είδαµε δηµιουργούν επίσης πλακοστρώσεις
µε συµµετρία µεταφοράς. Αν ένα πολυγωνικό πρωτοσύνολο δηµιουργεί µια πλα-
κόστρωση µε συµµετρία µεταφοράς, τότε, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.7, δηµιουργεί
µια περιοδική πλακόστρωση, δηλαδή µία µε µη παράλληλες µεταφορές.

Ενδιαφερόµαστε να ϐρούµε πρωτοσύνολα που δηµιουργούν µόνο µη µεταφο-
ϱικές πλακοστρώσεις. Για µεγάλο χρονικό διάστηµα, ϑεωρούταν ότι δεν υπήρχαν
τέτοια πρωτοσύνολα.
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Σχήµα 4.3: Μια µη µεταφορική πλακόστρωση.

Ορισµός 4.42. ΄Ενα πρωτοσύνολο είναι απεριοδικό (aperiodic) αν δηµιουργεί πλα-

κοστρώσεις που όλες είναι µη µεταφορικές.

΄Ενα πρόβληµα απόκρισης (decision problem) είναι ένα υπολογιστικό πρόβληµα
του οποίου οι δυνατές εισόδοι είναι συµβολοσειρές από κάποιο αλφάβητο Σ και η
Ϲητούµενη έξοδος είναιΝΑΙ ήΟΧΙ, ανάλογα µε το αν η είσοδος ικανοποιεί µία συγκε-
κριµένη ιδιότητα. Κάθε πρόβληµα απόκρισης µπορεί να ταυτιστεί µε µία γλώσσα

L ⊆ Σ∗, η οποία περιλαµβάνει όλες τις συµβολοσειρές που πρέπει να απαντώνται
καταφατικά (ΝΑΙ) από τον αλγόριθµο που επιλύει το πρόβληµα.

Ορισµός 4.43 (Αποκρισιµότητα). Μία γλώσσα L λέγεται αποκρίσιµη (decidable) αν

υπάρχει αλγόριθµος—ή, ισοδύναµα, µία µηχανή Turing—ο οποίος, για κάθε είσοδο

w ∈ Σ∗:

• τερµατίζει µετά από πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων, και

• απαντά ΝΑΙ αν w ∈ L και ΟΧΙ αν w < L.

Η παραπάνω συνθήκη ισοδυναµεί µε το ότι η µηχανή Turing σταµατά για κάθε

είσοδο, δηλαδή δεν κολλάει σε άπειρο υπολογισµό. Οι γλώσσες για τις οποίες αυτό
συµβαίνει λέγονται αποκρίσιµες (decidable languages).

Το γενικό Πρόβληµα Αποκρισιµότητας είναι τότε το εξής :

∆οθέντος ενός προβλήµατος απόκρισης (ή ισοδύναµα, µιας περιγραφής
του ως γλώσσας L), υπάρχει αλγόριθµος που να αποφασίζει αν L είναι
αποκρίσιµη ;
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Το πρόβληµα αυτό είναι ϑεµελιώδες στην Υπολογισιµότητα και συνδέεται άµεσα
µε την ικανότητα αλγορίθµων να επιλύουν προβλήµατα. Η απάντηση είναι γενικά
αρνητική: δεν υπάρχει αλγόριθµος που, για κάθε περιγραφή προβλήµατος α-
πόφασης, να αποφασίζει αν αυτό είναι αποκρίσιµο. ΄Ετσι, το ίδιο το πρόβληµα της
αποκρισιµότητας είναι µη αποκρίσιµο.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η απόδειξη της µη αποκρισιµότητας του προβλήµατος
της αποκρισιµότητας παρουσιάζει µια εντυπωσιακή αναλογία µε την απαγόρευση
ύπαρξης του συνόλου όλων των συνόλων στη ϑεωρία συνόλων. ΄Οπως το υποτιθέµενο
σύνολο όλων των συνόλων που δεν ανήκουν στον εαυτό τους οδηγεί σε αντινοµία
(το γνωστό παράδοξο του Russell), έτσι και η υπόθεση ότι µπορεί να υπάρξει ένας
καθολικός αλγόριθµος που αποφασίζει την αποκρισιµότητα όλων των προβληµάτων
απόφασης οδηγεί σε λογική αντίφαση.

Η αντιστοιχία δεν είναι τυχαία : και στις δύο περιπτώσεις επιχειρείται η καθολική
µετα-περιγραφή ενός συστήµατος απόφασης ή κατηγοριοποίησης που όµως υπερ-
ϐαίνει τα ίδια του τα όρια. Με άλλα λόγια, επιχειρείται η πλήρης περιγραφή ενός
χώρου µέσα στον οποίο περιλαµβάνεται και η ίδια η πράξη της περιγραφής. Το
πρόβληµα αυτό, στην περίπτωση των υπολογισµών, εκδηλώνεται ως το πρόβληµα της
µη αποκρισιµότητας του ίδιου του ερωτήµατος της αποκρισιµότητας.

Η σύνδεση µε τις πλακοστρώσεις του Wang έγκειται στο ότι µπορούµε να διατυ-
πώσουµε το ερώτηµα:

∆οθέντος ενός πεπερασµένου συνόλου από πλακίδια Wang, υπάρχει
τρόπος να πλακοστρωθεί το επίπεδο σύµφωνα µε τους κανόνες του συ-
στήµατος ;

ως πρόβληµα απόφασης
Στις αρχές της δεκαετίας του 1960, ο Hao Wang, καθηγητής στο Harvard, προ-

σπαθούσε να επιλύσει το Πρόβληµα της Αποκρισιµότητας (Decidability). Το Ϲητο-
ύµενο ήταν να ϐρεθεί ένας αλγόριθµος που να απαντάει στο ερώτηµα αν ένα δοσµένο
πεπερασµένο πρωτοσύνολο δηµιουργεί πλακόστρωση. ∆ηλαδή, να υπάρχει µια µε-
ϑοδική, µηχανική διαδικασία η οποία, για οποιοδήποτε τέτοιο σύνολο, να καταλήγει
µέσα σε πεπερασµένο χρόνο σε ένα από τα δύο συµπεράσµατα: είτε ότι το σύνολο
πλακοστρώνει το επίπεδο είτε ότι δεν το πλακοστρώνει.

Ο Wang είχε ήδη έναν αλγόριθµο που µπορούσε να καθορίσει αν µια πλακόστρω-
ση ήταν περιοδική. Είχε διατυπώσει την εικασία ότι αν ένα πρωτοσύνολο δηµιουργεί
πλακόστρωση, τότε δηµιουργεί και περιοδική πλακόστρωση. Αν ίσχυε αυτό, τότε ο
αλγόριθµός του ϑα αρκούσε για να λύσει το Πρόβληµα της Αποκρισιµότητας : το
να αποφασίσουµε δηλαδή αλγοριθµικά για κάθε πρωτοσύνολο αν µπορεί να πλακο-
στρώσει ή όχι το επίπεδο.

΄Οµως το 1966, ο διδακτορικός ϕοιτητής του Wang, Robert Berger, κατασκεύασε
ένα σύνολο από πρωτοπλακίδια που ήταν απεριοδικά [24]. Περιείχε 20,426 πλακίδια

144



4.1 Ψευδοκρύσταλλοι και Απεριοδικά Πρωτοσύνολα

Wang. ΄Ενα πλακίδιο Wang είναι τετράγωνο µοναδιαίου µήκους, του οποίου οι
πλευρές έχουν χρώµα και επιτρέπεται η συγκόλληση µόνο πλευρών µε το ίδιο χρώµα.
Επιπλέον, δεν επιτρέπεται η ανάκλαση ή η στροφή των πλακιδίων. ΄Ετσι, όλα τα
αντίγραφα ενός δοσµένου πρωτοπλακιδίου πρέπει να είναι µεταφορές του αρχικού,
αν και αυτές οι µεταφορές δεν χρειάζεται να είναι συµµετρίες της πλακόστρωσης. Οι
κανόνες ταύτισης που επιβάλλονται από τα χρώµατα των πλευρών µπορούν επίσης να
αναπαρασταθούν αντικαθιστώντας τις πλευρές µε κυµατοειδείς καµπύλες σε σχήµα
S.

Αυτή η κατασκευή του Berger δεν αποτέλεσε µόνο αντεπιχείρηµα στην εικασία
του Wang, αλλά αποκάλυψε και µία ϐαθύτερη σχέση µεταξύ γεωµετρικών δοµών
και ϑεωρητικών µοντέλων υπολογισµού. Η δυνατότητα δηµιουργίας απεριοδικών
πλακοστρώσεων µέσω πεπερασµένων κανόνων έθεσε το ερώτηµα αν τέτοιες δοµές ϑα
µπορούσαν να ενσωµατώνουν διαδικασίες υπολογισµού. Εδώ εισέρχεται η έννοια της
Μηχανής Turing, η οποία είναι µία πρωτόγονη µορφή υπολογιστή. Μπορεί να πε-
ϱιγραφεί ως µία συσκευή η οποία είναι ικανή να διαβάζει σύµβολα από µία άπειρη
‘ταινία µνήµης’ και να ενεργεί επάνω σε αυτά τα σύµβολα σύµφωνα µε ένα καθορι-
σµένο ‘πρόγραµµα’, είτε γράφοντας νέα σύµβολα στην ταινία είτε µετακινώντας την
ταινία προς τα πίσω ή προς τα εµπρός. Η ϑεωρία των µηχανών Turing παίζει σηµαντι-
κό ϱόλο στη µαθηµατική λογική, καθώς µπορεί να αποδειχθεί ότι µία τέτοια µηχανή
µπορεί να υπολογίσει όλες τις αναδροµικές συναρτήσεις, δηλαδή συναρτήσεις των
οποίων οι τιµές µπορούν να υπολογιστούν σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων. Αυτές
περιλαµβάνουν όλες τις γνωστές συναρτήσεις της αριθµητικής όπως η πρόσθεση, ο
πολλαπλασιασµός, η ύψωση σε δύναµη κ.λπ. Στην πραγµατικότητα, παρά την α-
πλότητα και την ϕαινοµενική αναποτελεσµατικότητα, µία µηχανή Turing είναι το
ίδιο ευέλικτη όσο οποιοσδήποτε ψηφιακός υπολογιστής που έχει κατασκευαστεί ή
µπορεί ποτέ να κατασκευαστεί. Υπάρχει εκτενής ϐιβλιογραφία για το ϑέµα, στην
οποία περιλαµβάνεται το έργο του Kleene [86].

Ο Wang[148] επεσήµανε ότι είναι δυνατό να προσοµοιωθεί η λειτουργία οποιασ-
δήποτε µηχανής Turing µέσω κατάλληλης πλακόστρωσης—στην ουσία, µπορεί να
ϐρεθεί ένα σύνολο από πλακίδια το οποίο να εκτελεί οποιονδήποτε υπολογισµό που
είναι δυνατός από µία µηχανή Turing. Η ϐασική ιδέα είναι να χρησιµοποιηθο-
ύν σειρές από πλακίδια για την προσοµοίωση της ταινίας της µηχανής, όπου κάθε
διαδοχική σειρά αντιστοιχεί σε διαδοχικές «καταστάσεις» της µηχανής.

Αντί να περιγράψουµε λεπτοµερώς αυτήν την προσοµοίωση, ϕαίνεται πιο ενδια-
ϕέρον να παρουσιάσουµε το υλικό υπό τη µορφή παραδειγµάτων που εικονογραφούν
τις σχετικές αρχές. Χρησιµοποιούµε πλακίδια Wang και η πλακόστρωση ϑα κατα-
λαµβάνει µόνο το ένα τέταρτο του επιπέδου—ϑα υπάρχει ένα άνω και ένα αριστερό
όριο όπως ϕαίνεται στα Σχ. 4.4(α) και 4.5(α). Θα υποθέσουµε ότι αυτά τα όρια είναι
χρωµατισµένα µε το χρώµα που δηλώνεται ως 0, ώστε κάθε πλακίδιο που εφάπτεται
µε κάποιο όριο να ϕέρει το χρώµα 0 στη σχετική του πλευρά.
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Σχήµα 4.4: ΄Ενα σύνολο πλακιδίων που εκτελούν την πράξη της πρόσθεσης δύο
άνισων ϕυσικών.

Το πρώτο µας παράδειγµα είναι πολύ απλό—δείχνουµε πώς τα πλακίδια µπορούν
να χρησιµοποιηθούν για να πραγµατοποιήσουν την πρόσθεση ϕυσικών a, b, όπου,
για ευκολία, υποθέτουµε ότι 2 ≤ a < b. Στην Σχ. 4.4(ϐ) δείχνουµε ένα σύνολο
από 16 πρωτοπλακίδια που πραγµατοποιούν αυτήν την πράξη. Η εισαγωγή των
αριθµών a και b στην πλακόστρωση γίνεται µε την τοποθέτηση δύο πλακιδίων µε
σήµανση A στις ϑέσεις a και b της ανώτερης σειράς. (Βλ. Σχ. 4.4(α) για την
περίπτωση a = 5, b = 9. Για να απλοποιήσουµε το διάγραµµα, έχουµε σηµειώσει τα
χρώµατα επάνω στις ακµές της πλακόστρωσης αντί για τις ακµές των πλακιδίων, και
έχουµε παραλείψει το χρώµα 1. Κάθε πλευρά χωρίς ένδειξη ϑεωρείται ότι ϕέρει το
χρώµα 1.) Αν δεν χρησιµοποιηθούν άλλα πλακίδια A, τότε επιβάλλεται µία µοναδική
πλακόστρωση, και αυτή ϑα περιέχει ένα και µόνο πλακίδιο S στην ανώτερη σειρά.
Αν το πλακίδιο S ϐρίσκεται στη ϑέση s, τότε s = a + b, και εποµένως δηλώνει το
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άθροισµα των δοθέντων ακεραίων.
Η αρχή πάνω στην οποία ϐασίζεται η κατασκευή της πλακόστρωσης µπορεί να

περιγραφεί εν συντοµία ως εξής. Το πλακίδιο ∗, το οποίο αναγκαστικά τοποθετείται
στην επάνω αριστερή γωνία, ξεκινά ένα ‘σήµα’ το οποίο µεταδίδεται διαγώνια προς
τα κάτω και δεξιά χρησιµοποιώντας τα πλακίδια της πρώτης στήλης (i) του Σχ.4.4(ϐ).
Αυτό το σήµα υποδηλώνεται από τα χρώµατα 3 και 4. Τα πλακίδια A στέλνουν
σήµατα (µε χρήση του χρώµατος 2) κατακόρυφα προς τα κάτω. ΄Οταν το σήµα από
το αριστερό πλακίδιο A συναντήσει το διαγώνιο σήµα, στρέφεται οριζόντια χρησιµο-
ποιώντας το χαµηλότερο πλακίδιο της στήλης (ii) και στη συνέχεια µεταδίδεται µε
χρήση του χρώµατος 5. ΄Οταν αυτό το οριζόντιο σήµα συναντήσει το κατακόρυφο
σήµα από το δεξί πλακίδιο A, στρέφεται διαγώνια προς τα επάνω (χρησιµοποιώντας
το χαµηλότερο πλακίδιο της στήλης (iii)) και στη συνέχεια διαδίδεται διαγώνια προς
τα επάνω (µε χρήση των πλακιδίων της στήλης (iv)) έως ότου συναντήσει το ανώτερο
όριο, όπου και απορροφάται από το πλακίδιο S. ΄Ετσι, το S υποχρεωτικά καταλήγει
στη σωστή ϑέση όπως ϕαίνεται. Τα υπόλοιπα τρία πλακίδια, στη στήλη (v), µπορούν
να ϑεωρηθούν ουδέτερα καθώς απλώς γεµίζουν τα κενά ανάµεσα στα πλακίδια που
µεταφέρουν τα σήµατα.

Σε αυτό το παράδειγµα δεν προσπαθήσαµε να ελαχιστοποιήσουµε ούτε τον αριθ-
µό των πλακιδίων, ούτε τον αριθµό των χρωµάτων. Ο κύριος σκοπός µας ήταν να
δείξουµε πώς η χρήση «σηµάτων» στην πλακόστρωση µπορεί να εκτελέσει τις απαρα-
ίτητες πράξεις.

Σχήµα 4.5: Μια πλακόστρωση που δείχνει την ακολουθία Fibonacci

∆ιάφορες τροποποιήσεις και επεκτάσεις αυτού του παραδείγµατος προκύπτουν
άµεσα. Ειδικότερα, είναι απλό να ϐρεθεί ένα σύνολο πλακιδίων που να επιβάλλει µία
πλακόστρωση που ‘οπτικοποιεί’ οποιαδήποτε ακολουθία ϕυσικών οριζόµενη µέσω
πρόσθεσης ή επαναλαµβανόµενης πρόσθεσης. Οπτικοποιούµε αυτήν τη διαπίστωση
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µε το δεύτερό µας παράδειγµα (Σχ. 4.5(α) ), στο οποίο οι ϑέσεις των πλακιδίων F
στην ανώτερη σειρά είναι

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

Πρόκειται για την γνωστή ακολουθία Fibonacci. Τα 17 πρωτοπλακίδια που ϕα-
ίνονται στο Σχ. 4.5(ϐ) επιβάλλουν τη µοναδική πλακόστρωση του Σχ. 4.5(α).

Σε µια τέτοια περίπτωση, είναι απαραίτητο να προσδιοριστούν οι πρώτοι όροι
της ακολουθίας ώστε οι υπόλοιποι να καθοριστούν από την αναδροµή. Για την
ακολουθία Fibonacci, οι δύο πρώτοι όροι επιβάλλονται από τα πλακίδια F ′, F ′′ τα
οποία µπορούν να τοποθετηθούν µόνο στις ϑέσεις που ϕαίνονται. Από εκεί και πέρα,
τα πλακίδια F καθορίζονται από µία τροποποίηση της διαδικασίας πρόσθεσης που
περιγράφηκε παραπάνω. Τα διάφορα σήµατα που χρησιµοποιούνται είναι εµφανή
από την εξέταση του διαγράµµατος.

Σχήµα 4.6: Μια πλακόστρωση στην οποία τα πλακίδια µε P και Σ εµφανίζονται σε
ϑέσεις πρώτων και σύνθετων αριθµών αντίστοιχα.

Το τρίτο και τελευταίο παράδειγµά µας οφείλεται στους E. F. Moore και M. Field-
house· µεταδόθηκε στους B. Grünbaum και G.C. Shephard από τον H. Wang. Εδώ,
30 πρωτοπλακίδια (Σχ. 4.6(ϐ) ) επιβάλλουν µία µοναδική πλακόστρωση του τεταρ-
τηµορίου, στην οποία τα πλακίδια P και C εµφανίζονται στις ϑέσεις µε πρώτους και
σύνθετους αριθµούς της άνω σειράς αντίστοιχα. Η µονάδα 1 υποδεικνύεται από ένα
ειδικό πλακίδιο ∗ στην πρώτη ϑέση.

Η πλακόστρωση ϕαίνεται στο Σχ. 4.6(α). Εδώ τα διάφορα πλακίδια χαρακτηρίζο-
νται µε γράµµατα (αντί να δηλώνονται τα χρώµατα των ακµών τους µε αριθµούς),
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και ϕαίνεται πώς δηµιουργούν σειρές από τετράγωνα µπλοκ τα οποία αυξάνονται σε
µέγεθος καθώς κινούµαστε προς τα κάτω. Αυτά τα µπλοκ επισηµαίνονται µε παχύτε-
ϱες γραµµές. Τα πλακίδια µε αστερίσκο χρησιµοποιούνται για να δηµιουργήσουν
τα µπλοκ κατά µήκος του αριστερού ορίου, και τα πλακίδια µε εκθέτη C µεταδίδουν
σήµα προς τα αριστερά ότι ο αριθµός είναι σύνθετος. Αυτά τα ‘σύνθετα’ σήµατα
δηµιουργούνται από τα πλακίδια B∗ (το οποίο χρησιµοποιείται µόνο µία ϕορά) και
D4 (το οποίο εµφανίζεται στην πάνω δεξιά γωνία κάθε τετραγωνικού µπλοκ που δεν
εφάπτεται µε το αριστερό όριο της πλακόστρωσης). Απορροφώνται από τα πλακίδια
C στην ανώτερη σειρά και από το D6 στη κάτω δεξιά γωνία ορισµένων µπλοκ. ΄Οταν
το σήµα απορροφάται µε αυτόν τον τρόπο, αναπαράγεται σε ψηλότερο σηµείο από
ένα πλακίδιο D4.

Τα αυξανόµενα µπλοκ πλακιδίων σηµατοδοτούν στην άνω σειρά όταν ένας α-
ϱιθµός έχει διαιρέτη µεγαλύτερο του 2. Η διαιρετότητα µε το 2 καλύπτεται από
τα εναλλάξ πλακίδια A και B της δεύτερης σειράς. Οποιοδήποτε από τα δύο µπο-
ϱεί να µεταδώσει το σύνθετο σήµα. Το ειδικό πλακίδιο B∗ εισάγεται απλώς για να
διασφαλιστεί ότι ένα πρώτο πλακίδιο P ϑα εµφανιστεί στη ϑέση 2.

Ο σχεδιασµός αυτής και παρόµοιων πλακοστρώσεων απαιτεί σαφώς µεγάλη ευ-
ϱηµατικότητα, ιδίως αν κάποιος προσπαθήσει να είναι οικονοµικός και να χρησιµο-
ποιήσει µικρό αριθµό πρωτοπλακιδίων για να επιτύχει το επιθυµητό αποτέλεσµα.

Για περισσότερες πληροφορίες που σχετίζονται µε τα ϑέµατα αυτής της ενότητας,
ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί τα άρθρα του Wang [145],[146], [148]. Μία
πιο εκλαϊκευµένη παρουσίαση, που περιλαµβάνει και εξήγηση της σχέσης µεταξύ
πλακοστρώσεων και Turing Machines, δίνεται στο [147]. Σχετικό υλικό µπορεί να
ϐρεθεί στα έργα των Hanf [66], Myers[105] και Heidler [70].

Σχετικά µε το υλικό αυτής της ενότητας είναι και το µαθηµατικά και αισθητικά
ελκυστικό έργο του Miller [100], [101], [102], και του ApSimon[14] πάνω σε ‘δάση
πεπτωκότων δέντρων’.

Επιστρέφοντας τώρα στη συζήτηση για την απεριοδικότητα ενός πρωτοσυνόλου, ο
Berger κατάφερε να µειώσει τον αριθµό των απαραίτητων πλακιδίων Wang σε 104. Ο
αριθµός αυτός συνέχισε να µειώνεται και σήµερα έχει ϕτάσει στα 11, όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα 4.7 [75].

Το 1971, ο Raphael Robinson, καθηγητής στο Berkeley, ϐρήκε ένα µη περιοδικό
πρωτοσύνολο από έξι πλακίδια, καθένα από τα οποία ήταν τροποποιηµένο τετράγω-
νο. Το πρωτοσύνολο αυτό ϑα το εξετάσουµε σε επόµενη ενότητα. ΄Επειτα, το 1974,
ο Roger Penrose ανακάλυψε πολλά σύνολα από δύο πρωτοπλακίδια που είναι µη
περιοδικά. Θα τα εξετάσουµε και αυτά σε επόµενη ενότητα. Μέχρι το 2023 παρέµε-
νε ακόµη ανοικτό το ερώτηµα αν υπάρχει ένα µόνο µη περιοδικό πρωτοπλακίδιο.
Αυτό είναι το λεγόµενο πρόβληµα του einstein, καθώς στα γερµανικά, "ein stein"
σηµαίνει ‘µια πέτρα’. Παρατηρούµε ότι το Πόρισµα 3.5 µας λέει ότι δεν αξίζει να
αναζητούµε λύση στο πρόβληµα του einstein µεταξύ των κυρτών πολυγώνων, καθώς
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Σχήµα 4.7: ΄Ενα µη περιοδικό σύνολο από 11 πλακίδια Wang, µε το χρώµα πλευράς
να παίρνει όλο το τεταρτηµόριο.

αυτά δηµιουργούν µόνο περιοδικές πλακοστρώσεις.

Το 2023, όµως, υπήρξε µια σηµαντική ανακάλυψη: ο David Smith, µαζί µε τους
Joseph Samuel Myers, Craig Kaplan και Chaim Goodman-Strauss, παρουσίασαν
ένα κυρτό δωδεκάπλευρο σχήµα, γνωστό πλέον ως ‘καπέλο’ (the hat), το οποίο λει-
τουργεί ως einstein. ∆ηλαδή, κάθε πλακόστρωση που κατασκευάζεται αποκλειστικά
µε αντίγραφα αυτού του σχήµατος είναι αναγκαστικά µη περιοδική. Λίγο αργότερα,
οι ίδιοι ερευνητές ϐρήκαν µια παραλλαγή του ίδιου σχήµατος, το λεγόµενο ‘φάντα-
σµα καπέλο’ (spectre), το οποίο είναι ένα einstein µε ακόµη πιο αυστηρή ιδιότητα :
δεν πλακοστρώνει καθόλου αν επιτραπεί ανάκλαση. Οι εξελίξεις αυτές έλυσαν ορι-
στικά το πρόβληµα του einstein στο επίπεδο, και ϕιλοδοξούµε να τις παρουσιάσουµε
στο επόµενο κεφάλαιο.

Τελικά, οι επιστήµονες κατανόησαν ότι τα ψευδοκρυσταλλικά υλικά είναι τρισδι-
άστατα ανάλογα των µη περιοδικών πλακοστρώσεων. Ακολουθούν τοπικούς κανόνες
για τον σχηµατισµό τους, δηλαδή ποιες έδρες επιτρέπεται να συγκολληθούν µεταξύ
τους, αλλά στην πραγµατικότητα δεν είναι περιοδικά. Μπορούν να έχουν στροφικές
συµµετρίες διαφορετικές από 2,3,4 ή 6.

Το 2009, ανακαλύφθηκε ο πρώτος ϕυσικός ψευδοκρύσταλλος, Al63Cu24Fe13,
γνωστός πλέον ως εικοσαεδρίτης, ϐλ. Σχ. 4.8. Πιστεύεται ότι έχει εξωγήινη προ-
έλευση, προερχόµενο από µετεωρίτη. Πλέον, έχουν αναγνωριστεί πολλά υλικά ως
ψευδοκρύσταλλοι. Το 2011, ο Schechtman τιµήθηκε µε το Nobel Χηµείας για την
συµβολή του στην ανακάλυψή τους.
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Σχήµα 4.8: Πρότυπο περίθλασης ακτίνων X του ψευδοκρυστάλλου Al63Cu24Fe13,
εικοσαεδρίτη.

4.2 Πλακοστρώσεις µε Αντικατάσταση

Σε αυτή την ενότητα, εξετάζουµε µια ισχυρή µέθοδο για τη δηµιουργία πλα-
κοστρώσεων. Αυτή αποτελεί τη ϐάση για τη δηµιουργία πολλών µη µεταφορικών
πλακοστρώσεων.

Ορισµός 4.44. ΄Ενα αντιγραφο-πλακίδιο ή k-αντιγραφο-πλακίδιο είναι ένα πλακίδιο

που µπορεί να πλακοστρωθεί µε k σµικρυµένα αντίγραφα του εαυτού του, όλα ταυ-

τόσηµα µεταξύ τους.

Για παράδειγµα, στο πάνω αριστερό µέρος του Σχήµατος 4.9, ϐλέπουµε το πλα-
κίδιο καρέκλα. Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι µπορεί να αποσυντεθεί σε τέσσερα
αντίγραφά του, το καθένα σµικρυµένο κατά έναν παράγοντα 2. ΄Επειτα, µπορούµε
να επαναλάβουµε τη διαδικασία για κάθε πλακίδιο στη νέα πλακόστρωση. Καθώς
συνεχίζουµε αυτή τη διαδικασία αποσύνθεσης, αποκτούµε ένα µπάλωµα µε όλο και
µικρότερα πλακίδια.

Εφόσον το εµβαδόν των k µικρότερων πλακιδίων ισούται µε το εµβαδόν του αρχι-
κού πλακιδίου, γνωρίζουµε ότι τα νέα πλακίδια πρέπει να είναι σµικρυµένες εκδοχές
του αρχικού, σµικρυµένα κατά έναν παράγοντα

√
k.

Εάν, σε κάθε στάδιο, µεγεθύνουµε το αποτέλεσµα κατά
√
k, διαδικασία που ο-

νοµάζεται διόγκωση, τα νέα πλακίδια έχουν το ίδιο µέγεθος µε το αρχικό πλακίδιο.
Αποκτούµε πλακοστρώσεις όλο και µεγαλύτερων µπαλωµάτων, το καθένα αποτελού-
µενο από k ϕορές περισσότερα πλακίδια από το προηγούµενο. Σε κάθε στάδιο, όλα
τα πλακίδια είναι ταυτόσηµα µε το αρχικό πλακίδιο.

Με αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε µπαλώµατα που περιέχουν αυθαίρετα πολ-
λά αντίγραφα του αρχικού πλακιδίου. Εάν µπορέσουµε να δείξουµε ότι µπορούµε
να δηµιουργήσουµε µπαλώµατα που περικλείουν το ένα το άλλο, τότε από το Λήµ-
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Σχήµα 4.9: Το πλακίδιο καρέκλα µπορεί να πλακοστρωθεί µε τέσσερις σµικρυµένες
εκδοχές του εαυτού του. ΄Επειτα, η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί.

µα 3.13, δηµιουργούµε µια πλακόστρωση του επιπέδου που περιέχει όλα τα µπα-
λώµατα, καθένα από τα οποία περιέχεται στο επόµενο.

Στο Σχήµα 4.10, ϐλέπουµε µέρος της πλακόστρωσης µε το πλακίδιο καρέκλα.

Λήµµα 4.16. ΄Ενα αντιγραφο-πλακίδιο δηµιουργεί πλακόστρωση του επιπέδου µέσω

επαναλαµβανόµενης αποσύνθεσης και διόγκωσης.

Απόδειξη. Για να γνωρίζουµε ότι αυτή η µέθοδος οδηγεί σε πλακόστρωση του επι-
πέδου, ϑα δείξουµε ότι κατασκευάζουµε µπαλώµατα που περικλύουν το ένα το άλλο.
Ξεκινάµε µε το k-αντιγραφο-πλακίδιο T τοποθετηµένο σταθερά στο επίπεδο. Υπο-
ϑέτουµε ότι έχει εσωτερική ακτίνα u και εξωτερική ακτίνα U . Αποσυνθέτουµε το T
σε k µικρότερες εκδοχές και στη συνέχεια διογκώνουµε κατά k1/2. ΄Επειτα, επανα-
λαµβάνουµε τη διαδικασία n ϕορές, όπου kn/2u > 2U . Εφόσον το T περικλείει έναν
δίσκο ακτίνας u, το αποτέλεσµα περιέχει έναν δίσκο ακτίνας kn/2u.1

Επιλέγουµε το πλακίδιο Q στο µπάλωµα An που περιέχει το κέντρο του δίσκου,
επιλέγοντας οποιοδήποτε πλακίδιο περιέχει το σηµείο αν ανήκει σε περισσότερα από
ένα πλακίδια. Παρατηρούµε ότι αυτό το πλακίδιο δεν µπορεί να αγγίζει το σύνορο
του δίσκου ακτίνας kn/2u > 2U και εποµένως το πλακίδιο Q περικλύεται από τοAn.

1Σε αυτό το σηµείο, ϑα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Επέκτασης (Θεώρηµα 3.5)
για να γνωρίζουµε ότι υπάρχει πλακόστρωση µε το αντιγραφο-πλακίδιο. Ωστόσο, ϑέλουµε να δια-
σφαλίσουµε ότι τα όλο και µεγαλύτερα µπαλώµατα που προκύπτουν από την αποσύνθεση και τη
διόγκωση πράγµατι εµφανίζονται στην πλακόστρωση.
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Σχήµα 4.10: Η πλακόστρωση που δηµιουργείται από το πλακίδιο καρέκλα.

Μεταφέρουµε και στρέφουµε τοAn έτσι ώστε η κίνηση να τοποθετεί το Q στη ϑέση
του αρχικού πλακιδίου T στο επίπεδο. Τώρα, έχουµε ένα µπάλωµα που περικλύει
το αρχικό πλακίδιο στη ϑέση του στο επίπεδο. ΄Οταν επαναλαµβάνουµε αυτή τη δια-
δικασία, αποσυνθέτοντας κάθε πλακίδιο του µπαλώµατος σε k µικρότερα αντίγραφα
και διογκώνοντας, και το κάνουµε αυτό n ϕορές, το νέο µπάλωµα, µόλις προσανα-
τολιστεί εκ νέου, ϑα περικλύει το προηγούµενο µπάλωµα. Εφόσον δεν υπάρχει όριο
στον αριθµό επαναλήψεων αυτής της διαδικασίας, από το Λήµµα 3.13 έπεται ότι αυ-
τό δηµιουργεί πλακόστρωση του επιπέδου, και κάθε µπάλωµα που χρησιµοποιείται
στην κατασκευή πράγµατι εµφανίζεται στην πλακόστρωση. �

Ορισµός 4.45. ΄Εστω T µια πλακόστρωση. Αν δύο ταυτόσηµα πλακίδια µπορούν

να ταυτιστούν µέσω µιας µεταφοράς, λέµε ότι έχουν τον ίδιο προσανατολισµό. Η

µεταφορά δεν είναι απαραίτητο να αποτελεί συµµετρία της T . Αν δεν ταυτίζονται

µέσω µεταφοράς, τότε έχουν διαφορετικούς προσανατολισµούς.

Αυτό χωρίζει το σύνολο των ταυτόσηµων πλακιδίων σε κλάσεις ισοδυναµίας, κα-
ϑεµία από τις οποίες περιέχει όλα τα πλακίδια µε τον ίδια προσανατολισµό. Πα-
ϱατηρούµε ότι δύο πλακίδια έχουν διαφορετικούς προσανατολισµούς αν, µετά από
µεταφορά, για να ταυτιστούν χρειάζεται µια στροφή, µια ανάκλαση ή και τα δύο.

Ορισµός 4.46. Μια πλακόστρωση που δηµιουργείται από επανειληµµένη αποσύνθεση

και διόγκωση ενός αντιγραφο-πλακιδίου ονοµάζεται πλακόστρωση αντικατάστασης.
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Σχήµα 4.11: ΄Ενα τρίγωνο που είναι 5-αντιγραφο-πλακίδιο και η πλακόστρωση που
δηµιουργείται.

Η πλακόστρωση pinwheel (χάρτινου ανεµόµυλου) των Conway-Radin [119] εί-
ναι ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον παράδειγµα πλακόστρωσης αντικατάστασης. Ξεκινάµε
µε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε µήκη πλευρών 1,2 και

√
5. ΄Οπως ϕαίνεται στο

Σχήµα 4.11, αυτό είναι ένα 5-αντιγραφο-πλακίδιο. Κάτω από αυτό, ϐλέπουµε ένα
τµήµα της πλακόστρωσης που προκύπτει. Αυτό είναι το πρώτο γνωστό παράδειγµα
µονοεδρικής πλακόστρωσης στην οποία τα πλακίδια έχουν άπειρους διαφορετικο-
ύς προσανατολισµούς (σχετικές γωνίες µεταξύ των πλακιδίων), παράγοντας έτσι µια
εµφανή τυχαιότητα στην πλακόστρωση. Στην πραγµατικότητα, οι προσανατολισµοί
των πλακιδίων είναι πυκνοί στον κύκλο όλων των πιθανών γωνιών πλακιδίων. ΄Οµως,
γνωρίζοντας τον κανόνα δηµιουργίας της, η πλακόστρωση δεν είναι καθόλου τυχαία.

Στο Σχήµα 4.12, ϐλέπουµε την πλευρά ενός κτιρίου στο συγκρότηµα Federation
Square στη Μελβούρνη της Αυστραλίας, η οποία ϕέρει την πλακόστρωση pinwheel.

Υπάρχει παράδειγµα πλακιδίου που είναι ταυτόχρονα 2-αντιγραφο-πλακίδιο και
4-αντιγραφο-πλακίδιο, καθώς και άλλο παράδειγµα που είναι ταυτόχρονα 3-αντιγραφο-
πλακίδιο και 4-αντιγραφο-πλακίδιο. ΄Οµως το παρακάτω παραµένει άγνωστο.

Ανοικτά Ερωτήµατα. Μπορεί ένα πλακίδιο να είναι ταυτόχρονα 2-αντιγραφο-πλακίδιο

και 3-αντιγραφο-πλακίδιο ;

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να ϐρούµε αντιγραφο-πλακίδια. Για παράδειγµα,
έστω M και N δύο πλακίδια. Υποθέτουµε ότι το M αποσυντίθεται σε m µικρότερα
πλακίδια, που είναι ταυτόσηµα µεταξύ τους και είναι σµικρυµένα αντίγραφα του
N . Υποθέτουµε επίσης ότι το N αποσυντίθεται σε n µικρότερα πλακίδια, που είναι
ταυτόσηµα µεταξύ τους και είναι σµικρυµένα αντίγραφα του M . Τότε, εφαρµόζοντας
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Σχήµα 4.12: Η πλακόστρωση pinwheel σε πρόσοψη κτιρίου στο Federation Square
στη Μελβούρνη.

Σχήµα 4.13: ΄Ενα T-πλακίδιο αποσυντίθεται σε τέσσερα τετράγωνα. ΄Ενα τετράγωνο
αποσυντίθεται σε τέσσερα T-πλακίδια. ΄Αρα, η διπλή αποσύνθεση δείχνει ότι είναι και
τα δύο αντιγραφο-πλακίδια.

τη διαδικασία αποσύνθεσης πρώτα στο M και µετά σε κάθε N εντός του M, ϐλέπουµε
ότι το M είναι k-αντιγραφο-πλακίδιο, όπου k = mn. Το ίδιο ισχύει και για το N .
΄Ενα παράδειγµα αυτής της διαδικασίας ϕαίνεται στο Σχήµα 4.13.

Ορισµός 4.47. Μια πλακόστρωση T1 προκύπτει από σύνθεση της πλακόστρωσης T2

εάν κάθε πλακίδιο της T1 είναι ένωση πλακιδίων της T2.

Για παράδειγµα, η πλακόστρωση µε τετράγωνα είναι σύνθεση του εαυτού της,
υπό την έννοια ότι µπορούµε να πάρουµε ενώσεις από τέσσερα πλακίδια για να δη-
µιουργήσουµε ξανά την ίδια πλακόστρωση, αλλά µε µεγαλύτερα πλακίδια. ∆ίνουµε
ιδιαίτερη ονοµασία στις πλακοστρώσεις που είναι συνθέσεις του εαυτού τους. ∆ύο
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πλακοστρώσεις ϑεωρούνται ισοδύναµες αν η µία είναι σµίκρυνση ή µεγέθυνση της
άλλης.

Ορισµός 4.48. Μια πλακόστρωση που είναι σύνθεση µιας ισοδύναµης πλακόστρωσης

ονοµάζεται πλακόστρωση οµοιότητας.

Κάθε ϕορά που έχουµε πλακόστρωση οµοιότητας, µε σύνθεση πλακιδίων, προ-
κύπτει µια µεγεθυµένη πλακόστρωση. Αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί
απεριόριστα. ΄Ετσι, η πλακόστρωση οµοιότητας περιλαµβάνει αριθµήσιµο πλήθος
ισοδύναµων πλακοστρώσεων, µία για κάθε επίπεδο σύνθεσης.

Σχήµα 4.14: Σύνθεση τετραγώνων δηµιουργεί ξανά την τετραγωνική πλακόστρωση,
αλλά µεγεθυµένη.

Το ϐλέπουµε αυτό εύκολα στην περίπτωση της πλακόστρωσης µε τετράγωνα, όπου
συνθέτουµε τέσσερα τετράγωνα για να προκύψει µια νέα πλακόστρωση µε τετράγωνα
µεγαλύτερου µεγέθους, µεγεθυµένη κατά παράγοντα δύο. Επαναλαµβάνοντας, προ-
κύπτει πλακόστρωση µε πλακίδια µεγεθυµένα κατά παράγοντα τέσσερα, όπως στο
Σχήµα 4.14. Η διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί επ’ άπειρον. ΄Αλλες πλακοστρώσεις
οµοιότητας περιλαµβάνουν την κανονική πλακόστρωση µε ισόπλευρα τρίγωνα και
τις πλακοστρώσεις Laves [4.6.12] και [4.82] στο Σχήµα 4.15.

Λήµµα 4.17. Μια πλακόστρωση αντικατάστασης T είναι πλακόστρωση οµοιότητας.

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε ότι η T είναι πλακόστρωση οµοιότητας, πρέπει να δε-
ίξουµε ότι µπορούµε να διαµερίσουµε τα πλακίδια της T σε σύνολα από k πλακίδια,
έτσι ώστε η ένωση κάθε συνόλου να είναι µια µεγεθυµένη εκδοχή του πρωτοπλακι-
δίου, και η προκύπτουσα πλακόστρωση, παρόλο που είναι µεγαλύτερη, να είναι
ισοδύναµη µε την αρχική. ΄Οµως, όπως έχουµε δει, µια πλακόστρωση αντικατάστα-
σης T περιέχει ένα άπειρο σύνολο από µπαλώµατα {Ai}, όπου το καθένα περικλύει
το προηγούµενο. Για οποιοδήποτε δεδοµένο πλακίδιο T στην T , µπορούµε να ε-
πιλέξουµε ένα µπάλωµα Ai αρκετά µεγάλο ώστε να το περιέχει. Τότε το Ai+1 ϑα
περιέχει το Ai και συνεπώς το T . Από τον ορισµό του Ai+1, µπορεί να διαµεριστεί
σε σύνολα από k πλακίδια τα οποία συντίθενται σε µεγαλύτερα αντίγραφα που κα-
λύπτουν όλο το Ai+1. ΄Ενα από αυτά τα σύνολα περιέχει το T . Για όλα τα επόµενα
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Σχήµα 4.15: 2 από τις πλακοστρώσεις Laves

µπαλώµατα, τα σύνολα των k πλακιδίων δεν αλλάζουν. ΄Ετσι µπορούµε να προσδιο-
ϱίσουµε ποιο σύνολο από k πλακίδια περιέχει κάθε δοσµένο πλακίδιο T στην T και
συνεπώς η T είναι πλακόστρωση οµοιότητας. �

∆εδοµένης µιας πλακόστρωσης αντικατάστασης, µπορούµε να δουλέψουµε προς
τα πίσω, να συνθέσουµε τα πλακίδια σε µεγαλύτερα πλακίδια και στη συνέχεια να
τα συρρικνώσουµε, ώστε να επανέλθουν στο αρχικό τους µέγεθος. Επειδή ξεκινάµε
µε πλακόστρωση του επιπέδου, η διαδικασία αυτή δεν σταµατά ποτέ. Αν για µια δο-
σµένη πλακόστρωση υπάρχει µόνο ένας τρόπος να συνθέσουµε τα πλακίδια ώστε να
προκύψει ισοδύναµη πλακόστρωση, τότε αυτό περιορίζει δραστικά την πλακόστρω-
ση.

Θεώρηµα 4.10. ΄Εστω T µια µονοεδρική πλακόστρωση αντικατάστασης. Αν η δια-

δικασία σύνθεσης είναι µοναδική, τότε η T δεν µπορεί να έχει µεταφορική συµµετρία.

Βλέπουµε ότι αυτό ισχύει στην περίπτωση της πλακόστρωσης καρέκλας στο Σχήµα
4.10. ∆εν υπάρχουν µεταφορικές συµµετρίες σε αυτήν την πλακόστρωση.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει µια µεταφορική συµµετρία F µε µήκος µεταφοράς d.
΄Εστω u η εσωτερική ακτίνα του µοναδικού πρωτοπλακιδίου.

Μπορούµε να πάρουµε τη µοναδική διαµέριση της T σε σύνολα από k πλακίδια.
Οι ενώσεις τους µας δίνουν ισοδύναµη πλακόστρωση, µε κάθε πλακίδιο µεγεθυµένο
κατά

√
k. Η προκύπτουσα πλακόστρωση πρέπει να έχει την ίδια µεταφορική συµ-

µετρία, διότι διαφορετικά, εφαρµόζοντας το F στην αποσύνθεση, ϑα παραγόταν νέα
αποσύνθεση, πράγµα αντιφατικό µε την υπόθεση της µοναδικότητας. Επαναλαµ-
ϐάνουµε τη διαδικασία σύνθεσης n ϕορές µέχρι το kn/2u > d. Τότε κάθε πλακίδιο
στην προκύπτουσα πλακόστρωση περιέχει δίσκο ακτίνας µεγαλύτερης από d. ΄Αρα η
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µεταφορά F δεν µπορεί να µετακινήσει πλακίδιο εκτός του εαυτού του, και συνεπώς
δεν µπορεί να είναι συµµετρία της πλακόστρωσης, άτοπο. �

Σηµειώνουµε ότι η υπόθεση της µοναδικότητας της αποσύνθεσης είναι κρίσιµη.
Για παράδειγµα, η τετραγωνική πλακόστρωση είναι πλακόστρωση αντικατάστασης
αλλά έχει προφανώς µεταφορικές συµµετρίες. Η µοναδικότητα αποτυγχάνει για-
τί µπορούµε να επιλέξουµε οποιαδήποτε τέσσερα τετράγωνα που µοιράζονται µια
κορυφή και να αρχίσουµε την αποσύνθεση µε αυτό το σύνολο.

Από την άλλη πλευρά, για τις περισσότερες πλακοστρώσεις αντικατάστασης, η
µοναδικότητα αποσύνθεσης είναι εύκολο να αποδειχθεί. Πρέπει απλώς να δείξου-
µε ότι για ένα δεδοµένο πλακίδιο, µπορεί να εµφανιστεί µόνο σε µία συλλογή k

πλακιδίων που συντίθενται σε µεγαλύτερο πλακίδιο.
Για παράδειγµα, αν πάρουµε το κεντρικό γκρι πλακίδιο που εφάπτεται της αρ-

χής των αξόνων στην πλακόστρωση καρέκλας στο Σχήµα 4.10, ϐλέπουµε ότι µπορεί
να εµφανιστεί ως κάτω αριστερή γωνία ενός µεγαλύτερου πλακιδίου καρέκλας στη
σύνθεση. Και δεν υπάρχει τρόπος να επιλέξουµε άλλα τρία γειτονικά πλακίδια που
η ένωση τους να δίνει διογκωµένη καρέκλα. Εποµένως, η αποσύνθεση της πλα-
κόστρωσης είναι µοναδική και άρα η πλακόστρωση δεν µπορεί να έχει µεταφορές.

Μπορούµε επίσης να ορίσουµε πλακοστρώσεις αντικατάστασης που δηµιουρ-
γούνται από πρωτοσύνολα µε περισσότερα από ένα πρωτοπλακίδια. Σε αυτή την
περίπτωση, υποθέτουµε ότι κάθε πρωτοπλακίδιο µπορεί να αποσυντεθεί σε συλλογή
από πλακίδια ταυτόσηµα µε αντίγραφα των πρωτοπλακιδίων, όλα σµικρυµένα µε τον
ίδιο λόγο. Και πάλι, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η ίδια απόδειξη για να δείξουµε ότι
αν η διαδικασία σύνθεσης είναι µοναδική, η προκύπτουσα πλακόστρωση είναι µη
µεταφορική.

Σχήµα 4.16: Κανόνες αντικατάστασης για πολλαπλά πλακίδια.

Στο Σχήµα 4.16 ϐλέπουµε ένα πρωτοσύνολο από εννέα πλακίδια και τους α-
ντίστοιχους κανόνες αντικατάστασης. ∆ηµιουργούν την περίτεχνη πλακόστρωση στο
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Σχήµα 4.17, από τον Stefan Pautze[114]. ΄Οπως και η πλακόστρωση pinwheel των
Conway-Radin, αυτή η πλακόστρωση έχει πυκνό προσανατολισµό. ΄Εχει επίσης
οµάδα συµµετρίας D5.2

Σχήµα 4.17: Πλακόστρωση αντικατάστασης µε οµάδα συµµετρίας D5 και πυκνό σύνο-
λο προσανατολισµών.

΄Ενα πανοµοιότυπο επιχείρηµα µε αυτό της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.10 δεί-
χνει ότι µια τέτοια πλακόστρωση αντικατάστασης µε µοναδικό τρόπο σύνθεσης των
πλακιδίων σε µεγαλύτερα, είναι και η ίδια µη µεταφορική. Θα χρησιµοποιήσουµε
αυτό το αποτέλεσµα σε επόµενη Ενότητα για να δείξουµε απεριοδικότητα πρωτοσυ-
νόλου.

4.3 Το Απεριοδικό Πρωτοσύνολο του Robinson

Το 1971, ο Raphael Robinson πρότεινε το σύνολο των έξι τροποποιηµένων τε-
τραγώνων στο Σχήµα 4.18 και έδειξε ότι δηµιουργούν ένα απεριοδικό πρωτοσύνολο
[121]. Συνεπώς, δηµιουργούν πλακοστρώσεις του επιπέδου, αλλά κάθε τέτοια πλα-
κόστρωση είναι µη µεταφορική.

2Παραπέµπουµε στην ιστοσελίδα Tilings Encyclopedia στο tilings.math.uni-bielefeld.de/, όπου
εµφανίζονται αυτή και πολλές άλλες όµορφες παραστάσεις.
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Σχήµα 4.18: Απεριοδικό πρωτοσύνολο του Robinson.

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν δύο είδη τροποποιήσεων στα τετράγωνα. Οι τροπο-
ποιήσεις πλευρών και οι τροποποιήσεις γωνιών. Για τις πλευρές, υπάρχουν συµµε-
τρικές προεξοχές (ισοσκελές τρίγωνο) και αντίστοιχες εσοχές, καθώς και ασύµµετρες
προεξοχές (ορθογώνιο τρίγωνο) και αντίστοιχες εσοχές. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί
ότι ο συνολικός αριθµός των προεξοχών κάθε τύπου στο πρωτοσύνολο, που είναι
έξι ισοσκελή και έξι ορθογώνια τρίγωνα, είναι ίσος µε τον αριθµό των αντιστοίχων
εσοχών.

Σχήµα 4.19: Υπάρχουν τρεις δυνατές διατάξεις των πλακιδίων µε και χωρίς γωνίες.

Επιπλέον, έχουµε και τροποποιήσεις στις γωνίες. Σε πέντε από τα πρωτοπλα-
κίδια, ισοσκελή ορθογώνια τρίγωνα έχουν αφαιρεθεί από κάθε γωνία. Αλλά στο
πρώτο πλακίδιο, έχουν προστεθεί τρία από αυτά τα τρίγωνα σε κάθε γωνία ώστε να
σχηµατιστεί αυτή η προέκταση της γωνίας που µοιάζει µε τετράγωνο. Λέµε ότι ένα
πλακίδιο χωρίς γωνίες είναι αυτό του οποίου και οι τέσσερις γωνίες έχουν αφαιρεθεί,
ενώ το πλακίδιο (a) ονοµάζεται πλακίδιο µε γωνίες. ΄Ετσι, σε κάθε κορυφή της α-
ντίστοιχης τετραγωνικής πλακόστρωσης, πρέπει να συναντώνται τρία πλακίδια χωρίς
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γωνίες και ένα µε γωνίες. Από αυτό προκύπτει άµεσα ότι υπάρχουν τρεις δυνα-
τότητες για το πώς εµφανίζονται τα πλακίδια µε γωνίες σε µία πλακόστρωση: είτε
εµφανίζονται εναλλάξ ανά γραµµή, είτε εναλλάξ ανά στήλη, είτε και τα δύο ταυτόχρο-
να, δηλαδή εναλλάξ ανά γραµµή και ανά στήλη, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.19. Στην
πραγµατικότητα, ϑα δούµε σύντοµα ότι µόνο η τρίτη περίπτωση συµβαίνει.

Σχήµα 4.20: Αναπαράσταση των πλακιδίων µε ϐέλη και τεταρτοκύκλια.

Για λόγους ευκολίας, αναπαριστούµε κάθε πλακίδιο ως τετράγωνο και τις τροπο-
ποιήσεις τους µε σύµβολα πάνω στα πλακίδια, όπως στο Σχήµα 4.20. Οι γωνίες ενός
πλακιδίου µε γωνίες αναπαριστώνται µε τεταρτοκύκλια. ΄Ετσι, σε µια πλακόστρωση
µε αυτά τα πλακίδια, κάθε κορυφή πρέπει να έχει ακριβώς ένα τεταρτοκύκλιο.

Οι αιχµές των ϐελών αντιστοιχούν στις προεξοχές : µία αιχµή αντιστοιχεί σε συµ-
µετρική προεξοχή, ενώ ένα Ϲεύγος αιχµών αντιστοιχεί σε ασύµµετρη προεξοχή, µε τη
µία αιχµή στο κέντρο της πλευράς και τη δεύτερη στην µεριά που η προεξοχή έχει
την ορθή γωνία. Οµοίως, οι ουρές των ϐελών αντιστοιχούν στις αντίστοιχες εσοχές
των προεξοχών. Για να εφαρµόζονται τα πλακίδια µεταξύ τους, αυτό σηµαίνει ότι
κάθε αιχµή σε µία πλευρά ενός πλακιδίου πρέπει να αντιστοιχεί σε ουρά ϐέλους
στην αντίστοιχη πλευρά του γειτονικού πλακιδίου. Ονοµάζουµε τα πλακίδια τύπου
(a) ή (b) σταυρούς και τα πλακίδια τύπου (c), (d), (e) ή (f) ϐραχίονες.

΄Ενας σταυρός λέγεται ότι κοιτάζει Βορειοανατολικά (ΒΑ) αν τα διπλά ϐέλη του
δείχνουν πάνω δεξιά, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Εναλλακτικά, µπορούν να κοιτούν
προς τις κατευθύνσεις Β∆, ΝΑ ή Ν∆. Οι ϐραχίονες κοιτούν προς µία από τις Βόρεια,
Νότια, Ανατολικά ή ∆υτικά, και αυτό προσδιορίζεται από τα ϐέλη που δεν δείχνουν
προς την κεντρική γραµµή του πλακιδίου.

Λέµε ότι δύο σταυροί σε µία γραµµή ή στήλη είναι αντικριστοί αν διαχωρίζονται
από µία ακολουθία ϐραχιόνων και τα διπλά ϐέλη τους στην εν λόγω γραµµή ή
στήλη δείχνουν προς το άλλο πλακίδιο. Αντιθέτως, αν τα διπλά ϐέλη δείχνουν σε
αντίθετες κατευθύνσεις, λέµε ότι είναι πλάτη µε πλάτη. Σηµειώνουµε ότι δύο σταυροί
διαχωρισµένοι από ϐραχίονες σε γραµµή ή στήλη πρέπει είτε είναι αντικριστοί είτε να
είναι πλάτη µε πλάτη, καθώς ο αριθµός των ϐελών στη σειρά των µεσαίων πλακιδίων
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διατηρείται.

Σχήµα 4.21: ΄Ενα µπλοκ 3 × 3.

Σε κάθε µία από τις τρεις διατάξεις του Σχήµατος 4.19, υπάρχει µια γραµµή
ή στήλη µε εναλλάξ πλακίδια µε και χωρίς γωνίες. ΄Εστω λοιπόν ότι πρόκειται για
γραµµή και ότι ένα πλακίδιο µε γωνίες κοιτάζει ϐορειοανατολικά. Τότε, το ανατο-
λικό του πλακίδιο πρέπει να είναι ϐραχίονας τύπου (c), (d) ή (e). Αλλά το επόµενο
ανατολικό πλακίδιο πρέπει πάλι να έχει γωνίες, άρα είναι σταυρός που κοιτάζει ϐο-
ϱειοδυτικά. Το ενδιάµεσο πλακίδιο πρέπει να είναι τύπου (c) ή (e) και να κοιτάζει
νότια. ΄Ετσι, αυτό το σύνολο των τριών πλακιδίων µοιάζει µε την κατώτερη σειρά που
ϕέρει την ετικέτα ABC στο Σχήµα 4.21, µε την δυνατότητα το πλακίδιο τύπου (e) στο
σηµείο B να αντικατασταθεί από πλακίδιο τύπου (c) ή την ανάκλασή του.

Τα πλακίδια D ϐόρεια του A και F ϐόρεια του C πρέπει και τα δύο να είναι
ϐραχίονες, καθώς πρέπει να έχουν διπλές αιχµές στραµµένες προς τα µέσα, εκεί
όπου συγκολλούνται µε τα A και C. Επιπλέον, το D δείχνει προς τα δυτικά και το
F προς τα ανατολικά. Αυτό αναγκάζει το E να έχει αιχµές στραµµένες προς τα έξω
στις δυτικές και ανατολικές του πλευρές, πράγµα που σηµαίνει ότι είναι σταυρός,
και συγκεκριµένα σταυρός χωρίς γωνία, αφού οι δύο κάτω γωνίες του ϐρίσκονται σε
κορυφές που ήδη έχουν τεταρτοκύκλια. ΄Αρα πρέπει να είναι Τύπου (b). Αλλά τότε η
ϐόρεια πλευρά του E έχει µία ή δύο αιχµές στραµµένες προς ϐορρά, αναγκάζοντας
το πλακίδιο H στα ϐόρεια του να είναι ϐραχίονας.

Αφού οι ϐορειοδυτικές και ϐορειοανατολικές κορυφές του E συµπίπτουν τώρα
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µε τρία πλακίδια χωρίς γωνία, τα G και J πρέπει να είναι και τα δύο πλακίδια µε
γωνία. Συγκεκριµένα, αυτό συνεπάγεται ότι η µόνη πιθανή από τις τρεις διατάξεις
που παρουσιάσαµε στο Σχήµα 4.19 είναι αυτή που εµφανίζεται στο (c). Οι άλλες
δύο δεν µπορούν να συµβούν.

Επιπλέον, η µόνη δυνατή διάταξη για αυτό το µπάλωµα 3 × 3 είναι αυτή που
απεικονίζεται στο Σχήµα 4.21, εκτός από τον κεντρικό σταυρό E που µπορεί να δεί-
χνει προς οποιαδήποτε από τις τέσσερις κατευθύνσεις. Η επιλογή της κατεύθυνσης
καθορίζει τους τέσσερις γειτονικούς ϐραχίονες. ΄Αρα ένα τέτοιο µπλοκ 3×3 είναι είτε
αυτό του Σχήµατος 4.21 είτε µία από τις τρεις δυνατές στροφές του.

Σχήµα 4.22: Μια επέκταση ενός µπλοκ 3 × 3 οδηγεί σε µπλοκ 7 × 7.

Τώρα ϑέτουµε το ερώτηµα πώς µπορούµε να κατασκευάσουµε µπλοκ 7×7. ΄Εστω
ότι ξεκινάµε µε ένα µπλοκ 3×3 µε τον κεντρικό σταυρό να δείχνει ϐορειοανατολικά,
όπως στο κάτω αριστερό µέρος του Σχήµατος 4.22. Τότε τα τρία πλακίδια P, Q και R
πρέπει να είναι ϐραχίονες, αφού πρέπει να έχουν αιχµές στραµµένες προς τα µέσα,
και πρέπει όλες να έχουν είτε διπλές αιχµές προς τα δυτικά είτε µονές αιχµές προς
τα δυτικά (παρουσιάζουµε µονές αιχµές).
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Οµοίως, τα τρία πλακίδια S, T και U στα ανατολικά του 3 × 3 µπλοκ µας πρέπει
επίσης να είναι ϐραχίονες και να έχουν είτε διπλές είτε µονές αιχµές στραµµένες
προς νότο (παρουσιάζουµε διπλές αιχµές). ΄Οποια από αυτές τις περιπτώσεις κι αν
ισχύει, το πλακίδιο V πρέπει να είναι σταυρός, αφού τα R και S δείχνουν µακριά του.
Επιπλέον, πρέπει να είναι σταυρός χωρίς γωνία. Και η επιλογή του αν τα σύνολα
των τριών αυτών πλακιδίων έχουν διπλές ή µονές αιχµές καθορίζει την κατεύθυνση
του σταυρού.

Με ϐάση αυτές τις πληροφορίες, ο κεντρικός σταυρός καθορίζει τα σύνολα τριών
ϐραχιόνων που δείχνουν προς τις κατευθύνσεις Βορρά και Ανατολή. Αυτοί καθο-
ϱίζουν µε τη σειρά τους τα σύνολα 3 × 3 µπλοκ σε κάθε τεταρτηµόριο του µπλοκ
7 × 7.

Το τελικό αποτέλεσµα είναι ότι ολόκληρο το µπλοκ 7 × 7 καθορίζεται από τον
κεντρικό σταυρό και την κατεύθυνσή του: ΒΑ, Β∆, ΝΑ ή Ν∆. Οι κεντρικοί σταυροί
κάθε ενός από τα 3 × 3 µπλοκ που χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του 7 × 7
µπλοκ είναι αντικριστοί και δείχνουν προς την κατεύθυνση του κεντρικού σταυρός.
΄Αρα, και πάλι, οι επιλογές για αυτό το µπλοκ 7 × 7 είναι αυτό που ϕαίνεται στο
Σχήµα 4.22 ή µία από τις τρεις δυνατές στροφές του.

Μπορούµε κατόπιν να επεκτείνουµε το µπλοκ 7×7 σε µπλοκ 15×15, σηµειώνο-
ντας ότι η επέκταση γίνεται προς την κατεύθυνση που δείχνει ο κεντρικός σταυρός
του 7× 7 µπλοκ. ΄Αρα, αν το 7× 7 µπλοκ δείχνει προς ΝΑ, η επέκταση προς 15× 15
γίνεται προς αυτή την κατεύθυνση, και το αρχικό 7 × 7 µπλοκ εµφανίζεται στο Β∆
τεταρτηµόριο του 15 × 15 µπλοκ. Και πάλι, ϑα υπάρχουν τέσσερις επιλογές για την
κατεύθυνση του κεντρικού σταυρού στο 15 × 15 µπλοκ. Οι κεντρικοί σταυροί κάθε
ενός από τα 7× 7 µπλοκ που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή του 15× 15 µπλοκ
είναι αντικριστοί.

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, µπορούµε να κατασκευάσουµε όλο και µεγα-
λύτερα µπλοκ µεγέθους (2n − 1) × (2n − 1). Αν επιλέξουµε ο σταυρός του κέντρου
κάθε τέτοιου µπλοκ να δείχνει προς την ίδια κατεύθυνση, ΒΑ, Β∆, ΝΑ, Ν∆, τότε δη-
µιουργείται µια πλακόστρωση του ενός τετάρτου του επιπέδου, όπως στο Σχήµα 4.23
a. Αν εναλλάσσουµε µεταξύ ΒΑ και Β∆ (ή οποιουδήποτε Ϲεύγους µη αντιθέτων κα-
τευθύνσεων) άπειρες ϕορές, προκύπτει πλακόστρωση ενός ηµιεπιπέδου όπως στο
Σχήµα 4.23 b. Και αν εναλλάσσουµε άπειρες ϕορές µεταξύ όλων των κατευθύνσεων,
προκύπτει πλακόστρωση ολόκληρου του επιπέδου όπως στο Σχήµα 4.23 c.

΄Οταν δεν προκύπτει πλακόστρωση ολόκληρου του επιπέδου, µπορούµε παρ’ όλα
αυτά να συγκολλήσουµε πλακοστρώσεις τεταρτηµορίων ή ηµιεπιπέδων για να κατα-
σκευάσουµε µια πλακόστρωση ολόκληρου του επιπέδου. Ενσωµατώνουµε γραµµές
ασυνέχειας, όπως ϕαίνεται στα λευκά πλακίδια του Σχήµατος 4.24, τα οποία αποτε-
λούνται από πλακίδια τύπου (d) και (f).

Οι πλακοστρώσεις που περιγράψαµε είναι όλες οι δυνατές πλακοστρώσεις µε
τα πλακίδια του Robinson. Η ακολουθία κατευθύνσεων x1, x2, . . . για τα κεντρικά
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Σχήµα 4.23: Η επιλογή της ακολουθίας των κατευθύνσεων για τα κεντρικά πλακίδια
των µπλοκ (2n − 1)×(2n − 1) καθορίζει αν η τελική πλακόστρωση καλύπτει ένα τέταρτο
επιπέδου, ένα ηµιεπίπεδο ή ολόκληρο το επίπεδο.

Σχήµα 4.24: Συγκόλληση πλακοστρώσεων τεταρτηµορίων και ηµιεπιπέδων ώστε να
προκύψει πλακόστρωση ολόκληρου του επιπέδου.
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πλακίδια των ολοένα και µεγαλύτερων µπλοκ καθορίζει την πλακόστρωση, όπου
κάθε xi είναι µία εκ των ΒΑ, Β∆, ΝΑ και Ν∆.

Θεώρηµα 4.11. Το σύνολο των έξι πρωτοπλακιδίων του Robinson αποτελεί απεριο-

δικό πρωτοσύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω προς άτοπο ότι υπάρχει πλακόστρωση που δηµιουργείται από αυτά
τα πρωτοπλακίδια και παρουσιάζει µεταφορική συµµετρία.

Μπορούµε να σχεδιάσουµε µια εικόνα όπως στο Σχήµα 4.25, όπου κάθε τετράγω-
νο έχει σταυροειδές πλακίδιο στις τέσσερις γωνίες του και ϐραχίονες στις πλευρές.
Κάθε µικρότερο τετράγωνο αντιστοιχεί σε µπλοκ 7×7, µε κάθε γωνία να αποτελεί το
κέντρο ενός από τα 3 × 3 µπλοκ που συναποτελούν το 7 × 7 µπλοκ. Τα µεγαλύτερα
τετράγωνα αντιστοιχούν σε µεγαλύτερα µπλοκ. Εφόσον τα µπλοκ γίνονται αυθαίρετα
µεγάλα, τα τετράγωνα γίνονται επίσης αυθαίρετα µεγάλα. Και επειδή κάθε µεταφο-
ϱά πρέπει να µετακινεί κάθε τετράγωνο ενός δεδοµένου µεγέθους σε άλλο τετράγωνο
ίδιου µεγέθους, κάθε µεταφορά πρέπει να είναι αυθαίρετα µεγάλη, πράγµα που
έρχεται σε αντίφαση µε το γεγονός ότι µια µεταφορά µπορεί να µετακινήσει σηµεία
µόνο κατά πεπερασµένη απόσταση. �

Σχήµα 4.25: Τετράγωνα που δηµιουργούνται από πλακόστρωση µε αντικριστά σταυ-
ϱοειδή πλακίδια στις γωνίες και ϐραχίονες κατά µήκος των πλευρών.

4.4 Το Απεριοδικό Πρωτοσύνολο του Penrose

Το 1973 και 1974, ο Sir Roger Penrose από το Πανεπιστήµιο της Οξφόρδης
ανακάλυψε τρία διαφορετικά απεριοδικά πρωτοσύνολα, ανάµεσά τους δύο που πε-
ϱιέχουν µόνο δύο πρωτοπλακίδια. Σε αυτή την ενότητα εξετάζουµε αυτά τα δύο
πρωτοσύνολα. Το πρώτο ονοµάζεται «χαρταετός και ϐέλος» και ϕαίνεται στο Σχήµα
4.26. Κάθε πρωτοπλακίδιο έχει δύο πλευρές µήκους 1 και δύο πλευρές µήκους
τ = 1+

√
5

2 , που είναι η χρυσή τοµή. Η γωνία θ ισούται µε π/5.
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Σχήµα 4.26: Τα πρωτοπλακίδια «χαρταετός και ϐέλος».

Ο κανόνας µας για τη συγκόλληση των πλακιδίων κατά µήκος µιας πλευράς
είναι ότι τα µήκη των πλευρών πρέπει να συµπίπτουν και τα χρώµατα των γωνιών
που ταυτίζονται να ταιριάζουν. Αυτό ονοµάζεται συνθήκη ταύτισης.

Σχήµα 4.27: Μια πλακόστρωση µε χαρταετούς και ϐέλη.

Στο Σχήµα 4.27 ϐλέπουµε µια πλακόστρωση µε χαρταετούς και ϐέλη. Αν προ-
τιµούσαµε να µην χρησιµοποιούµε χρωµατιστές κορυφές, ϑα µπορούσαµε εύκολα
να επιβάλουµε αυτή τη συγκεκριµένη συνθήκη ταύτισης αντικαθιστώντας κάθε ευ-
ϑύγραµµη πλευρά στον χαρταετό και το ϐέλος µε κατάλληλη καµπύλη, όπως στο
Σχήµα 4.28, επιβάλλοντας έτσι τη συνθήκη ταύτισης απλώς µε ϐάση τα σχήµατα των
πλακιδίων.

Με τις τροποποιηµένες πλευρές έχουµε όµορφες πλακοστρώσεις από αµφίβια,
συγκεκριµένα ϐατράχια και ϕρύνους, όπως στο Σχήµα 4.29. Ωστόσο, η τροποπο-
ίηση των ευθειών πλευρών για να επιβληθούν συνθήκες ταύτισης καθιστά τις πλα-
κοστρώσεις σηµαντικά δυσκολότερες στο σχεδιασµό και την ανάλυση. Συνεπώς, ϑα
παραµείνουµε στις χρωµατιστές κορυφές.

Θα αναλύσουµε τις πλακοστρώσεις «χαρταετός και ϐέλος» χρησιµοποιώντας µια
µέθοδο του Robinson. Κόβουµε κάθε πρωτοπλακίδιο κατά µήκος της κεντρικής δια-
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Σχήµα 4.28: Αντικαθιστώντας τις πλευρές µε καµπύλες, επιβάλλονται οι συνθήκες
ταύτισης.

κεκοµµένης γραµµής ώστε να προκύψουν τρίγωνα όπως στο Σχήµα 4.30(α). Στην
περίπτωση του χαρταετού, και τα δύο τρίγωνα που προκύπτουν είναι ταυτόσηµα µε
το τρίγωνο LA, µε την ετικέτα όπως δίνεται και το ένα είναι ανάκλαση του άλλου.
Στην περίπτωση του ϐέλους, τα δύο τρίγωνα που προκύπτουν είναι ταυτόσηµα µε
το SA, ξανά µε το ένα να είναι ανάκλαση του άλλου. Επειδή ϑέλουµε κάθε ϕορά
τα τρίγωνα να επανασυντίθενται σε χαρταετούς και ϐέλη, ετικετοποιούµε την πλευρά
της τοµής µε ένα ϐέλος και Ϲητάµε µόνο δύο πλευρές ίσου µήκους µε άκρα ίδιου
χρώµατος και ταυτόσηµη κατεύθυνση ϐέλους να µπορούν να συγκολληθούν. Τότε
κάθε πλακόστρωση µε χαρταετούς και ϐέλη µπορεί να αποσυντεθεί κατά µήκος αυ-
τών των κεντρικών πλευρών ώστε να προκύψει πλακόστρωση µε τα δύο τρίγωνα, και
κάθε τέτοια πλακόστρωση µε την επιπλέον συνθήκη ταύτισης µπορεί να συγκολληθεί
εκ νέου σε πλακόστρωση µε χαρταετούς και ϐέλη. Σηµειώνουµε ότι αυτή η επιπλέον
συνθήκη δεν µπορεί να επιβληθεί µέσω τροποποίησης των πλευρών.

Το πλεονέκτηµα χρήσης των δύο τριγώνων ως πρωτοσύνολο είναι ότι από κοινού
σχηµατίζουν ένα πρωτοσύνολο αντικατάστασης ως εξής. Ξεκινώντας µε τα LA και SA,
δηµιουργούµε αντίγραφα ώστε να πάρουµε ένα νέο Ϲεύγος τριγώνων. Αν συγκολ-
λήσουµε το LA µε το SA κατά µήκος των πλευρών µήκους 1 που δεν έχουν ϐέλος,
παίρνουµε το LB, το οποίο είναι όµοιο µε το SA, αλλά µε λόγο οµοιότητας τ, όπως
στο Σχήµα 4.30(ϐ).

Εδώ χρησιµοποιούµε τις ιδιότητες της χρυσής τοµής. Εφόσον τ = 1+
√

5
2 , ικανο-

ποιεί την εξίσωση τ2 − τ − 1 = 0. ΄Αρα τ2 = τ + 1, πράγµα που µας επιτρέπει να
ετικετοποιήσουµε την κάτω πλευρά του LB µε µήκος τ + 1. Σηµειώνουµε επίσης
ότι τα χρώµατα των γωνιών του LB είναι αντίστροφα από αυτά του SA. Ως δεύτερο
τρίγωνο παίρνουµε το SB, το οποίο είναι στην πραγµατικότητα ταυτόσηµο µε το LA,
χωρίς να το συγκολλήσουµε µε άλλα αντίγραφα.

Τώρα επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία ώστε να σχηµατίσουµε δύο νέα τρίγωνα
από τα LB και SB. Το πρώτο, σηµειωµένο ως LτA′ στο Σχήµα 4.30(γ), προκύπτει
συγκολλώντας αντίγραφα των LB και SB κατά µήκος των πλευρών µε ϐέλη µήκους
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Σχήµα 4.29: Μια πλακόστρωση Penrose µε ϐατράχια και ϕρύνους.

τ. Το αποτέλεσµα είναι ένα τρίγωνο όµοιο µε το αρχικό τρίγωνο LA, αλλά µε λόγο
οµοιότητας τ. Το δεύτερο, σηµειωµένο ως SτA′, είναι ταυτόσηµο µε το LB, δηλαδή
όµοιο µε το SA και επίσης µε λόγο οµοιότητας τ. Και τα δύο αυτά τρίγωνα έχουν τις
γωνίες τους χρωµατισµένες αντίστροφα από τα αντίστοιχα αρχικά τρίγωνα, κάτι που
δηλώνεται µε την τονούµενη σηµειογραφία.

Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία άλλη µία ϕορά ώστε να προκύψει ένα
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Σχήµα 4.30: Κόβοντας τους χαρταετούς και τα ϐέλη σε τρίγωνα.

Σχήµα 4.31: Σύνθεση τριγώνων για την παραγωγή πλακόστρωσης µε αντικατάσταση.

Ϲεύγος τριγώνων, σηµειωµένα ως LτB′ και SτB′, τα οποία έχουν αντίστροφα χρωµατι-
σµένες γωνίες σε σχέση µε τα LB και SB. Τέλος, επαναλαµβάνουµε άλλη µία ϕορά
ώστε να προκύψει το Ϲεύγος Lτ2A και Sτ2A, τα οποία έχουν τις ίδιες χρωµατισµένες
γωνίες µε τα LA και SA, αλλά έχουν µεγεθυνθεί κατά τ2 = τ+1. Εάν συµπεριλάβουµε
όλες τις αποσυνθέσεις σε µία εικόνα, ϐλέπουµε ότι τα αρχικά πλακίδια, µετά από
αποσύνθεση και διόγκωση, εµφανίζονται όπως στο Σχήµα 4.31.

΄Οπως ακριβώς αναπτύξαµε τον συλλογισµό για τις πλακοστρώσεις µε αντικα-
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τάσταση στην Ενότητα 4.2, µπορούµε να επαναλαµβάνουµε αποσυνθέσεις και διο-
γκώσεις ώστε να παράγουµε αυθαίρετα µεγάλα µπαλώµατα. ΄Οπως είδαµε και προη-
γουµένως, ισχύει ότι τα διαδοχικά µπαλώµατα, µετά από στροφή και µεταφορά, πε-
ϱικλείουν το ένα το άλλο. Εποµένως, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.13, γνωρίζουµε ότι
µπορούµε να δηµιουργήσουµε πλακοστρώσεις, οι οποίες περιέχουν καθένα από τα
µπαλώµατα που έχουµε κατασκευάσει.

Θεώρηµα 4.12. Κάθε ένα από τα πρωτοσύνολα που αποτελούνται από τα LA και

SA µε συνθήκες αντιστοίχισης, ή από τα LB και SB µε συνθήκες αντιστοίχισης, είναι

απεριοδικό.

Απόδειξη. Η ύπαρξη πλακοστρώσεων από το πρωτοσύνολο που αποτελείται από τα
LA και SA αποδεικνύεται µέσω της αντικατάστασης που ϕαίνεται στο Σχήµα 4.31.
Παρόµοια αντικατάσταση υπάρχει και για τα LB και SB.

Για οποιαδήποτε πλακόστρωση µε τα Ϲεύγη των τριγώνων τύπου A ή τύπου B,
µπορούµε να εξαλείψουµε ακµές, όπως οι εσωτερικές ακµές στο Σχήµα 4.31, ώστε
τελικά να προκύψει πλακόστρωση µε το ίδιο πρωτοσύνολο, αλλά µεγεθυµένο κατά τ2.
Εποµένως, κάθε τέτοια πλακόστρωση είναι πλακόστρωση οµοιότητας. Η διαδικασία
σύνθεσης που περιγράφηκε είναι µοναδική, και εποµένως κάθε τέτοια πλακόστρωση
δεν διαθέτει µεταφορές, άρα και τα δύο πρωτοσύνολα είναι απεριοδικά. �

Πόρισµα 4.6. Το πρωτοσύνολο των χαρταετών και των ϐελών είναι απεριοδικό.

Απόδειξη. Αυτό προκύπτει άµεσα διότι κάθε πλακόστρωση από το πρωτοσύνολο των
LA και SA µπορεί να µετατραπεί σε πλακόστρωση από χαρταετούς και ϐέλη, α-
παλείφοντας τις κατάλληλες ακµές µεταξύ Ϲευγών τριγώνων. Συνεπώς, υπάρχουν
πλακοστρώσεις από χαρταετούς και ϐέλη. Αντίστροφα, οποιαδήποτε πλακόστρωση
µε χαρταετούς και ϐέλη µπορεί να µετατραπεί σε πλακόστρωση µε τα δύο τρίγωνα,
διαιρώντας κάθε χαρταετό και κάθε ϐέλος σε δύο τρίγωνα. Αν η πλακόστρωση µε
χαρταετούς και ϐέλη είχε µεταφορική συµµετρία, τότε και η πλακόστρωση µε τρίγω-
να ϑα είχε, πράγµα που αντιφάσκει µε το γεγονός ότι το Ϲεύγος των τριγώνων είναι
απεριοδικό πρωτοσύνολο. �

Τώρα εξετάζουµε ένα άλλο σύνολο πρωτοπλακιδίων που προκύπτει από τα LB και
SB. Σε οποιαδήποτε πλακόστρωση από αυτά τα δύο τρίγωνα, κάθε αντίτυπο του LB
που εµφανίζεται πρέπει να είναι συγκολληµένο µε ένα δεύτερο ανεστραµµένο αντίτυ-
πο κατά µήκος µιας ακµής µήκους τ + 1, αφού αυτό το µήκος εµφανίζεται µόνο µία
ϕορά στα δύο πρωτοπλακίδια. Εξαλείφοντας αυτή τη µεγάλη ακµή, τα δύο αντίτυπα
σχηµατίζουν έναν ϱόµβο. Παροµοίως, κάθε αντίτυπο του SB πρέπει να είναι συγκολ-
ληµένο µε ένα δεύτερο ανεστραµµένο αντίτυπο κατά µήκος της ακµής µήκους 1,
αφού αυτό το µήκος εµφανίζεται µόνο µία ϕορά στα δύο πρωτοπλακίδια. Εξαλείφο-
ντας αυτή την ακµή, προκύπτει ένας δεύτερος ϱόµβος, όπως στο Σχήµα 4.32.
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Σχήµα 4.32: Το Ϲεύγος ϱόµβων του Penrose που δηµιουργεί ένα απεριοδικό πρωτο-
σύνολο.

(
θ = π

5

)

Σχήµα 4.33: Μια πλακόστρωση από το πρωτοσύνολο ϱόµβων.

Συνεπώς, µπορούµε να δηµιουργήσουµε ολόκληρη την πλακόστρωση από αυτο-
ύς τους ϱόµβους, ένα παράδειγµα της οποίας ϕαίνεται στο Σχήµα 4.33. Και κάθε
πλακόστρωση µε τα τρίγωνα LB και SB αντιστοιχεί σε µια πλακόστρωση µε τους
δύο αυτούς ϱόµβους και αντιστρόφως. Εποµένως, αυτοί οι ϱόµβοι δηµιουργούν ένα
ακόµη απεριοδικό πρωτοσύνολο δύο πλακιδίων.

Σηµείωση. Το 1981, ο Ολλανδός µαθηµατικός Nicolaas Govert de Bruĳn έδειξε ότι

µπορούµε να πάρουµε τις ϱοµβικές πλακοστρώσεις του Penrose ως προβολές µιας το-

µής του πενταδιάστατου κυβικού πλέγµατος πάνω σε ένα δισδιάστατο επίπεδο. ∆εν ϑα

ασχοληθούµε σε αυτή την εργασία µε τις πλακοστρώσεις από απεριοδικά πρωτοσύνολα

ως προβολές, αν και έχουν πολύ ενδιαφέρον.

Αναφέρουµε επίσης ένα άλλο απεριοδικό σύνολο δύο πρωτοπλακιδίων του Robert
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Σχήµα 4.34: Το απεριοδικό σύνολο δύο πλακιδίων του Ammann.

Ammann από το 1977, που αποτελείται από δύο L-σχήµατος πλακίδια όπως στο
Σχήµα 4.34. Η συνθήκη ταύτισης είναι ότι κάθε πλευρά πρέπει να ενώνεται µε
πλευρά του ίδιου χρώµατος, έτσι ώστε οι κατευθύνσεις των αιχµών να συµφωνούν.

Αν και το πρωτοσύνολο είναι απεριοδικό για οποιαδήποτε ϑετική επιλογή των
p, q, r και s, αποδεικνύεται ότι όταν p/q = r/s = τ = 1+

√
5

2 , µπορούµε να συνθέσουµε
αντίγραφα των πλακιδίων του πρωτοσυνόλου ώστε να προκύψουν όµοια αντίγραφα,
τα οποία έχουν διογκωθεί κατά παράγοντα τ.

Ο Robert Ammann συνέβαλε σηµαντικά στη ϑεωρία των απεριοδικών πλακο-
στρώσεων. Αν και δεν αποφοίτησε ποτέ από το πανεπιστήµιο, διάβασε για τα α-
περιοδικά πρωτοσύνολα του Penrose στη στήλη µαθηµατικών του Martin Gardner
στο Scientific American και άρχισε να εργάζεται πάνω σε αυτά. ΄Εστειλε επιστολή
στον Gardner, η οποία οδήγησε σε αλληλογραφία µε κορυφαίους ερευνητές της ε-
ποχής. Αν και συνήθως δεν παρουσίαζε επίσηµες αποδείξεις, οι ιδέες του υπήρξαν
ϑεµελιώδεις.

Εικόνα 4.1: Ο Roger Penrose µε τον Robert Ammann, 21Μαρτίου 1991 , ϕωτογραφία :
Ludwig Danzer[127]

Το µεγαλύτερο µέρος της καριέρας του εργάστηκε ως διαχωριστής αλληλογρα-
ϕίας στο ταχυδροµείο. ΄Ηταν µοναχικός και, παρά τις πολλές προσκλήσεις, έδωσε
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µόνο δύο επιστηµονικές οµιλίες. Μόνο αρκετά χρόνια µετά τον ϑάνατό του από καρ-
διακή προσβολή σε ηλικία 46 ετών έµαθαν οι ερευνητές ότι είχε ϕύγει από τη Ϲωή.
(Βλ. το άρθρο της Marjorie Senechal[127] για την ενδιαφέρουσα ιστορία του.)

Σηµείωση. Για µια πιο εκλαϊκευµένη παρουσίαση των πλακοστρώσεων Penrose κα-

ϑώς και άλλων µαθηµατικών που µπορούν να παρουσιαστούν εις τύπον «παιχνιδιού»

παραπέµπουµε στη σειρά άρθρων του Martin Gardner στο Scientific American [48].

4.5 Το Απεριοδικό Πρωτοπλακίδιο Taylor-Socolar

Σχήµα 4.35: Το εξαγωνικό πλακίδιο των Taylor-Socolar, η ανάκλασή του και ένας
κανόνας αντιστοίχισης.

Το 1990, η Joan Taylor, µια ερασιτέχνις µαθηµατικός από την Tasmania, είδε
για πρώτη ϕορά µια ϱοµβική πλακόστρωση του Penrose και αµέσως γοητεύτηκε.
Το 2009, µετά από µεγάλη προσπάθεια, κατάφερε να ϐρει ένα και µόνο εξαγωνικό
πλακίδιο, το οποίο µαζί µε κατάλληλες συνθήκες αντιστοίχισης είναι απεριοδικό.
Επεξεργάστηκε τις λεπτοµέρειες µε τον Joshua Socolar από το Πανεπιστήµιο Duke
και µαζί δηµοσίευσαν τα αποτελέσµατά τους στο [134] (ϐλ. επίσης [135]). Στο
Σχήµα 4.35 (α) ϐλέπουµε το πλακίδιο µε πορτοκαλί χρώµα και την ανάκλασή του
µε κίτρινο, και τα δύο επιτρέπονται στην πλακόστρωση.

Οι κανόνες αντιστοίχισης για µια πλακόστρωση που δηµιουργείται από αυτό το
πρωτοσύνολο και την ανάκλασή του έχουν ως εξής :

1. Τα άκρα των µαύρων τόξων πρέπει να ταυτίζονται σε γειτονικά πλακίδια.

2. ΄Οπως στο Σχήµα 4.35 (ϐ), αν επεκτείνουµε µια ακµή στα δύο πλακίδια που
ενώνει, τότε οι σηµαίες που συναντάµε αµέσως µόλις εισέλθουµε σε αυτά τα
δύο πλακίδια πρέπει να δείχνουν προς την ίδια κατεύθυνση, είτε και οι δύο
προς τη µία µεριά της ακµής είτε και οι δύο προς την άλλη.
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Με αυτές τις συνθήκες, η πλακόστρωση που προκύπτει έχει τη µορφή που ϕαί-
νεται στο Σχήµα 4.36. Παρατηρεί κανείς αµέσως τα µαύρα τρίγωνα διαφόρων µεγε-
ϑών, τα οποία ϑυµίζουν τα τετράγωνα διαφορετικών µεγεθών που εµφανίστηκαν στο
Σχήµα 4.25 και τα οποία µας επέτρεψαν να αποδείξουµε ότι το πρωτοσύνολο του
Robinson µε έξι πλακίδια είναι πράγµατι απεριοδικό.

Σχήµα 4.36: Μια πλακόστρωση Taylor-Socolar.

Μια δεύτερη εκδοχή των διακοσµηµένων πλακιδίων ϑα µας ϐοηθήσει να παρα-
κολουθούµε ευκολότερα τις σηµαίες και να ελέγξουµε ότι ικανοποιείται ο δεύτερος
κανόνας αντιστοίχισης. Αντικαθιστούµε κάθε σηµαία που δείχνει δεξιόστροφα µε
µια κόκκινη ϱάβδο και κάθε σηµαία που δείχνει αριστερόστροφα µε µια µπλε ϱάβδο,
όπως στο Σχήµα 4.37 (α). Παρατηρούµε ότι αν σκεφτούµε αυτά απλώς ως πλακίδια
µε έγχρωµες ϱίγες, δεν είναι ανακλάσεις το ένα του άλλου. Γι΄ αυτό χρειάζεται να
χρησιµοποιήσουµε τις σηµαίες για να προσδιορίσουµε τα χρώµατα. Ο δεύτερος κα-
νόνας αντιστοίχισης δηλώνει τότε ότι οι ϱάβδοι στα πλακίδια που ϐρίσκονται στις δύο
άκρες µιας πλευράς πρέπει να έχουν αντίθετα χρώµατα, όπως στο Σχήµα 4.37 (ϐ).

Θεώρηµα 4.13. Το πρωτοσύνολο Taylor-Socolar µε τις συνθήκες ταύτισης δηµιουργεί

πλακοστρώσεις, αλλά όλες είναι µη µεταφορικές.

Απόδειξη. Πρώτα αποδεικνύουµε ότι όλες οι δηµιουργούµενες πλακοστρώσεις είναι
µη µεταφορικές. Αυτό το κάνουµε µέσω µιας σειράς ισχυρισµών, των οποίων οι α-
ποδείξεις δεν δίνονται εδώ µε κάθε λεπτοµέρεια γιατί δεν είναι διαφωτιστικές αλλά
υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία. Γνωρίζουµε ότι ένα κανονικό εξάγωνο πλακοστρώνει
το επίπεδο, οπότε χρειάζεται να δούµε πώς οι κανόνες ταύτισης καθορίζουν τις δια-
κοσµήσεις στις πλακοστρώσεις.

Ορίζουµε δύο τύπους µαύρων τόξων που εµφανίζονται σε ένα πλακίδιο : είτε ως
ευθύγραµµο είτε ως γάντζο. ΄Εστω T µια πλακόστρωση που δηµιουργείται από αυτό
το πλακίδιο και τους κανόνες ταύτισης του.
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Σχήµα 4.37: Εναλλακτικές διακοσµήσεις της πλακόστρωσης Taylor-Socolar.

Ισχυρισµός (1). Αν δύο γειτονικά πλακίδια µοιράζονται έναν γάντζο σε µία κορυφή,

τότε και το τρίτο πλακίδιο στη συγκεκριµένη κορυφή πρέπει επίσης να έχει γάντζο.

Σχήµα 4.38: Μια πλακόστρωση που δηµιουργείται από τα εναλλακτικά διακοσµηµένα
πλακίδια Taylor-Socolar.

΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.38, αυτό είναι προφανές, αλλιώς τα άκρα των µαύρων
τόξων δεν ϑα ταυτίζονται. ΄Οταν υπάρχουν τρεις γάντζοι που συναντώνται σε µία
κορυφή, τότε σχηµατίζουν ένα µικρό δακτύλιο, γνωστό και ως τρίγωνο επιπέδου
µηδέν.

Ισχυρισµός (2). Πρέπει να υπάρχει µικρός δακτύλιος στην πλακόστρωση.

Αν έχουµε µια κορυφή που δεν αντιστοιχεί σε µικρό δακτύλιο, αλλά έχει γάντζο,
όπως στο κάτω µέρος του πλακιδίου A στο Σχήµα 4.39(ϐ), τότε πρέπει τα B και C
να έχουν ευθύγραµµα τόξα στα άκρα αυτού του γάντζου. Αυτό συνεπάγεται ότι δύο
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γάντζοι συναντώνται στην επισηµασµένη κορυφή. Εποµένως πρέπει να υπάρχει και
τρίτος στο πλακίδιο D, άρα υπάρχει µικρός δακτύλιος.

Σχήµα 4.39: Πρέπει να υπάρχουν µικροί δακτύλιοι.

Ισχυρισµός (3). Αν υπάρχει µικρός δακτύλιος σε µια κορυφή, τότε υπάρχει και στις

απέναντι γωνίες καθενός από τα τρία πλακίδια που συναντώνται στην κορυφή.

Η απόδειξη χρησιµοποιεί και τον δεύτερο κανόνα ταύτισης, δεν την δίνουµε.
Παρατηρούµε τώρα ότι µεγάλο µέρος της δοµής της πλακόστρωσης καθορίζεται :
έχουµε ένα πλέγµα από πλακίδια που περιέχουν τους γάντζους που σχηµατίζουν
τους µικρούς δακτυλίους, µε κενά για µονά πλακίδια, όπως στο Σχήµα 4.40.

Σχήµα 4.40: Τα πλακίδια που συµµετέχουν σε µικρούς δακτυλίους αφήνουν χώρο
µόνο για µονά πλακίδια.

Ονοµάζουµε τρίγωνο επιπέδου ένα ένα τρίγωνο από µαύρα τόξα που αποτελε-
ίται από τρία ευθύγραµµα τόξα συνδεδεµένα στα άκρα τους µε τρεις γάντζους.
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Ισχυρισµός (4). Υπάρχουν τρίγωνα επιπέδου ένα.

Για κάθε δοσµένο κενό, υπάρχουν τρεις δυνατές ϑέσεις για τα αντίθετα Ϲεύγη
γαντζωτών τόξων στο πλακίδιο που το καλύπτει. Ονοµάζουµε V το πλακίδιο που
καλύπτει το κενό και εξετάζουµε ένα γάντζο στο κάτω µέρος του V . Τα γειτονικά
πλακίδια A και B πρέπει να έχουν ευθύγραµµα τόξα που συνεχίζουν το γάντζο στο
κάτω µέρος του V για να αποφευχθεί µικρός δακτύλιος κάτω από το V , όπως στο
Σχήµα 4.41. Για το πλακίδιο C, υπάρχουν δύο επιλογές : στο (α), έχει γάντζο στη
συνέχεια, οπότε το D πρέπει να συνεχίσει µε ευθύγραµµο και το E µε γάντζο. Αυτό
σχηµατίζει τρίγωνο επιπέδου ένα. Αντίθετα, στο (ϐ), το C έχει ευθύγραµµο τόξο που
συνεχίζει το ανωτέρω ευθύγραµµο τόξο. Τότε το C έχει γάντζο στην κοινή γωνία µε
τα D και F . Ο µικρός δακτύλιος που σχηµατίζεται από D, F και G αναγκάζει τα F
και D να έχουν ευθύγραµµα τόξα, και στη συνέχεια τα E,G και H εµφανίζονται όπως
ϕαίνεται. Εποµένως, υπάρχει επίσης τρίγωνο επιπέδου ένα.

Σχήµα 4.41: ∆ύο περιπτώσεις που οδηγούν σε τρίγωνο επιπέδου ένα.

Ισχυρισµός (5). Αν ένα πλακίδιο έχει γάντζο σε τρίγωνο επιπέδου ένα, τότε και ο

αντίθετός του γάντζος πρέπει επίσης να ανήκει σε τρίγωνο επιπέδου ένα.

∆εν δίνουµε ούτε αυτή την απόδειξη.
Μόλις γνωρίζουµε και αυτό, ϐλέπουµε ότι όταν γεµίζουµε µια οπή µε ένα πλα-

κίδιο που έχει γάντζο πάνω σε ένα τρίγωνο επιπέδου 1, αυτό εξαναγκάζει ένα πλέγµα
από πλακίδια, καθένα από τα οποία εµφανίζεται ως πράσινο πλακίδιο για να γεµίσει
τις οπές που αντιστοιχούν στα γάντζα των τριγώνων πρώτου επιπέδου. Αυτά τα νέα
πράσινα πλακίδια ϑα καλύψουν τα 3/4 των οπών, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.42.

Μόλις τοποθετήσουµε ένα πράσινο πλακίδιο σε µια οπή, τότε τα γύρω πλακίδια
εµφανίζονται όπως στο Σχήµα 4.43. Μπορούµε να σκεφτούµε ότι αντικαθιστούµε
το πράσινο πλακίδιο και το µισό από κάθε γειτονικό του µε ένα µεγαλύτερο εξα-
γωνικό πλακίδιο. Αυτά τα µεγαλύτερα πλακίδια αποδεικνύεται ότι ικανοποιούν το
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Σχήµα 4.42: Γέµισµα οπών µε πλακίδια που αντιστοιχούν στα άγκιστρα των τριγώνων
πρώτου επιπέδου.

ίδιο Ϲεύγος συνθηκών ταύτισης που ικανοποιούσαν τα αρχικά πλακίδια. ΄Ετσι, στην
πλακόστρωση µε αυτά τα νέα µεγαλύτερα εξάγωνα, τα τρίγωνα πρώτου επιπέδου από
την προηγούµενη πλακόστρωση γίνονται τρίγωνα επιπέδου µηδέν, και µπορούµε να
δείξουµε ότι ϑα υπάρξει ένα ακόµη επίπεδο τριγώνων.

Συνεπώς, το αρχικό πλέγµα τριγώνων πρώτου επιπέδου µε γάντζα πάνω στα
πράσινα πλακίδια, όπως στο Σχήµα 4.44, εξαναγκάζει ένα πλέγµα τριγώνων δεύτε-
ϱου επιπέδου µε γάντζα πάνω στα µωβ πλακίδια. Αυτό στη συνέχεια δηµιουργεί ένα
πλέγµα τριγώνων τρίτου επιπέδου µε γάντζα πάνω στα µπορντό πλακίδια. Και µόλις
έχουµε ένα πλέγµα τριγώνων επιπέδου n − 1, πρέπει να υπάρχει πλέγµα τριγώνων
επιπέδου n.

Συγκεκριµένα, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν πλέγµατα από ξένα τρίγωνα µε αυ-
ϑαίρετα µεγάλο µήκος πλευράς. ΄Οπως συνέβη και στην περίπτωση του απεριοδικού
πρωτοσυνόλου του Robinson, αυτό είναι αρκετό για να δείξει ότι οποιαδήποτε τέτοια
πλακόστρωση είναι µη µεταφορική. ∆εν µπορεί να υπάρχει µεταφορά πεπερασµένου
µήκους που να µεταφέρει αυθαίρετα µεγάλα τρίγωνα πάνω στον εαυτό τους, όπως ϑα
απαιτούσε µια συµµετρία. Αυτό δείχνει ότι όλες οι πλακοστρώσεις που δηµιουργο-
ύνται από το πλακίδιο των Taylor-Socolar µε κανόνες ταύτισης είναι µη µεταφορικές.

∆εν ϑα αναλωθούµε στο να αποδείξουµε ότι υπάρχουν πλακοστρώσεις που δη-
µιουργούνται από αυτό το πρωτοπλακίδιο µε τους κανόνες ταύτισής του, αλλά το
επιχείρηµα χρησιµοποιεί µεγάλο µέρος της δοµής που µόλις περιγράψαµε. Βλ.
[134].

�

Αν και δεν µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε τους κανόνες αντιστοίχισης τροπο-
ποιώντας τις πλευρές του πρωτοσυνόλου µας, µπορούµε να τους πραγµατοποιήσου-
µε αν είµαστε διατεθειµένοι να γενικεύσουµε την έννοια της έγκυρης πλακόστρωσης,
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Σχήµα 4.43: Γέµισµα οπών µε πλακίδια που αντιστοιχούν στα άγκιστρα των τριγώνων
πρώτου επιπέδου.

Σχήµα 4.44: Γέµισµα οπών µε πλακίδια που αντιστοιχούν στα άγκιστρα των τριγώνων
επιπέδου n.

ώστε να επιτρέψουµε µη συνεκτικά πλακίδια, που δεν είναι απαραίτητα τοπολογικός
δίσκος (έτσι δύο από τις αρχικές προϋποθέσεις για τα πλακίδια αποτυγχάνουν εδώ).
Βλ. Σχήµα 4.45. Αν και έχουµε συµπεριλάβει τα µαύρα τόξα, αυτά υπάρχουν µόνο
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για να µας ϐοηθήσουν να δούµε πώς αυτό το πλακίδιο σχετίζεται µε το αρχικό. ∆εν
είναι απαραίτητα για την επίτευξη του αντίστοιχου κανόνα αντιστοίχισης.

Είναι συναρπαστικό να ϐλέπει κανείς πώς αυτά τα πλακίδια συνενώνονται για να
δηµιουργήσουν πλακοστρώσεις, όπως στο Σχήµα 4.46. Αν επιτρέψουµε στα πλακίδι-
ά µας να έχουν κάποιο πάχος κατά τη διεύθυνση z, µπορούµε να επιδιορθώσουµε
το γεγονός ότι το πλακίδιο είναι µη συνεκτκό, όπως στο Σχήµα 4.47. Πλέον, οι µη
συνεκτικές έδρες του πλακιδίου µπορούν να συνδεθούν µεταξύ τους «κάτω» από το
επίπεδο.

Σχήµα 4.45: ΄Ενα µοναδικό πλακίδιο Taylor-Socolar που είναι µη συνεκτικό, αλλά
δεν χρειάζεται κανόνες αντιστοίχισης για να παράγει µόνο µη µεταφορικές πλακο-
στρώσεις.

Αυτό το τρισδιάστατο πλακίδιο είναι ενδιαφέρον µε διάφορους τρόπους. Πρώτα,
σηµειώστε ότι για να δηµιουργηθεί πλακόστρωση µε το µη συνεκτικό πλακίδιο
Taylor-Socolar, χρειάστηκε τόσο το πλακίδιο όσο και η ανάκλασή του. ΄Οµως, µία
ανάκλαση ενός πλακιδίου στο επίπεδο µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω στροφής
180◦ γύρω από ευθεία εντός του επιπέδου. Εποµένως, για αυτό το πλακίδιο, δεν
χρειάζεται και το πλακίδιο και η ανάκλασή του. Απλώς στρέφουµε το πλακίδιο όταν
ϑέλουµε την αντεστραµµένη έκδοση.

Αν και αυτό το πλακίδιο είναι απεριοδικό υπό την έννοια ότι δεν υπάρχουν µετα-
ϕορές στην οριζόντια διεύθυνση, δεν είναι απεριοδικό στον Ευκλείδειο τρισδιάστατο
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χώρο, αφού δηµιουργεί πλακοστρώσεις στον τρισδιάστατο χώρο που έχουν µεταφο-
ϱική συµµετρία στην κάθετη διεύθυνση.

Σχήµα 4.46: Μια πλακόστϱωση από το µη συνεκτικό πλακίδιο.

Σχήµα 4.47: ΄Ενα συνεκτικό πλακίδιο που προέρχεται από το πρωτοσύνολο Taylor-
Socolar και πλακοστρώνει τον τρισδιάστατο χώρο.

Ανοικτά Ερωτήµατα. Παραµένουν τα παρακάτω:

1. Υπάρχει κάποιο µοναδικό πλακίδιο στον E3 που να πλακοστρώνει την περιοχή

µεταξύ δύο παραλλήλων επιπέδων εντός του E3, αλλά µόνο κατά µη-µεταφορικό

τρόπο ; Αυτό είναι ευκολότερο πρόβληµα από το να ϐρεθεί einstein στο επίπεδο.
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2. Η πλακόστρωση Taylor-Socolar ϐασίζεται στην κανονική εξαγωνική πλακόστρω-

ση. Να ϐρεθεί µια εκδοχή ϐασισµένη είτε στην τετραγωνική είτε στην ισόπλευρη

τριγωνική πλακόστρωση.
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Κεφάλαιο 5

Απεριοδικό Μονοπλακίδιο:

το Καπέλο Πολυχαρταετός

΄Οπως ήδη αναφέραµε ένα µέχρι πρότεινος ανοιχτό πρόβληµα αφορά την ύπαρξη
ενός απεριοδικού µονοπλακιδίου, γνωστού και ως “einstein”: ενός σχήµατος που
δηµιουργεί πλακοστρώσεις του επιπέδου, αλλά ποτέ περιοδικές πλακοστρώσεις. Στο
[132] δίνεται απάντηση σε αυτό το πρόβληµα για πλακίδια που είναι τοπολογικοί
δίσκοι, παρουσιάζοντας ένα συνεχές από συνδυαστικώς ισοδύναµα απεριοδικά πο-
λύγωνα. Αρχικά αποδεικνύεται ότι ένα αντιπροσωπευτικό παράδειγµα, το καπέλο
πολυχαρταετός, µπορεί να σχηµατίσει συµπλέγµατα που ονοµάζονται µεταπλακίδια,
για τα οποία µπορούν να οριστούν κανόνες αντικατάστασης. Εφόσον τα µεταπλα-
κίδια δηµιουργούν πλακοστρώσεις του επιπέδου, το ίδιο ισχύει και για το καπέλο.
Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι γενικότερα τα µέλη του συνεχούς είναι απεριοδικά,
µέσω ενός νέου τύπου γεωµετρικού επιχειρήµατος ασυµµετρίας. Ξεχωριστά, δίνεται
µια συνδυαστική, υποβοηθούµενη από υπολογιστή απόδειξη ότι το καπέλο δηµιουρ-
γεί ιεραρχικές, και συνεπώς απεριοδικές πλακοστρώσεις, αλλά δεν ϑα ασχοληθούµε
µε την δεύτερη απόδειξη.

5.1 Εισαγωγικά

Η µελέτη πλακοστρώσεων µέσω συνόλων δισδιάστατων πλακιδίων ϕανερώνει µια
περίπλοκη αλληλεξάρτηση µεταξύ τοπικών κανόνων και καθολικών δοµών. Οι πε-
ϱιορισµοί που διέπουν τη συνένωση δύο γειτονικών πλακιδίων µπορεί να έχουν ση-
µαντικές συνέπειες για την καθολική µορφή της πλακόστρωσης, επηρεάζοντας τη
συµπεριφορά της σε πολλαπλές κλίµακες. Αυτοί οι τοπικοί περιορισµοί, ενσωµα-
τωµένοι στην κατασκευή του εκάστοτε συνόλου πλακιδίων, καθορίζουν µε λεπτούς
τρόπους το σύνολο των επιτρεπτών πλακοστρώσεων.

Ανάµεσα στα πιο εντυπωσιακά ϕαινόµενα της ϑεωρίας ϐρίσκονται τα απεριοδικά
σύνολα πλακιδίων : σύνολα που επιτρέπουν την πλήρη κάλυψη του επιπέδου, αλλά
µόνο κατά µη περιοδικό τρόπο. Η πρώτη σηµαντική σύνδεση µεταξύ της ϑεωρίας
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Σχήµα 5.1: Το Καπέλο Πολυχαρταετός

πλακοστρώσεων και της λογικής προέκυψε από τη δουλειά του Wang, στο πλαίσιο
της έρευνάς του για ανοιχτά προβλήµατα του Entscheidungsproblem του Hilbert
όπως ήδη αναφέραµε.

Παρότι δεν ϑα παρουσιάσουµε πλήρη επισκόπηση, αξίζει να σηµειωθεί ότι, παρά
την έντονη ερευνητική δραστηριότητα, οι γνωστές µέθοδοι απόδειξης απεριοδικότη-
τας παραµένουν λίγες και εν µέρει ανεξάρτητες µεταξύ τους.

Η σταδιακή µείωση του πλήθους πλακιδίων, όπως το πρωτοσύνολο του Robinson,
οδήγησε σε πρωτοσύνολα µε µόλις δύο πρωτοπλακίδια, όπως εκείνα του Penrose. Η
έσχατη µορφή αυτής της πορείας είναι το απεριοδικό µονοπλακίδιο : ένα µεµονω-
µένο πλακίδιο ικανό να καλύψει το επίπεδο αποκλειστικά µε µη περιοδικό τρόπο.
Εδώ χρησιµοποιούµε τον όρο αυτόν για να περιγράψουµε δισδιάστατα σχήµατα που
καλύπτουν το επίπεδο χωρίς περιοδικότητα, ϐασιζόµενα αποκλειστικά στη γεωµε-
τρία τους, χωρίς πρόσθετους περιορισµούς γειτνίασης ή χρωµατικές συνθήκες. Για
πολλά χρόνια, η ύπαρξη ενός τέτοιου σχήµατος παρέµενε ανοιχτό πρόβληµα. Εί-
ναι δυνατόν ένα και µόνο γεωµετρικό σχήµα να επιβάλει τόσο πολύπλοια καθολική
συµπεριφορά ώστε να αποκλείει κάθε µορφή περιοδικότητας ;

5.1.1 Προσπάθειες επίλυσης του einstein

Μια ποικιλία υποψηφίων έχει προταθεί ως λύσεις στο λεγόµενο πρόβληµα ein-
stein, ωστόσο πολλοί από αυτούς περιλαµβάνουν επανερµηνείες ή επεκτάσεις του
παραδοσιακού νοήµατος των όρων «πλακίδιο», «πλακόστρωση» ή «απεριοδικότητα».

Μία τέτοια προσέγγιση περιλαµβάνει τη χρήση επικαλυπτόµενων πλακιδίων. Ο
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5.1 Εισαγωγικά

Gummelt [64], µαζί µε τους Jeong και Steinhardt [140], [76], εισήγαγαν µία µέθο-
δο που χρησιµοποιεί ένα µόνο κανονικό δεκάγωνο το οποίο καλύπτει το επίπεδο
µη περιοδικά µέσω συγκεκριµένων κανόνων επικάλυψης που σχετίζονται στενά µε
τις πλακοστρώσεις Penrose. Παροµοίως, η Senechal διερεύνησε συνθήκες υπό τις
οποίες τα ϐέλη του Penrose µπορούν να επικαλύπτονται µε µη επαναλαµβανόµενο
τρόπο. Αν και αυτές οι κατασκευές εµφανίζουν απεριοδική δοµή, δεν αποτελούν
πλακοστρώσεις µε την κλασική έννοια που ορίσαµε, όπου τα πλακίδια δεν επικα-
λύπτονται.

Στα περισσότερα προβλήµατα πλακόστρωσης, τα πλακίδια συνοδεύονται από κα-
νόνες ταύτισης, περιορισµούς που καθορίζουν πώς τα πλακίδια µπορούν να τοπο-
ϑετηθούν το ένα σε σχέση µε το άλλο. Αυτοί οι κανόνες ποικίλλουν σηµαντικά σε
πολυπλοκότητα. Μερικές ϕορές αποσκοπούν στην αποµίµηση τοπικής γεωµετρικής
συµβατότητας, ενώ σε άλλες περιπτώσεις κωδικοποιούν πιο περίπλοκους περιορι-
σµούς. Το µονοπλακίδιο των Taylor–Socolar [134], που παρουσιάσαµε, αποτελε-
ί χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτής της πολυπλοκότητας : είναι ένα κανονικό ε-
ξάγωνο διακοσµηµένο µε εσωτερικά σηµάδια που επιβάλλουν απεριοδικότητα µέσω
συνθηκών που απαιτούν ‘επικοινωνία’ µεταξύ µη γειτονικών πλακιδίων. Αυτή η
αλληλεξάρτηση δεν µπορεί να εκφραστεί µέσω κανενός σχήµατος που να είναι α-
πλός τοπολογικός δίσκος. Για να κωδικοποιηθούν αυτοί οι περιορισµοί γεωµετρικά,
πρέπει να γίνει αποδοχή πλακιδίων που είναι µη συνεκτικά, περιλαµβάνουν σηµεία
τοµής ή εκτείνονται σε µια τρισδιάστατη πάχυνση του επιπέδου R2 × [0,1] [ST12].

Η υποκείµενη δοµή της κατασκευής των Taylor–Socolar σχετίζεται στενά µε την
πλακόστρωση 1 + ϸ + ϸ2 του Penrose [116], [16], [141], καθώς και µε τα πλακίδια
Trilobite και Crab [53]. ΄Ολες αυτές µπορούν να ϱυθµιστούν έτσι ώστε το µεγαλύτερο
µέρος της περιοχής να καταλαµβάνεται από αντίγραφα ενός πρωτεύοντος πλακιδίου.
Παρ’ όλα αυτά, η παρουσία άλλων ϐοηθητικών τύπων πλακιδίων παραµένει απαρα-
ίτητη, ανεξαρτήτως του πόσο µικρά ή λεπτά είναι.

Γενικά, η πολυπλοκότητα µπορεί να κατανέµεται είτε στο σχήµα των πλακιδίων
είτε στους κανόνες ταύτισης. Για παράδειγµα, µε την αποδοχή µιας πεπερασµένης
συλλογής επιτρεπτών τοπικών διαµορφώσεων, ενός λεγόµενου άτλαντα, ακόµη και
ένα ορθογώνιο 2×1 µπορεί να λειτουργήσει ως απεριοδικό µονοπλακίδιο. Η ιδέα εί-
ναι να µεταφραστεί µια γνωστή απεριοδική πλακόστρωση (µε γεωµετρικούς κανόνες)
σε ένα χάρτη-κωδικοποίηση, και έπειτα να εξαχθούν κανόνες ταύτισης ϐασισµένοι
σε διατάξεις εικονοστοιχείων. Κάθε µαύρο ή λευκό εικονοστοιχείο υποδιαιρείται σε
ορθογώνια, σχηµατίζοντας τα δοµικά στοιχεία ενός νέου συστήµατος όπου το ορ-
ϑογώνιο, σε συνδυασµό µε τον άτλαντα, επιβάλλει απεριοδικότητα. Οι Walton και
Whittaker [144] παρουσίασαν πρόσφατα ένα εξαγωνικό πλακίδιο που, όπως και το
πλακίδιο των Taylor–Socolar, ϐασίζεται σε σηµάδια προσανατολισµού για να προ-
καλέσει απεριοδικότητα. Αν και αυτά τα σηµάδια αφορούν µόνο τοπική γειτνίαση,
η προκύπτουσα δοµή δεν µπορεί να περιοριστεί σε έναν καθαρά γεωµετρικό περιο-
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ϱισµό στο σχήµα του πλακιδίου.
Οι χώροι υψηλότερων διαστάσεων επιτρέπουν πιο λεπτοφυείς µορφές απεριο-

δικής συµπεριφοράς. Το πλακίδιο των Schmitt–Conway–Danzer [126] είναι ένα
τρισδιάστατο σχήµα που πλακοστρώνει τον R3 µε τέτοιον τρόπο ώστε καµία πλα-
κόστρωση να µην παραδέχεται µεταφορική συµµετρία. Ωστόσο, µερικές από αυτές
τις πλακοστρώσεις περιέχουν ελικοειδής συµµετρίες, παράγοντας άπειρες κυκλικές
υποοµάδες κινήσεων ελικώσεως, εποµένως τέτοιο πλακίδιο ταξινοµείται ως ασθενώς
απεριοδικό. Ο όρος είναι κατάλληλος, καθώς η ασθενής απεριοδικότητα εµφανίζε-
ται συχνά σε µη Ευκλείδιες περιοχές όπως το υπερβολικό επίπεδο. Πράγµατι, ο
Böröczky εισήγαγε ένα ασθενώς απεριοδικό µονοπλακίδιο στο υπερβολικό επίπεδο
ήδη από το 1974 [31], ϑεµελιώνοντας την οικογένεια των «δυαδικών πλακοστρώσεων»
[27], [54], [98], [104].

Αντιθέτως, η ισχυρή απεριοδικότητα, έννοια που εισήγαγε ο Mozes [104], ανα-
ϕέρεται σε πρωτοσύνολα πλακιδίων των οποίων οι πλακοστρώσεις δεν έχουν καµία
άπειρη κυκλική συµµετρία. Είναι ενδιαφέρον ότι, για ‘φυσιολογικά’ πλακίδια στο
Ευκλείδιο επίπεδο, οι έννοιες της ασθενούς και της ισχυρής απεριοδικότητας είναι
ισοδύναµες, ενοποιώντας έτσι την έννοια σε αυτό το πλαίσιο.

Πρόσφατες εξελίξεις σε υψηλότερες διαστάσεις έχουν επεκτείνει την εµβέλεια των
απεριοδικών µονοπλακιδίων. Οι Greenfeld και Tao [56] έδειξαν ότι σε επαρκώς
υψηλές διαστάσεις πλέγµατος Zn, είναι δυνατή η κατασκευή ενός µονοπλακιδίου
που πλακοστρώνει απεριοδικά χρησιµοποιώντας µόνο µεταφορές. Οι Greenfeld και
Κολουντζάκης [55] επέκτειναν αυτό το αποτέλεσµα δείχνοντας ότι το πλακίδιο µπορεί
ακόµη να είναι συνεκτικό. Επιπλέον, οι Greenfeld και Tao [58], [57] απέδειξαν ότι το
πρόβληµα του να προσδιοριστεί αν τέτοιο µεταφορικό µονοπλακίδιο πλακοστρώνει
περιοδικό υποσύνολο του Zn (για µεταβλητό n) είναι µη αποκρίσιµο.

Αντίθετα, η µεταφορική απεριοδικότητα στο R2 είναι αποδεδειγµένα αδύνατη. Ο
Kenyon [81], [82], [83], ϐασιζόµενος σε αποτελέσµατα των Girault-Beauquier και Ni-
vat [51], απέδειξε ότι κάθε απλώς συνεκτική περιοχή (δηλ. τοπολογικός δίσκος) που
πλακοστρώνει το R2 µέσω µεταφοράς, παραδέχεται επίσης περιοδική πλακόστρωση.
Ο Bhattacharya [25] επιβεβαίωσε αργότερα το ανάλογο αποτέλεσµα για πεπερα-
σµένα υποσύνολα του Z2.

5.1.2 Κύρια Αποτελέσµατα

Στόχος µας είναι να δείξουµε το εξής :

Θεώρηµα 5.14. Το σκιασµένο σχήµα στο Σχήµα 5.1, ένας πολυχαρταετός που απο-

καλούµε «καπέλο», είναι απεριοδικό µονοπλακίδιο.

Το σχήµα είναι σχεδόν κοινότοπο στην απλότητά του. Είναι ένας πολυχαρταε-
τός : η ένωση οκτώ χαρταετών στην πλακόστρωση του Laves [3.4.6.4] (σχεδιασµένοι
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Σχήµα 5.2: Η Αρχιµήδεια πλακόστρωση (3.4.6.4) (αριστερά) και η δυϊκή της πλα-
κόστρωση Laves [3.4.6.4] (δεξιά)

µε λεπτές γραµµές στο Σχήµα 5.1), η δυϊκή της (3.4.6.4) Αρχιµήδειας πλακόστρω-
σης, που επίσης ϕαίνεται στο Σχήµα 5.2. ∆εν απαιτούνται ειδικές προϋποθέσεις ή
πρόσθετοι κανόνες αντιστοίχισης : όπως ϕαίνεται, το σχήµα αυτό πλακοστρώνει το ε-
πίπεδο, αλλά -όπως ϕαίνεται και ϑα αποδείξουµε στη συνέχεια- ποτέ µε µεταφορικές
συµµετρίες.

Παρέχουµε λεπτοµερώς την πρώτη από τις δύο διαφορετικές αποδείξεις της απε-
ϱιοδικότητας που δίνονται στο άρθρο, και οι δύο µε καινοτόµα στοιχεία. Η πρώτη
απόδειξη ακολουθεί τη δοµή του Σχήµατος 5.3, και ϐασίζεται σε µία νέα προσέγγιση
στο Τµήµα 3 για την απόδειξη της απεριοδικότητας στο επίπεδο. Παρατηρούµε ότι
κάθε πλακόστρωση µε το καπέλο αντιστοιχεί σε δύο διαφορετικές πλακοστρώσεις µε
τριγωνικά πολυόµινο1, εκ των οποίων η µία έχει τα δύο τρίτα της επιφάνειας της άλ-
λης. Αν υπήρχε ισχυρά περιοδική πλακόστρωση µε το καπέλο, τότε και οι δύο άλλες
πλακοστρώσεις ϑα ήταν ισχυρά περιοδικές. Αποδεικνύουµε ότι τότε τα πλέγµατα
µεταφορών στις πλακοστρώσεις µε τριγωνικά πολυόµινο ϑα έπρεπε να σχετίζονται µε
µία οµοιότητα· αλλά καµία οµοιότητα µεταξύ πλεγµάτων µεταφορών στην κανονική
τριγωνική πλακόστρωση δεν µπορεί να έχει λόγο κλίµακας

√
2, όπως απαιτείται α-

πό την αναλογία των επιφανειών. Το επιχείρηµα αυτό δεν αποδεικνύει την ύπαρξη
πλακόστρωσης και πρέπει να συνδυαστεί µε ϱητή κατασκευή πλακόστρωσης για να
ολοκληρωθεί η απόδειξη της απεριοδικότητας.

Η δεύτερη απόδειξη, που δεν παρουσιάζεται εδώ λεπτοµερώς, ακολουθεί τη δο-
µή του Σχήµατος 5.4. Εδώ οι συγγραφείς ακολουθούν γενικά την προσέγγιση του
Berger, αλλά πρέπει να ξεκινήσουν µε ένα καινοτόµο ϐήµα ώστε να ϕτάσουν στο

1polyomino:πολυόµινο, όπως το domino:ντόµινο
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Οι πολυχαρταετοί µε περιοδι-
κές πλακοστρώσεις έχουν στοι-
χισµένες περιοδικές πλακο-
στρώσεις (Λήµµα 5.18)

Τα πολύµορφα µε στοιχισµένες
ασθενώς περιοδικές πλακο-
στρώσεις έχουν στοιχισµένες ι-
σχυρά περιοδικές πλακοστρώσεις
(παρόµοιο µε [63, Θεώρηµα
3.7.1])

Το καπέλο πολυχαρταετός δεν
έχει στοιχισµένες ισχυρά περιο-
δικές πλακοστρώσεις (Ενότητα
5.3)

Σχηµατισµοί από καπέλα πολυ-
χαρταετούς δηµιουργούν µετα-
πλακίδια (Ενότητα 5.2)

Τα µεταπλακίδια έχουν σύστηµα
αντικατάστασης που σχηµατίζει
συνδυαστικά ισοδύναµα υπερ-
πλακίδια (Ενότητες 5.2 και 5.5)

Οι πλακοστρώσεις µε τα
Tile(a, b) είναι συνδυαστικά ισο-
δύναµες µε εκείνες του καπέλου
πολυχαρταετού για ϑετικά a , b
(Ενότητα 5.6)

΄Ολα τα Tile(a, b) για ϑετικά a ,
b είναι ισχυρά απεριοδικά

Το καπέλο πολυχαρταετός είναι
ισχυρά απεριοδικό

Τα καπέλα πολυχαρταετοί πλα-
κοστρώνουν το επίπεδο

Τα µεταπλακίδια πλακοστρώνουν
το επίπεδο

Σχήµα 5.3: Η δοµή της πρώτης απόδειξης απεριοδικότητας

σηµείο όπου µια τέτοια απόδειξη είναι δυνατόν να εφαρµοστεί. Πρώτα αποδεικνύε-
ται ότι σε κάθε πλακόστρωση µε το καπέλο πολυχαρταετό, κάθε πλακίδιο ανήκει
µοναδικά σε µία από τέσσερις διακριτές συστάδες που ονοµάζονται µεταπλακίδια,
οι οποίες κληρονοµούν κανόνες αντιστοίχισης από τη γεωµετρία των καπέλων που
τις συνθέτουν. Τα µεταπλακίδια αφαιρούν τις λεπτοµέρειες των επιµέρους καπέλων
και υποστηρίζουν µία τυπική ιεραρχική κατασκευή. ΄Επειτα, οι συγγραφείς προ-
χωρούν σε µία επαγωγική απόδειξη απεριοδικότητας τύπου Berger. Αποδεικνύεται
ότι κάθε πλακίδιο σε οποιαδήποτε πλακόστρωση µε τα τέσσερα µεταπλακίδια ανήκει
µοναδικά σε µία ιεραρχία υπερπλακιδίων — ουσιαστικά συνδυαστικά αντίγραφα των
µεταπλακιδίων — σε όλο και µεγαλύτερες κλίµακες. Η απόδειξη είναι κατασκευα-
στική. Αποδεικνύεται ότι κάθε µεταπλακίδιο ανήκει µοναδικά σε ένα υπερπλακίδιο
πρώτου επιπέδου, και ότι αυτά τα υπερπλακίδια έχουν την ίδια συνδυαστική δοµή
µε τα µεταπλακίδια. Συνεπώς, τα υπερπλακίδια πρώτου επιπέδου ϐρίσκονται µο-
ναδικά µέσα σε υπερπλακίδια δευτέρου επιπέδου µε την ίδια συνδυαστική δοµή,
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Οι πολυχαρταετοί µε περιοδι-
κές πλακοστρώσεις έχουν στοι-
χισµένες περιοδικές πλακο-
στρώσεις

Σχηµατισµοί από καπέλα πολυ-
χαρταετούς δηµιουργούν µετα-
πλακίδια που ενώνονται σύµφω-
να µε τους κανόνες αντιστοίχισης

Τα µεταπλακίδια πρέπει να α-
κολουθούν ένα σύστηµα αντικα-
τάστασης, δηµιουργώντας συν-
δυαστικώς ισοδύναµα υπερπλα-
κίδια

Οι πλακοστρώσεις µε τα
Tile(a, b) είναι συνδυαστικά ισο-
δύναµες µε εκείνες του καπέλου
πολυχαρταετού για ϑετικά a , b
(Ενότητα 5.6)

΄Ολα τα Tile(a, b) για ϑετικά a ,
b είναι ισχυρά απεριοδικά

Το καπέλο πολυχαρταετός είναι
ισχυρά απεριοδικό

Τα µεταπλακίδια είναι ισχυρά
απεριοδικά

Σχήµα 5.4: Η δοµή της δεύτερης απόδειξης απεριοδικότητας

και ούτω καθεξής για τα επόµενα επίπεδα. Αυτή η κατασκευή αποδεικνύει ότι µία
πλακόστρωση µε αντίγραφα των µεταπλακιδίων πρέπει να είναι απεριοδική, διότι
αν υπήρχε µεταφορική συµµετρία, τότε αυτές οι ιεραρχίες υπερπλακιδίων δεν ϑα
µπορούσαν να είναι µοναδικές. Επίσης δείχνει ότι τα µεταπλακίδια (και άρα τα κα-
πέλα) δηµιουργούν πλακοστρώσεις του επιπέδου, διότι κατασκευάζουµε συστάδες
αυθαίρετα µεγάλου µεγέθους (Θεώρηµα Επέκτασης). ∆εν γνωρίζουµε προηγούµενη
εργασία που να χρησιµοποιεί µία µεταπλακιδιοειδή κατασκευή ως ενδιάµεσο στάδιο
σε απόδειξη απεριοδικότητας.

Λόγω της συνδυαστικής πολυπλοκότητας του καπέλου πολυχαρταετού, σηµαντι-
κό µέρος της δεύτερης απόδειξης ϐασίζεται σε εξαντλητική απαρίθµηση περιπτώσε-
ων, την οποία οι συγγραφείς πραγµατοποίησαν και διασταύρωσαν µε δύο ανεξάρτη-
τες υλοποιήσεις λογισµικού, αναπτυγµένες από δύο εκ των συγγραφέων ανεξάρτητα.
Οι υπολογισµοί αυτοί είναι αναγκαστικά ειδικής χρήσης και ουσιαστικά µη διαφω-
τιστικοί. Αυτή η ανάλυση περιπτώσεων είναι αναγκαία µόνο για να δείξει ότι όλες οι
πλακοστρώσεις ακολουθούν τη δοµή αντικατάστασης· δεν είναι απαραίτητη για να
αποδειχθεί η ύπαρξη πλακόστρωσης και άρα δεν είναι απαραίτητη για να αποδειχθεί
ότι το πλακίδιο είναι απεριοδικό, δεδοµένης της απόδειξης στην Ενότητα 5.3 ότι δεν
υπάρχει περιοδική πλακόστρωση.

Στην Ενότητα 5.4 ϐλέπουµε ότι κάθε πλακόστρωση µε καπέλα περιέχει αναγκα-
στικά µείγµα από ανεστραµµένα και µη ανεστραµµένα πλακίδια. Συνεπώς, η ιδιότη-
τα του καπέλου ως µονοπλακίδιο εξαρτάται από το αν ϑεωρεί κανείς ένα σχήµα και
την ανάκλασή του ως ταυτόσηµα. Κατά τη µακροχρόνια παράδοση της ϐιβλιογραφίας
περί πλακοστρώσεων (ήδη από τα Στοιχεία του Ευκλείδη), τα σχήµατα ϑεωρούνται
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ταυτόσηµα αν ταυτίζονται υπό οποιαδήποτε ευκλείδεια ισοµετρία, συµπεριλαµβανο-
µένων αυτών που αντιστρέφουν τον προσανατολισµό. Συνεπώς, το καπέλο ϑεωρείται
δικαίως µονοπλακίδιο. Ωστόσο, αυτή η πιθανή επιφύλαξη υπογραµµίζει τη σηµασία
του να λαµβάνεται υπόψη το πλαίσιο στο οποίο τίθεται το πρόβληµα της πλακόστρω-
σης : ο γεωµετρικός χώρος στον οποίο εργαζόµαστε, οι συνθήκες στα πλακίδια και
τους κανόνες αντιστοίχισης, και οι συγκεκριµένες οικογένειες ισοµετριών που επι-
τρέπεται να χρησιµοποιούµε. Η ποικιλία των ιδεών που συζητήθηκαν στην αρχή
αυτής της ενότητας καταδεικνύει το πώς το πλαίσιο µπορεί να επηρεάσει το πρόβλη-
µα της απεριοδικότητας.

5.1.3 Υπολειπόµενη ορολογία

Συµπληρώνουµε όση ορολογία δεν αναφέρθηκε σε προηγούµενα κεφάλαια και
ϑα µας χρειαστεί :

Ορισµός 5.49. ∆εδοµένης µιας πλακόστρωσης T , ένα πολύ-πλακίδιο-T είναι ένας

κλειστός τοπολογικός δίσκος που είναι ένωση πεπερασµένου πλήθους πλακιδίων από

την T · µε άλλα λόγια, είναι η ένωση των πλακιδίων ενός µπαλώµατος εντός της T .

Τα πολύ-πλακίδια-T αναφέρονται επίσης γενικά ως πολύµορφα. Μπορούν επίσης

να οριστούν ώστε να επιτρέπεται να έχουν οπές. Επειδή µας ενδιαφέρουν κυρίως

πλακίδια που δηµιουργούν µονοεδρικές πλακοστρώσεις, δεν είναι γενικά σηµαντικό

για τους σκοπούς του παρόντος κειµένου αν επιτρέπονται ή όχι σχήµατα µε οπές.

Ορισµός 5.50. Μια πλακόστρωση είναι ασθενώς περιοδική αν η οµάδα συµµετρίας

της περιέχει στοιχείο απείρου τάξεως· στο επίπεδο αυτό σηµαίνει ότι περιέχει µία µη µη-

δενική µεταφορά. Μια πλακόστρωση είναι ισχυρώς περιοδική αν η οµάδα συµµετρίας

της έχει διακριτή υποοµάδα µε συµπαγή τροχιά στον πλακοστρωµένο χώρο. Στον

Ευκλείδειο χώρο, όλες οι ισχυρώς περιοδικές πλακοστρώσεις είναι επίσης ασθενώς

περιοδικές.

Ορισµός 5.51. ΄Ενα σύνολο από πλακίδια (ή ένα µόνο πλακίδιο) είναι ασθενώς α-

περιοδικό αν δηµιουργεί πλακόστρωση αλλά δεν δηµιουργεί ισχυρώς περιοδική πλα-

κόστρωση, και ισχυρώς απεριοδικό αν δηµιουργεί πλακόστρωση αλλά δεν δηµιουργεί

ασθενώς περιοδική πλακόστρωση.

Κάθε πεπερασµένο σύνολο πολυγώνων στο επίπεδο που δηµιουργεί µια ασθενώς
περιοδική πλακόστρωση ακµής-προς-ακµή δηµιουργεί επίσης µια ισχυρώς περιοδι-
κή πλακόστρωση [63, Θεώρηµα 3.7.1]. ΄Ενα παρόµοιο αλλά απλούστερο επιχείρηµα
δείχνει ότι το ίδιο ισχύει για ένα πεπερασµένο σύνολο πολύ-πλακιδίων-T , όπου η
T είναι η ίδια µια ισχυρώς περιοδική πλακόστρωση και η ασθενώς περιοδική πλα-
κόστρωση αποτελείται από αντίγραφα των πλακιδίων όλα ευθυγραµµισµένα µε το
ίδιο υποκείµενο αντίγραφο της T , αντί να είναι ακµής-προς-ακµή. ΄Ετσι, σε τέτοια
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συµφραζόµενα δεν είναι απαραίτητο να διακρίνουµε την ασθενή από την ισχυρή α-
περιοδικότητα και αναφερόµαστε στα πλακίδια και στα σύνολα πλακιδίων απλώς ως
απεριοδικά.

Ορισµός 5.52. Μια οµοιόµορφη ή Αρχιµήδεια πλακόστρωση είναι µία πλακόστρω-

ση ακµή-προς-ακµή µε κανονικά πολύγωνα και οµάδα συµµετρίας µεταθετική ως προς

τις κορυφές. Στο Ευκλείδειο επίπεδο, µια οµοιόµορφη πλακόστρωση µπορεί να περι-

γραφεί απαριθµώντας τη σειρά των κανονικών πολυγώνων γύρω από κάθε κορυφή,

αποδίδοντας συµβολισµό όπως (3.4.6.4).

Ορισµός 5.53. Μια πλακόστρωση Laves είναι µία πλακόστρωση ακµή-προς-ακµή,

µονοεδρική, µε κυρτά πολύγωνα, µε κανονικές κορυφές (όλες οι γωνίες µεταξύ διαδο-

χικών πλευρών σε µία κορυφή είναι ίσες) και οµάδα συµµετρίας µεταθετική ως προς τα

πλακίδια. Χρησιµοποιείται ανάλογος συµβολισµός, όπως [3.4.6.4], ο οποίος απαριθµεί

τη σειρά των ϐαθµών των κορυφών γύρω από κάθε πλακίδιο, και µε την κατάλληλη

έννοια, οι πλακοστρώσεις Laves είναι δυϊκές προς τις οµοιόµορφες πλακοστρώσεις.

5.2 Το Καπέλο Πολυχαρταετός και οι πλακοστρώσεις

του

Πριν προχωρήσουµε στην πλήρη απόδειξη της απεριοδικότητας, παρουσιάζουµε
πρώτα µια λιγότερο επίσηµη εισαγωγή στο πλακίδιο-καπέλο, συµπεριλαµβανοµένης
και µιας ϱητής κατασκευής µιας πλακόστρωσης. Η ενότητα αυτή εξυπηρετεί τρεις
στόχους. Πρώτον, προσφέρει αφθονία οπτικής διαίσθησης, που παρέχει πλαίσιο για
την τεχνική ϕύση των αποδείξεων που ϑα ακολουθήσουν. ∆εύτερον, δίνει µια αίσθη-
ση της διαδικασίας ανακάλυψης και ανάλυσης των συγγραφέων, αν και δεν πρέπει
να εκληφθεί ως γραµµική αφήγηση. Τρίτον, περιλαµβάνει κάποιες παρατηρήσεις
που δεν ϑα εξεταστούν περαιτέρω στην παρούσα εργασία, αλλά ίσως προσφέρουν
ευκαιρίες για µελλοντική µελέτη από άλλους.

Ο πρώτος συγγραφέας (Smith) ξεκίνησε τη µελέτη του καπέλου πολυχαρταετού
στο πλαίσιο µιας ανοιχτής οπτικής διερεύνησης σχηµάτων και των ιδιοτήτων πλα-
κόστρωσής τους. Εργαζόµενος κυρίως µε το χέρι και µε τη ϐοήθεια του λογισµικού
PolyForm Puzzle Solver του Scherphuis (jaapsch.net/puzzles/polysolver.htm), δεν
εντόπισε προφανή εµπόδια στην κατασκευή µεγάλων µπαλωµάτων, αλλά ούτε και
κάποιο ξεκάθαρο σύνολο πλακιδίων που να καλύπτει περιοδικά το επίπεδο.

Επειδή το καπέλο είναι πολύµορφο, ήταν ϕυσικό να επιχειρηθεί µια αρχική δι-
άγνωση των ιδιοτήτων πλακόστρωσής του µε υπολογιστικά µέσα. Τροποποιήθηκε το
λογισµικό του Kaplan ϐασισµένο στο SAT για αριθµούς Heesch [80], και προσδι-
όρισε ότι αν το καπέλο δεν καλύπτει το επίπεδο, τότε ο αριθµός Heesch του είναι
τουλάχιστον 16. Αντίστοιχα, τροποποιήθηκε το λογισµικό πλακόστρωσης πολυµορ-
ϕών του Myers [106] ώστε να διαπιστώσουν ότι αν το καπέλο δηµιουργεί περιοδικές

193

http://jaapsch.net/puzzles/polysolver.htm


Κεφάλαιο 5. Απεριοδικό Μονοπλακίδιο : το Καπέλο Πολυχαρταετός

πλακοστρώσεις, τότε ο ισοεδρικός αριθµός του είναι τουλάχιστον 64. Αυτοί οι δύο υ-
πολογισµοί ήδη αποδεικνύουν ότι το καπέλο παρουσιάζει εξαιρετικό ενδιαφέρον—αν
αποδεικνυόταν ότι δεν είναι einstein, ϑα είχε καταρρίψει είτε το ϱεκόρ των αριθµών
Heesch είτε των ισοεδρικών αριθµών, και στις δύο περιπτώσεις µε µεγάλη διαφορά.

Σχήµα 5.5: Μπάλωµα 10 στρώσεων µε 391 καπέλα που δείχνει αραιά ανακλασµένα
πλακίδια, το καθένα περικυκλωµένο από τρία µη ανακλασµένα.

Το Σχήµα 5.5 δείχνει ένα υπολογιστικά παραγόµενο µπάλωµα 10 στρώσεων (δη-
λαδή, δέκα οµόκεντρους δακτυλίους πλακιδίων γύρω από ένα σκιασµένο κεντρικό,
όπου κάθε πλακίδιο ενός δακτυλίου εφάπτεται στον εσωτερικό του σε τουλάχιστον
ένα σηµείο). ∆ηµιουργήθηκε επιτρέποντας στο λογισµικό του Kaplan να εργαστεί
προς τα έξω µέχρι αυτή την ακτίνα, και έπειτα διακόπτοντάς το χειροκίνητα. Αρ-
χικά, είναι δύσκολο να εντοπιστεί οποιαδήποτε δοµή στο µπάλωµα. Ωστόσο, µε το
χρωµατισµό των πλακιδίων µε διαφορετικούς τρόπους, εµφανίζονται σαφή «χαρακτη-
ϱιστικά». Φυσικά, δεν µπορούµε να συναγάγουµε οριστικά χαρακτηριστικά άπειρων
πλακοστρώσεων από ένα πεπερασµένο µπάλωµα. Πρέπει να είµαστε ιδιαίτερα προ-
σεκτικοί µε τα πλακίδια κοντά στην περιφέρεια, όπου τα χαρακτηριστικά ενδέχεται
να αλλοιώνονται λόγω της εγγύτητας µε το κενό χώρο. Ωστόσο, για ένα επαρκώς
µεγάλο µπάλωµα, µπορούµε να ελπίζουµε ότι τα πλακίδια κοντά στο κέντρο ϑα είναι
αντιπροσωπευτικά των διαµορφώσεων που εµφανίζονται σε γενικές πλακοστρώσεις.

Ο σηµαντικότερος χρωµατισµός για τους σκοπούς της παρούσας εργασίας είναι
αυτός που ϕαίνεται δεξιά στο Σχήµα 5.5. ΄Ενα µεµονωµένο καπέλο είναι ασύµµετρο,
οπότε σε οποιοδήποτε µπάλωµα µπορούµε να διακρίνουµε ανάµεσα σε «µη ανακλα-
σµένα» και «ανακλασµένα» προσανατολισµένα πλακίδια. Στα µπαλώµατα που υπο-
λογίστηκαν, τα ανακλασµένα πλακίδια (σε σκούρο µπλε) κατανέµονται πάντα αραιά
και οµοιόµορφα εντός πεδίου µη ανακλασµένων πλακιδίων. Κάθε ανακλασµένο πλα-
κίδιο περιέχεται σε ταυτόσηµο σύµπλεγµα εννέα πλακιδίων, όπου τα υπόλοιπα οκτώ
είναι µη ανακλασµένα. ΄Ενα τέτοιο σύµπλεγµα διακρίνεται µε έντονο περίγραµµα
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Σχήµα 5.6: Τα ανακλασµένα πλακίδια ϐρίσκονται σε αλυσίδες κατά έξι κατευθύνσεις
(αριστερά). Η συγχώνευσή τους µε γειτονικά πλακίδια (κέντρο) δίνει δοµή αντίστοιχη
εξαγωνικής πλακόστρωσης (δεξιά).

στην εικόνα. Το εσωτερικό του µπαλώµατος µπορεί να καλυφθεί πλήρως µε επικα-
λυπτόµενα αντίγραφα του συµπλέγµατος. Στο εσωτερικό κάθε συµπλέγµατος, µας
ενδιαφέρει ιδιαίτερα το «κέλυφος» από τρία γαλάζια πλακίδια δίπλα σε κάθε ανακλα-
σµένο. Κάθε ανακλασµένο πλακίδιο ϐρίσκεται σε ταυτόσηµο, µη επικαλυπτόµενο
αντίγραφο του κελύφους αυτού.

Οι συγγραφείς παρατήρησαν επίσης ότι τα µη ανακλασµένα πλακίδια τείνουν να
σχηµατίζουν µακρές «αλυσίδες» όµοιου προσανατολισµού, οι οποίες διακόπτονται
περιστασιακά από ανακλασµένα πλακίδια. Οι αλυσίδες του παραδείγµατος χρω-
µατίζονται στο Σχήµα 5.6 (αριστερά). Επειδή τα καπέλα ευθυγραµµίζονται µε το
υποκείµενο πλέγµα ϱόµβων, τα µη ανακλασµένα πλακίδια εµφανίζονται σε έξι προ-
σανατολισµούς, που αντιστοιχούν στις έξι κατευθύνσεις των αλυσίδων. Οι αλυσίδες
µπορεί να τερµατίζουν σε ανακλασµένα πλακίδια ή να περνούν µέσα από αυτά, αλ-
λά κάθε ανακλασµένο είναι κόµβος για τουλάχιστον δύο και το πολύ πέντε ακτίνες.
Μακρές αλυσίδες εµφανίζουν σύνορα µε συµµετρία ηµιστροφής. Είναι δελεαστικό
να αναζητήσουµε αναλογίες µε γραµµικά χαρακτηριστικά άλλων απεριοδικών πλα-
κοστρώσεων, όπως οι ϱάβδοι Ammann [63, Ενότητα 10.6] και τα σκουλίκια Conway
[63, Ενότητα 10.5]. Τέλος, παρατήρησαν ότι οι αλυσίδες αυτές προσδίδουν µια
αδρή εξαγωνική διάταξη στα καπέλα, η οποία ϕαίνεται ιδίως στις τριγωνικές και πα-
ϱαλληλόγραµµες δοµές που περιβάλλονται από αλυσίδες. Αν συγχωνεύσουµε κάθε
ανακλασµένο πλακίδιο µε τον άµεσο γείτονά του όπως στο Σχήµα 5.6 (κέντρο), τότε
όλα τα πλακίδια ενός µπαλώµατος µπορούν να αντιστοιχηθούν ένα προς ένα µε ε-
ξάγωνα, όπως ϕαίνεται δεξιά. Το εξαγωνικό πλέγµα µπορεί να χρησιµεύσει ως ϐολικό
υπόβαθρο για υπολογισµούς στη συνδυαστική δοµή των πλακοστρώσεων µε καπέλα.

Κατά τη διάρκεια των διερευνήσεων του, ο πρώτος συγγραφέας ανακάλυψε ένα
δεύτερο πολυχαρταετό που δεν ϕαινόταν να έχει πεπερασµένους ισοεδρικό αριθµό
ή αριθµό Heesch, ένα σχήµα που ονοµάζουµε «χελώνα» και αποτελεί ένωση δέκα
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Σχήµα 5.7: Συνεχές πλήθος σχηµάτων καπέλων από µεταβολή δύο πλευρών.

ϱόµβων. Η ιδέα της ανακάλυψης δύο einsteins µαζί ήταν συναρπαστική ! ΄Ηταν ανα-
κουφιστικό όταν διαπιστώθηκε ότι όχι µόνο σχετίζονταν το καπέλο και η χελώνα, αλλά
ήταν σηµεία ενός συνεχούς σχηµάτων που καλύπτουν το επίπεδο µε τον ίδιο τρόπο.
Το καπέλο προκύπτει από το πλέγµα [3,4,6,4], άρα οι πλευρές του έχουν δύο µήκη,
τα οποία µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως 1 και

√
3 (µε πλευρά µήκους 2 να ϑεωρείται

ως δύο διαδοχικές πλευρές µήκους 1). Αυτές οι πλευρές έρχονται σε παράλληλα
Ϲεύγη, επιτρέποντάς µας να επιλέξουµε ανεξάρτητα τα δύο µήκη ως οποιουσδήποτε
µη αρνητικούς αριθµούς. Χρησιµοποιούµε τη σηµειογραφία Tile(a, b) µε a, b όχι
και τα δύο µηδέν, για το σχήµα που προκύπτει όταν οι πλευρές έχουν µήκος a και
b αντί των 1 και

√
3 αντίστοιχα. Σηµειώνουµε ότι Tile(a, b) ∼ Tile(ka, kb) για κάθε

k , 0.

Σχήµα 5.8: Συµπλέγµατα πλακιδίων στο µπάλωµα.
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∆εδοµένου του χρωµατισµού στο Σχήµα 5.6, ο οποίος απεικονίζει µη επικα-
λυπτόµενα συµπλέγµατα ανακλώµενων πλακιδίων και τα περιβλήµατά τους, είναι
ϕυσικό να αναρωτηθούµε αν τα υπόλοιπα µη συσχετισµένα πλακίδια στο µπάλωµα
σχηµατίζουν µε αξιόπιστο τρόπο συµπλέγµατα άλλου τύπου. Το Σχήµα 5.8 δεί-
χνει ότι µπορούµε να καταλογίσουµε όλα τα υπόλοιπα πλακίδια χρησιµοποιώντας
δύο επιπλέον τύπους συµπλεγµάτων (που ϕαίνονται ξεχωριστά δεξιά). Πρώτον, όπου
τρία περιβλήµατα συναντώνται, περικλείουν ένα µοναδικό αποµονωµένο πλακίδιο,
το οποίο πρέπει να συµπεριληφθεί ως σύµπλεγµα µεγέθους ένα. Στη συνέχεια, τα
υπόλοιπα πλακίδια οµαδοποιούνται σε αντίγραφα ενός συµπλέγµατος παραλληλο-
γράµµου σχήµατος και µεγέθους δύο. Αυτά εµφανίζονται σε δύο ποικιλίες, ανάλογα
µε τη τοπική διάταξη των συµπλεγµάτων γύρω τους. Στην πρώτη περίπτωση, χρω-
µατισµένη λευκή στο σχέδιο, το παραλληλόγραµµο εφάπτεται σε δύο περιβλήµατα
κατά µήκος των µακριών του πλευρών. Στη δεύτερη περίπτωση, χρωµατισµένη γκρι,
η µία άκρη του παραλληλογράµµου ενώνεται µε ένα τοπικό κέντρο τριπλής στροφής,
συνδέοντας έξι καπέλα σε ένα σχήµα προπέλας µε τρεις ϐραχίονες που ονοµάζεται
τρισκέλιο. ΄Ενα τρισκέλιο ϕαίνεται αποµονωµένο στο κάτω δεξί µέρος του Σχήµα-
τος 5.8.

Αυτά τα συµπλέγµατα αποτελούν το σηµείο εκκίνησης για τον ορισµό ενός συ-
στήµατος αντικατάστασης, το οποίο µπορεί να επαναληφθεί ώστε να παραχθούν
µπαλώµατα καπέλων αυθαίρετου µεγέθους. Οι κανόνες αντικατάστασης δεν εφαρ-
µόζονται απευθείας στα καπέλα. Αντ’ αυτού, προκύπτουν νέα µεταπλακίδια από τα
συµπλέγµατα, και κατασκευάζεται ένα σύστηµα αντικατάστασης ϐασισµένο σε αυτά.
Τα αρχικά καπέλα απλώς ακολουθούν την πορεία.

Σχήµα 5.9: Τα τέσσερα µεταπλακίδια που προκύπτουν από απλοποιηµένα σύνορα
συµπλεγµάτων.

Το Σχήµα 5.9 δείχνει τα σχήµατα των µεταπλακιδίων. Κάθε ένα κατασκευάζεται
απλοποιώντας το σύνορο ενός από τα συµπλέγµατα καπέλων του Σχήµατος 5.8. Για
να διασφαλίσουµε ότι τα µεταπλακίδια δεν επικαλύπτονται, πρέπει να διακρίνουµε
ανάµεσα στις δύο ποικιλίες παραλληλογράµµων δύο καπέλων που συζητήθηκαν πα-
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ϱαπάνω. Συγκεκριµένα, αφαιρούµε µια τριγωνική εγκοπή από το παραλληλόγραµ-
µο που συνδέεται µε κάθε ϐραχίονα ενός τρισκελίου. ΄Ετσι, τα τρία συµπλέγµατα
αποδίδουν τέσσερα µεταπλακίδια : ένα εξάγωνο (H), ένα ισόπλευρο τρίγωνο (T ), ένα
παραλληλόγραµµο (P) και ένα πεντάγωνο τρισκέλιο (F ). Τα αρχικά συµπλέγµατα
πλέον µπορούν να ϑεωρηθούν ότι προσδίδουν στα µεταπλακίδια κανόνες αντιστοίχι-
σης κατά µήκος των πλευρών τους· αυτοί οι κανόνες ϑα διατυπωθούν µε ακρίβεια σε
επόµενη ενότητα.

Τα µεταπλακίδια H, T και P διαθέτουν στροφικές συµµετρίες. Στην κάτω σειρά
του Σχήµατος 5.9, σηµειώνουµε τα πλακίδια µε ϐέλη που δείχνουν τον επιθυµητό
προσανατολισµό τους. Σε κάθε περίπτωση, το ϐέλος δείχνει προς την (µοναδική)
πλευρά του µεταπλακιδίου από την οποία προεξέχουν δύο γειτονικοί χαρταετοί. Τα
ϐέλη επαρκούν για να διακρίνουµε τις συµµετρικές στροφές και η κατασκευή µας
δεν ϑα χρησιµοποιεί ανακλάσεις. (∆εν ϑα χρειαστούµε αυτά τα ϐέλη σε επόµενες ε-
νότητες, καθώς ο προσανατολισµός των µεταπλακιδίων ϑα προκύπτει από τις ετικέτες
στις πλευρές τους.)

Σχήµα 5.10: ∆ιαδικασία συναρµολόγησης υπερπλακιδίων και προσδιορισµού των πε-
ϱιγραµµάτων τους από προσανατολισµένα µεταπλακίδια.

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε µία οικογένεια υπερπλακιδίων που είναι ανάλογα
µε τα µεταπλακίδια, ακολουθώντας τη διαδικασία που απεικονίζεται στο Σχήµα 5.10.
Αρχικά συναρµολογούµε το µπάλωµα από προσανατολισµένα µεταπλακίδια που
ϕαίνεται στα αριστερά. Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι τα αθέατα καπέλα που ϕέρουν
αυτά τα πλακίδια συναρµόζουν χωρίς κενά και χωρίς επικαλύψεις. Αυτό το µπάλω-
µα είναι αρκετά µεγάλο ώστε να περιλαµβάνει ένα ή περισσότερα αντίγραφα κάθε
υπερπλακιδίου, τα οποία επισηµαίνονται µε κόκκινο χρώµα στο κεντρικό διάγραµ-
µα. Τα σχήµατα των υπερπλακιδίων καθορίζονται πλήρως από δύο περιορισµούς :
οι κόκκινες τελείες συµπίπτουν µε τα κέντρα των τρισκελίων, και όλες οι εσωτερικές
γωνίες των εξαγωνικών περιγραµµάτων είναι 120◦. Το διάγραµµα στα δεξιά δείχνει
τα περιγράµµατα των υπερσυµπλεγµάτων αποµονωµένα, µε τους κληρονοµηµένους
προσανατολισµούς. Εδώ, κάθε ϐέλος δείχνει προς τη µοναδική πλευρά του υπερ-
πλακιδίου που διέρχεται από ένα πλακίδιο τύπου P µε ϕορά προς τα έξω από την

198



5.2 Το Καπέλο Πολυχαρταετός και οι πλακοστρώσεις του

προηγούµενη γενιά.
Μια πρώτη µατιά, δείχνει ότι αυτά τα υπερπλακίδια είναι µεγεθυµένα αντίγρα-

ϕα των µεταπλακιδίων. Αν ήταν έτσι, ϑα µπορούσαµε ίσως να προχωρήσουµε στον
ορισµό µιας τυπικής πλακόστρωσης αντικατάστασης, όπου κάθε µεγεθυµένο υπερ-
πλακίδιο ϑα συσχετιζόταν µε ένα σύνολο από ευκλείδια µετασχηµατισµένα πλα-
κίδια. Ωστόσο, µε την προφανή εξαίρεση του T , κανένα από τα υπερπλακίδια δεν
είναι όµοιο µε το αντίστοιχο µεταπλακίδιο. Παρ’ όλα αυτά, τα υπερπλακίδια είναι
πλήρως συµβατά µε την κατασκευή του Σχήµατος 5.10 — µπορούν να διαταχθούν
στην ίδια διάταξη που ϕαίνεται αριστερά και να χρησιµοποιηθούν ως σκαλωσιά για
την παραγωγή περιγραµµάτων υπερπλακιδίων 2ου επιπέδου (που συνεπάγεται την
παραγωγή ενός πολύ µεγαλύτερου µπαλώµατος από καπέλα). Πράγµατι, η κατα-
σκευή µπορεί να επαναληφθεί απεριόριστα πολλές ϕορές, µε ελαφρώς διαφορετικά
περιγράµµατα σε κάθε γενιά. Συστήµατα αντικατάστασης αυτού του τύπου, όπου οι
διαδοχικές γενιές είναι συνδυαστικά αλλά όχι γεωµετρικά συµβατές, είναι σπάνια
στον κόσµο των απεριοδικών πλακοστρώσεων. Εδώ αναγκαζόµαστε να εργαστούµε
µε τις ιδιότητες ενός σχήµατος που ανακαλύφθηκε στη ϕύση, αντί να σχεδιάσουµε
ένα πρωτοσύνολο ώστε να ανταποκρίνεται στις επιθυµίες µας. Για να δει κανείς αυτήν
την κατασκευή σε δράση, µπορεί να δοκιµάσει το διαδραστικό εργαλείο απεικόνισης
στο : cs.uwaterloo.ca/~csk/hat/.

Σχήµα 5.11: Οι πρώτες γενιές υπερπλακιδίων H και τα αντίστοιχα µπαλώµατα από
καπέλα.

Γνωρίζουµε από το Σχήµα 5.9 ότι κάθε ένα από τα τέσσερα µεταπλακίδια µπορεί

199

http://cs.uwaterloo.ca/~csk/hat/


Κεφάλαιο 5. Απεριοδικό Μονοπλακίδιο : το Καπέλο Πολυχαρταετός

να συσχετιστεί µε ένα σύµπλεγµα από καπέλα. Η κατασκευή του Σχήµατος 5.10
µπορεί τότε να επαναληφθεί απεριόριστα πολλές ϕορές ώστε να προκύψουν όλο και
µεγαλύτερα µπαλώµατα από µεταπλακίδια, και συνεπώς από καπέλα. Μπορούµε,
για παράδειγµα, να εξετάσουµε τα υπερπλακίδια H που προκύπτουν µέσω αυτής της
διαδικασίας επανάληψης, και το µπάλωµα από καπέλα που περιλαµβάνει το καθένα.
Οι πρώτες γενιές των υπερπλακιδίων H απεικονίζονται στο Σχήµα 5.11. Αυτά τα
µπαλώµατα σχηµατίζουν µία ακολουθία που αυξάνει την ακτίνα της απεριόριστα,
κάθε µπάλωµα υποσύνολο του επόµενου. Το Θεώρηµα Επέκτασης µας επιτρέπει να
συνεχίσουµε αυτή τη διαδικασία επ΄ άπειρον, οδηγώντας στο ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 5.15. Το καπέλο πολυχαρταετός δηµιουργεί πλακοστρώσεις του επιπέδου.

Φυσικά, αυτό το ϑεώρηµα δεν είναι από µόνο του επαρκές για να αποδείξει την
απεριοδικότητα —πρέπει επίσης να δείξουµε ότι το καπέλο δεν δηµιουργεί καµία
περιοδική πλακόστρωση. Σε επόµενη ενότητα επανεξετάζουµε αυτήν τη διαδικασία
αντικατάστασης, παρακολουθώντας τους κανόνες αντιστοίχισης στις πλευρές των υ-
περπλακιδίων µετά από κάθε ϐήµα. Εκεί δείχνουµε ότι κάθε πλακόστρωση από
καπέλα αναγκαστικά υπακούει στους κανόνες αντικατάστασης που δίνονται εδώ. Η
κατασκευή εκείνης της ενότητας παρέχει επίσης µία πιο λεπτοµερή απόδειξη ότι το
καπέλο πλακοστρώνει το επίπεδο.

Σχήµα 5.12: Τα συγκλίνοντα πλακίδια και οι κανόνες αντικατάστασης τους.

Τα σχήµατα κάθε γενιάς υπερπλακιδίων διαφέρουν από αυτά της προηγούµε-
νης. Ωστόσο, κανονικοποιώντας τα πλακίδια ως προς το µέγεθος, έχουµε υπολογίσει
ότι συγκλίνουν σε ένα σταθερό σηµείο—ένα σύνολο πλακιδίων που πραγµατικά δη-
µιουργούν µεγεθυµένα αντίγραφά τους ϐάσει της κατασκευής του Σχήµατος 5.10.
Αυτά τα συγκλίνοντα σχήµατα είναι ιδιαίτερα ενδιαφέροντα διότι µπορούν να χρησι-
µοποιηθούν για να ορίσουν ένα γεωµετρικό σύστηµα αντικατάστασης που λειτουρ-
γεί µέσω διόγκωσης και αντικατάστασης. Τα συγκλίνοντα πλακίδια, µαζί µε τους
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κανόνες αντικατάστασης, ϕαίνονται στο Σχήµα 5.12. Λόγω της σύνδεσής τους µε
τα αρχικά µεταπλακίδια του Σχήµατος 5.9, γνωρίζουµε ότι αυτή η πλακόστρωση
αντικατάστασης είναι απεριοδική όταν τα πλακίδια ϕέρουν κατάλληλους κανόνες
αντιστοίχισης στις πλευρές τους. Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε αυτό το
σύστηµα ως εναλλακτικό µέσο κατασκευής µπαλωµάτων από καπέλα. ∆εν µπορού-
µε απλώς να συσχετίσουµε ένα σύµπλεγµα καπέλων µε κάθε συγκλίνον πλακίδιο,
αλλά ένα µπάλωµα από συγκλίνοντα πλακίδια είναι συνδυαστικά ισοδύναµο µε το
αντίστοιχο µπάλωµα από µεταπλακίδια, τα οποία ϕέρουν καπέλα.

Αν αλλάξουµε κλίµακα στα συγκλίνοντα πλακίδια ώστε οι κοντές πλευρές των H
να έχουν µήκος 1, τότε όλες οι πλευρές των πλακιδίων —εκτός από τις δύο F που
είναι προσκείµενες σε ένα κέντρο τρισκελίου— ϑα έχουν µήκος στο σύνολο Z[φ],
όπου φ είναι η χρυσή τοµή. Επιπλέον, το σύστηµα αντικατάστασης έχει συντελεστή
διόγκωσης ίσο µε φ2. Ο παράγοντας φ2 µπορεί επίσης να προκύψει αλγεβρικά, µέσω
υπολογισµού ιδιοτιµής στον πίνακα αντικατάστασης που αντιστοιχεί στο σύστηµα
που παρουσιάζεται σε αυτή την ενότητα.

Σχήµα 5.13: Σχέση ανάµεσα στο φ και το
√

2 µέσα από ισόπλευρα τρίγωνα που
προκύπτουν από τα κέντρα τρισκελίων.

Μια πρώτη µατιά, ίσως δείχνει ένα παράδοξο αφού εµφανίζεται το φ σε µια πλα-
κόστρωση που συνδέεται στενά µε την πλακόστρωση του Laves [3.4.6.4]· ενώ συνήθως
εµφανίζεται πιο ϕυσικά σε περιβάλλοντα όπως οι πλακοστρώσεις του Penrose, οι ο-
ποίες χαρακτηρίζονται από γωνίες που προέρχονται από το κανονικό πεντάγωνο. Η
παρουσία του φ ϕαίνεται να σχετίζεται άµεσα µε την εµφάνιση του

√
2 στο επιχε-

ίρηµα της επόµενης ενότητας. Αυτός ο αριθµός επίσης δεν αναµένεται σε κανονικές
τριγωνικές πλακοστρώσεις ή σε συναφή πλαίσια (οι αποστάσεις είναι τετραγωνικές
ϱίζες ακέραιων που εκφράζονται µέσω της τετραγωνικής µορφής x2 + xy+ y2, άρα οι
αναµενόµενες ϱίζες είναι του 3 και πρώτων της µορφής 6k + 1). Ωστόσο, ισχύει ότι
1 + φ−1 + φ−2 = 2, απ΄ όπου προκύπτει ότι τρίγωνο µε γωνία 120◦ µεταξύ πλευρών

201



Κεφάλαιο 5. Απεριοδικό Μονοπλακίδιο : το Καπέλο Πολυχαρταετός

µήκους 1 και φ−1 έχει τρίτη πλευρά µήκους
√

2 (Σχήµα 5.13, αριστερά). Παρατη-
ϱούµε ότι σε οποιαδήποτε πλακόστρωση µε Tile(a, b) µπορούµε να κατασκευάσου-
µε διαρκώς µεγαλύτερα ισόπλευρα τρίγωνα των οποίων οι κορυφές συµπίπτουν µε
τα κέντρα των τρισκελίων (αυτά τα τρίγωνα αντιστοιχούν σε εναλλάξ γωνίες των H-
µεταπλακιδίων και των υπερπλακιδίων τους). Τότε µπορούµε να επικαλύψουµε µία
πλακόστρωση µε πλακίδιο Tile(1,0) µε µία στροφή και µεταφορά της πλακόστρω-
σης µε Tile(0,

√
2) ώστε δύο τέτοια ισόπλευρα τρίγωνα να ευθυγραµµιστούν. ∆ια-

πιστώνουµε ότι τα πλέγµατα των ισόπλευρων τριγώνων που υποστηρίζουν αυτές τις
δύο πλακοστρώσεις µετατοπίζονται κατά γωνία που προσεγγίζει την tan−1

√
3/5, η

οποία είναι µία από τις γωνίες του τριγώνου µε πλευρές 1, φ−1 και
√

2, και ότι αυτή
η προσέγγιση ϕαίνεται να συγκλίνει καθώς ευθυγραµµίζουµε µεγαλύτερα τρίγωνα
(Σχήµα 5.13, δεξιά).

Σχήµα 5.14: Πιθανά υποσυσσωµατώµατα που προηγούνται των µεταπλακιδίων.

Η διάταξη τριών πλακιδίων H και ενός πλακιδίου T εντός ενός υπερπλακιδίου
H µιµείται τη διάταξη ενός ανακλασµένου καπέλου και των τριών µη ανακλασµένων
γειτόνων του µέσα σε ένα µεταπλακίδιο H. Φυσικά γεννάται η απορία εάν τα συσ-
σωµατώµατα από καπέλα που απαρτίζουν τα µεταπλακίδια είναι πρωτογενή ή αν
προηγούνται από ένα σύνολο «υποσυσσωµατωµάτων» που εκκινούν τη διαδικασία
αντικατάστασης ένα ϐήµα νωρίτερα. Μια πιθανή µορφή για τέτοια υποσυσσωµα-
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τώµατα παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.14. Οι ετικέτες στα σύνορα δηλώνουν κανόνες
ταύτισης, οι οποίοι ϑα εξηγηθούν αναλυτικά σε επόµενη ενότητα. Παρατηρούµε ότι
τα υποσυσσωµατώµατα P0 και F0 έχουν µηδενικό εµβαδό· τα σύνορά τους εµφα-
νίζονται χωρισµένα σε πολλά τµήµατα ώστε να καταστεί σαφής η αλληλουχία των
πλευρών (στην περίπτωση του F0, µερικές από αυτές τις πλευρές τέµνουν άλλες). Ο
καθορισµός του τι ακριβώς σηµαίνει η διαµέριση µιας πλακόστρωσης σε υποσυσσω-
µατώµατα ϐάσει κανόνων ταύτισης —όταν ορισµένα υποσυσσωµατώµατα έχουν µη-
δενικό εµβαδό και κάποιες πλευρές έχουν µήκος µηδέν αλλά πρέπει παρ’ όλα αυτά
να εφάπτονται µε σωστό προσανατολισµό— ϕαίνεται πιο δυσχερής από το αντίστοιχο
επιχείρηµα που ϐασίζεται στα µεταπλακίδια, και έτσι δεν προχωρούµε περαιτέρω µε
τα υποσυσσωµατώµατα.

Σχήµα 5.15: Εναλλακτικό σύστηµα αντικατάστασης ϐασισµένο σε δύο καπέλα.

Τέλος, στο Σχήµα 5.15 παρουσιάζεται ένα εναλλακτικό σύστηµα αντικατάστασης
ϐασισµένο σε διαφορετικό σύνολο συσσωµατωµάτων. Εδώ κάθε ανακλασµένο κα-
πέλο συγχωνεύεται µε έναν συγκεκριµένο γείτονα από το κέλυφός του, κατά τρόπο
παρόµοιο µε το Σχήµα 5.6, ώστε να σχηµατίσει την ένωση δύο καπέλων που ϕαίνεται
πάνω αριστερά. Μπορούµε τότε να ορίσουµε µόνο δύο συνδυαστικούς κανόνες αντι-
κατάστασης : ο πρώτος αντικαθιστά µια την ένωση δύο καπέλων µε ένα συσσωµάτωµα
που αποτελείται από ένα τέτοιο Ϲεύγος και πέντε καπέλα (επισηµασµένο ως H7 στο
σχήµα), και ο δεύτερος αντικαθιστά ένα µεµονωµένο καπέλο µε ένα συσσωµάτωµα
που αποτελείται από ένα τέτοιο Ϲεύγος και έξι καπέλα (επισηµασµένο ως H8).

΄Οπως και µε τα αρχικά µεταπλακίδια, αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί
για να παραχθεί µπάλωµα οποιουδήποτε µεγέθους, και έπειτα κάθε ένωση από δύο
καπέλα µπορεί να διαχωριστεί πίσω στα δύο του καπέλα. Το σύστηµα αυτό είναι
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ελκυστικό λόγω του µινιµαλισµού του, αν και ίσως είναι πιο δύσχρηστο για την
απόδειξη της απεριοδικότητας.

Σχήµα 5.16: Μεγάλο µπάλωµα πλακιδίων που αποδεικνύει την πλακόστρωση από το
καπέλο.

Οι ιδέες που παρουσιάστηκαν σε αυτή την ενότητα είναι επαρκείς για να α-
ποδείξουν ότι το καπέλο πράγµατι δηµιουργεί πλακοστρώσεις του επιπέδου. Το
Σχήµα 5.16 προσφέρει ένα τελευταίο µεγάλο µπάλωµα ως επίδειξη. Στη δεξιά πλευ-
ϱά της απεικόνισης παρατηρούµε ότι τα πλακίδια που ανήκουν στα τρισκέλια ϕαί-
νεται να σχηµατίζουν µια συνεκτική δενδρική δοµή που περιπλέκεται µε µια άλλη
δενδρική δοµή των υπόλοιπων πλακιδίων. Η δοµή αυτή ϑυµίζει εκείνες που εµ-
ϕανίζονται σε άλλες απεριοδικές πλακοστρώσεις, όπως των Taylor-Socolar και της
1 + ϸ + ϸ2.

Ωστόσο, η επίδειξη µιας πλακόστρωσης είναι συνήθως το εύκολο µέρος της α-
πόδειξης της απεριοδικότητας· πρέπει επίσης να αποδειχθεί ότι καµία από τις πλα-
κοστρώσεις που δηµιουργούνται από το καπέλο δεν µπορεί να είναι περιοδική. Στην
ακριβώς επόµενη ενότητα παρουσιάζεται µια νέα γεωµετρική απόδειξη της απεριο-
δικότητας. ΄Επειτα, στις επόµενες, στρεφόµαστε σε ένα πιο τυπικό συνδυαστικό επι-
χείρηµα που δείχνει ότι οι κανόνες αντιστοίχισης που προκύπτουν από το σύστηµα
αντικατάστασης που παρουσιάστηκε προηγουµένως δηµιουργούν τις πλακοστρώσεις
από το καπέλο.

204



5.3 Απεριοδικότητα µε ενώσεις τριγωνικών πολυοµίνων

5.3 Απεριοδικότητα µε ενώσεις τριγωνικών πολυο-

µίνων

Στο Θεώρηµα 5.15 αποδείξαµε ότι το καπέλο πολυχαρταετός είναι µονοπλακίδιο :
δηµιουργεί πλακοστρώσεις του επιπέδου. Η απόδειξή χρησιµοποίησε το σύστηµα
αντικατάστασης µε µεταπλακίδια της Ενότητας 5.2, το οποίο περιγράφεται λεπτοµε-
ϱώς στις Ενότητες 5.4 και 5.5.

Σε αυτή την ενότητα δίνεται µια πιο άµεση απόδειξη της απεριοδικότητας που
αξιοποιεί το γεγονός ότι το καπέλο ανήκει στο συνεχές Tile(a, b) που εισήχθη στην
Ενότητα 5.2. ΄Οπως σηµειώθηκε στο στην Ενότητα 5.1.3, ένα επίπεδο πλακίδιο που
δεν δηµιουργεί ισχυρά περιοδικές πλακοστρώσεις δεν µπορεί επίσης να δηµιουρ-
γεί ασθενώς περιοδικές πλακοστρώσεις. Βασιζόµενοι σε αυτό το γεγονός και στο
Θεώρηµα 5.15, το επόµενο εδραιώνει το Θεώρηµα 5.14.

Θεώρηµα 5.16. ΄Εστω T µια πλακόστρωση από το καπέλο πολυχαρταετός. Τότε η

T δεν είναι ισχυρά περιοδική.

Απόδειξη. Υποθέτουµε προς άτοπο ότι υπάρχει µια ισχυρά περιοδική πλακόστρωση
T από το καπέλο πολυχαρταετός, το οποίο περιγράφεται ως Tile(1,

√
3) στην Ενότητα

5.2.
Στη πλακόστρωση T , τα πλακίδια είναι αναγκαστικά ευθυγραµµισµένα µε µια

υποκείµενη πλακόστρωση Laves τύπου [3.4.6.4]. Αυτό το επιχείρηµα ϑεµελιώνεται
από το Λήµµα 5.19, το οποίο δείχνει ότι όλες οι πλακοστρώσεις µε το καπέλο είναι
ευθυγραµµισµένες κατ’ αυτόν τον τρόπο.

Σχήµα 5.17: Μπάλωµα της πλακόστρωσης T (κέντρο), µε τα αντίστοιχα µπαλώµατα
από T4 (αριστερά) και T8 (δεξιά).

Συστέλλοντας τις πλευρές µήκους 1 ή 2 σε µήκος 0 στη T προκύπτει µια ισχυρά
περιοδική πλακόστρωση T4 από πλακίδια τύπου «V», δηλαδή πλακίδια της µορ-
ϕής Tile(0,

√
3). Κάθε τέτοιο πλακίδιο είναι ένωση τεσσάρων ισόπλευρων τριγώνων

µε πλευρά µήκους
√

3 και έχει συνεπώς εµβαδό 3
√

3. Οµοίως, συστέλλοντας τις
πλευρές µήκους

√
3 σε µήκος 0, λαµβάνουµε µια ισχυρά περιοδική πλακόστρωση
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T8 από πλακίδια τύπου Tile (1,0), που έχουν εµβαδό 2
√

3. (Επειδή αυτή η διαδι-
κασία συστολής είναι καλώς ορισµένη γύρω από κάθε πλακίδιο, ακµή ή κορυφή,
παράγει µια συνδυαστική πλακόστρωση του επιπέδου, και µια τέτοια συνδυαστι-
κή πλακόστρωση αντιστοιχεί σε µια γεωµετρική πλακόστρωση όλου του επιπέδου·
ϐλ. [54, Λήµµα 1.1]). Το Σχήµα 5.17 (στο κέντρο) απεικονίζει ένα µπάλωµα της
πλακόστρωσης T (κέντρο), µε τα αντίστοιχα µπαλώµατα από T4 (αριστερά) και T8

(δεξιά). Αυτή η απεικόνιση των πλακιδίων σε διαφορετικά µήκη πλευρών συζητείται
λεπτοµερέστερα στην Ενότητα 5.6.

Εφόσον τόσο η T4 όσο και η T8 είναι ισχυρά περιοδικές, πρέπει να υπάρχει
µια αφινική απεικόνιση g που να δρα ως 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των συµµετριών
µεταφοράς της T4 και της T8. Υπενθυµίζεται ότι µια οµοιότητα είναι µια αφινική α-
πεικόνιση που διατηρεί το σχήµα αλλά όχι αναγκαστικά τα µήκη (δηλαδή διαστέλλει
οµοιόµορφα προς κάθε κατεύθυνση). Θα δείξουµε πρώτα ότι η g δεν είναι οµοιότητα.
΄Επειτα ϑα αποδείξουµε ότι πρέπει να είναι, οδηγούµενοι σε άτοπο.

Οι πλακοστρώσεις T ,T4 και T8 είναι συζευγµένες, µε την έννοια ότι υπάρχουν 1-
1 αντιστοιχίσεις µεταξύ των πλακιδίων τους, µε αντίστοιχα πλακίδια να ϐρίσκονται σε
αντίστοιχους προσανατολισµούς και οι µεταφορικές συµµετρίες οποιασδήποτε από
αυτές να αντιστοιχούν άµεσα σε µεταφορικές συµµετρίες των υπολοίπων. ∆ιατηρούν
επίσης στενές συνδυαστικές σχέσεις : κάθε Ϲεύγος γειτονικών πλακιδίων στην αρχι-
κή πλακόστρωση µε πολυχαρταετούς αντιστοιχεί σε γειτονικά πλακίδια και στις δύο
πλακοστρώσεις µε πολυόµινα. Η αφινική απεικόνιση g που ορίστηκε παραπάνω
µετασχηµατίζει κάθε µεταφορική συµµετρία της T4 σε αντίστοιχη µεταφορική συµ-
µετρία της T8 (µεταξύ αντίστοιχων Ϲευγών πλακιδίων). ∆εδοµένων των εµβαδών των
πλακιδίων τύπου V και κοµήτη, η g πρέπει να µεγεθύνει τα εµβαδά κατά 2/3.

Αν η g ήταν οµοιότητα, τότε ϑα µπορούσαµε να συµπεράνουµε άµεσα ότι µεγε-
ϑύνει τα µήκη σε κάθε κατεύθυνση κατά

√
2/3. Ωστόσο, µια οµοιότητα µε αυτόν

τον συντελεστή µεγέθυνσης δεν µπορεί να µετασχηµατίζει και τις µεταφορές της
T4 σε µεταφορές της T8. Ας εξετάσουµε την κανονική πλακόστρωση µε ισόπλευρα
τρίγωνα, τοποθετηµένη ώστε να περιέχει ακµή µοναδιαίου µήκους από το (0,0) στο
(1,0). Κάθε κορυφή αυτής της πλακόστρωσης δίνεται από m(1,0) + n(1/2,

√
3/2)

για ακέραιους m και n, που σηµαίνει ότι τα διανύσµατα που ενώνουν κορυφές
(συµπεριλαµβανοµένων όλων των δυνατών διανυσµάτων µεταφορικής συµµετρίας)
πρέπει να έχουν αυτή τη µορφή. Συνεπώς, κάθε απόσταση d µεταξύ δύο κορυφών
έχει τετράγωνο της µορφής m2 + mn + n2, οπότε το d2 έχει άρτιο αριθµό παρα-
γόντων 2. Εποµένως, ένας συντελεστής µεγέθυνσης

√
2 δεν είναι δυνατός µεταξύ

µεταφορών δύο τριγωνικών πλακοστρώσεων µε ίσες ακµές, και ένας συντελεστής µε-
γέθυνσης

√
2/3 δεν είναι δυνατός µεταξύ µεταφορών δύο τέτοιων πλακοστρώσεων µε

λόγο ακµών
√

3 προς 1.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι έξι µεταφορικές κλάσεις των χαρταετών εµφα-
νίζονται µε ίση συχνότητα σε κάθε ευθυγραµµισµένη πλακόστρωση µε πολυχαρταε-
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τούς, προχωρούµε τώρα στην απόδειξη ότι η g είναι οµοιότητα, γεγονός που οδηγεί
στην επιθυµητή αντίφαση.

Σχήµα 5.18: Οι τέσσερις προσανατολισµοί του καπέλου που ανήκουν στην ίδια κλάση,
καθώς και οι προερχόµενες µορφές πλακιδίων τύπου V (κέντρο) και τύπου κοµήτης
(δεξιά).

΄Ενας πολυχαρταετός είναι ένωση χαρταετών από την πλακόστρωση Laves τύπου
[3.4.6.4], και συνεπώς οι επιµέρους χαρταετοί περιορίζονται σε έξι δυνατούς προ-
σανατολισµούς. Συµβαίνει το καπέλο να χρησιµοποιεί τέσσερις από αυτούς τους
έξι προσανατολισµούς µία ϕορά, και τους άλλους δύο προσανατολισµούς (οι οποίοι
σχετίζονται µε στροφή κατά 180◦) από δύο ϕορές. Σε κάθε ευθυγραµµισµένη πλα-
κόστρωση µε καπέλα, υπάρχουν δώδεκα δυνατοί προσανατολισµοί πλακιδίων. Τα
πλακίδια µπορούν συνεπώς να διαµεριστούν σε τρεις «κλάσεις» των τεσσάρων προ-
σανατολισµών, ϐασισµένες στους προσανατολισµούς των επαναλαµβανόµενων χαρ-
ταετών τους. Το Σχήµα 5.18 (αριστερά) δείχνει τους τέσσερις προσανατολισµούς
του καπέλου που συνθέτουν µία τέτοια κλάση· εντός κάθε καπέλου, οι χαρταετοί σε
επαναλαµβανόµενους προσανατολισµούς σκιάζονται πιο σκούρα. Λόγω αυτών των
επαναλήψεων, τα καπέλα κάθε κλάσης καταλαµβάνουν τους χαρταετούς της πλα-
κόστρωσης Laves µε άνισο τρόπο, προτιµώντας δύο προσανατολισµούς χαρταετών
έναντι των άλλων τεσσάρων. Σε µία άπειρη πλακόστρωση µε καπέλα, όλοι οι προ-
σανατολισµοί χαρταετών πρέπει να εµφανίζονται µε ίση αναλογία, και έτσι για να
αποκατασταθεί η ισορροπία, η πλακόστρωση πρέπει να χρησιµοποιεί πλακίδια και
από τις τρεις κλάσεις µε ίση αναλογία (δηλαδή, σε κάθε µπάλωµα µε περίµετρο x,
η ανισορροπία στον αριθµό πολυχαρταετών µε προσανατολισµούς από οποιαδήποτε
δύο από τα σύνολα είναι O(x)). Στο Σχήµα 5.17 (κέντρο), αντίγραφα του καπέλου
στην ίδια κλάση προσανατολισµού χρωµατίζονται µε τον ίδιο τρόπο.

Στο κέντρο του Σχήµατος 5.18, συστέλλουµε τις πλευρές του καπέλου µήκους
1 και 2, οι οποίες εµφανίζονται µε µαύρο χρώµα, ώστε να σχηµατιστούν πλακίδια
τύπου V στους ίδιους προσανατολισµούς. (Το πλακίδιο τύπου V είναι συµµετρικό, ο-
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πότε δύο προσανατολισµοί του πολυχαρταετού εντός αυτών των συνόλων µπορούν να
δώσουν πανοµοιότυπα πλακίδια τύπου V. Αυτά πρέπει παρόλα αυτά να ϑεωρούνται
ως διαφορετικοί προσανατολισµοί του πλακιδίου τύπου V, σαν να υπήρχε ασύµµε-
τρη σήµανση.) ∆εξιά, συστέλλουµε τις πλευρές µήκους

√
3, οι οποίες εµφανίζονται

χρωµατισµένες, ώστε να προκύψουν πλακίδια τύπου κοµήτης. Στα Σχήµατα 5.17
και 5.19, αυτά τα πλακίδια χρωµατίζονται µε ϐάση τον προσανατολισµό, σε αντιστοι-
χία µε τα καπέλα από τα οποία προήλθαν.

Παρατηρούµε ότι δεδοµένων δύο πλευρών πλακιδίου τύπου V στην T4, το α-
ντίστοιχο διάνυσµα στην T8 µεταξύ αυτών των δύο πλευρών είναι καλά ορισµένο :
µία πλευρά πλακιδίου στην T4 αντιστοιχεί σε σηµείο του συνόρου του αντίστοιχου
πλακιδίου στην T8 (και συνεχόµενες πλευρές σε γειτονικά πλακίδια αντιστοιχούν στο
ίδιο σηµείο των συνόρων δύο γειτονικών πλακιδίων στην T8), άρα το διάνυσµα είναι
απλώς το διάνυσµα µεταξύ αυτών των αντίστοιχων σηµείων.

Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης µία πλακόστρωση T ′4, η οποία προκύπτει από την
T4 διαιρώντας κάθε πλακίδιο τύπου V σε δύο ταυτόσηµους ϱόµβους. ΄Ολα τα πλα-
κίδια τύπου V που σχετίζονται µε µία συγκεκριµένη κλάση προσανατολισµού των
καπέλων διασπώνται στους ίδιους δύο προσανατολισµούς ϱόµβων, όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα 5.18 (κέντρο). Η ισορροπία των κλάσεων προσανατολισµού στην T συνε-
πάγεται ότι οι προσανατολισµοί ϱόµβων ϑα εµφανίζονται µε ίση αναλογία στην T ′4.
(Στην πραγµατικότητα, ϐασισµένοι στις γειτνιάσεις πλακιδίων σε πλακοστρώσεις µε
καπέλα, µπορούµε να δείξουµε ότι η T ′4 είναι η πλακόστρωση Laves [3.6.3.6].)

Σχήµα 5.19: Αριστερά: Οι 1-σκώληκες στην T ′4. ∆εξιά : Οι 1-λωρίδες στην T4.

Για να δείξουµε ότι η διατηρούσα την περιοδικότητα αφινική απεικόνιση g πρέπει
να είναι οµοιότητα, και έτσι να προκύψει άτοπο, εξετάζουµε τη συµπεριφορά της g
επί των διαµερίσεων της T4 σε δοµές που ονοµάζουµε «i-λωρίδες». Οι πλευρές των
ισόπλευρων τριγώνων της κανονικής τριγωνικής πλακόστρωσης στην οποία ϐασίζο-
νται οι T4 και T ′4 ϐρίσκονται σε τρία σύνολα παραλλήλων ευθειών. Ονοµάζουµε
αυτά τα σύνολα L1,L2 και L3. Τµήµατα προς αυτές τις κατευθύνσεις χρωµατίζονται
πράσινα, κόκκινα και µπλε αντίστοιχα στα σχήµατα. Για κάθε i ∈ {1,2,3} µπο-
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ϱούµε τώρα να προσδιορίσουµε ένα σύνολο από «i-σκώληκες» στην T ′4. Πρόκειται
για ανά δύο ξένες, δύο κατευθύνσεων άπειρες ακολουθίες ϱοµβοειδών πλακιδίων,
στις οποίες τα διαδοχικά ϱοµβοειδή σε έναν σκώληκα είναι γειτονικά κατά µήκος
πλευράς παράλληλης προς τις ευθείες της Li. Το Σχήµα 5.19 (αριστερά) απεικο-
νίζει τους 1-σκώληκες στην T ′4. Σηµειώνουµε ότι οι i-σκώληκες για κάθε δεδοµένο i
καταλαµβάνουν συνολικά τα 2/3 των ϱοµβοειδών στην T ′4.

Είναι σαφές ότι οι i-σκώληκες για ένα συγκεκριµένο i δεν µπορούν να τέµνο-
νται, και οποιαδήποτε ευθεία παράλληλη προς τις ευθείες της Li διαπερνά τους i-
σκώληκες µε την ίδια σειρά όπως κάθε άλλη τέτοια ευθεία. Επιπλέον, οποιαδήποτε
συµµετρία µεταφοράς διατηρεί τόσο τους ίδιους τους i-σκώληκες όσο και τη διάταξή
τους.

Κάθε i-σκώληκας στην T ′4 ορίζει µία i-λωρίδα στην T4, αντιστοιχίζοντας κάθε
πλακίδιο τύπου V στη λωρίδα ενός εκ των ϱοµβοειδών του. Αν και τα δύο ϱοµβοειδή
ενός πλακιδίου τύπου V ανήκουν σε i-σκώληκες για κάποιο δεδοµένο i στην T ′4, τότε
αυτά πρέπει να ανήκουν στην ίδια i-λωρίδα στην T4, διότι το ευθύγραµµο τµήµα
που τα ενώνει κείται σε ευθεία της Li. Αυτή η αντιστοίχιση συνεπάγεται διαµέριση
των πλακιδίων στην T4. Το Σχήµα 5.19 (δεξιά) απεικονίζει τις 1-λωρίδες στην T4.

΄Εστω vi ένα διάνυσµα µεταξύ δύο διαδοχικών ευθειών στην Li, κάθετο σε αυτές,
επιλεγµένο έτσι ώστε οι γωνίες ανάµεσα στα vi να είναι όλες 120◦. ΄Εστω v′i διάνυσµα
κάθετο στο vi και µε µήκος 1/

√
3 ϕορές το µήκος του vi, επιλεγµένο επίσης έτσι

ώστε οι γωνίες µεταξύ των v′i να είναι όλες 120◦. Σηµειώνουµε ότι ισχύει
∑
i vi = 0

και
∑
i v′i = 0. Εξετάζοντας τις πλευρές των ϱοµβοειδών σε έναν i-σκώληκα στην

T ′4 που κείνται σε διαδοχικές ευθείες της Li, το διάνυσµα µεταξύ των µέσων αυτών
των πλευρών είναι vi ± v′i , όπου το πρόσηµο εξαρτάται από τον προσανατολισµό
του ϱοµβοειδούς. Συνεπώς, αν το διάνυσµα µεταξύ των µέσων δύο Li-παράλληλων
πλευρών ϱοµβοειδών σε έναν i-σκώληκα είναι avi + bv′i , τότε µεταξύ αυτών των δύο
πλευρών υπάρχουν (a + b)/2 ϱοµβοειδή µε έναν προσανατολισµό και (a − b)/2 µε
τον αντίθετο προσανατολισµό.

Οι συµµετρίες µεταφοράς της ισχυρά περιοδικής πλακόστρωσης T αντιστοιχούν
σε µία υποοµάδα των συµµετριών της T4′. Υπάρχουν µόνο πεπερασµένες τροχιές
ϱοµβοειδών υπό τη δράση αυτής της υποοµάδας, οπότε σε κάθε i-σκώληκα S πρέπει
να υπάρχουν δύο ϱόµβοι στην ίδια τροχιά. Η µεταφορά που απεικονίζει τον έναν
ϱόµβο στον άλλον είναι συµµετρία µεταφοράς της T4′ και εποµένως απεικονίζει
i-σκώληκες σε i-σκώληκες. Επειδή απεικονίζει την S στον εαυτό της και διατηρεί
τη σειρά των i-σκώληκων, πρέπει να απεικονίζει κάθε i-σκώληκα στον εαυτό του.
Αν αυτή η µεταφορά είναι µέσω του διανύσµατος avi + bvi′, προκύπτει ότι b = 0,
διότι διαφορετικά ϱόµβοι των δύο προσανατολισµών που απαρτίζουν αυτούς τους
i-σκώληκες ϑα εµφανίζονταν στην πλακόστρωση σε διαφορετικές αναλογίες.

΄Ετσι, για κάθε i έχουµε κάποιο ϑετικό ακέραιο ai, τέτοιο ώστε µία µεταφορά
κατά aivi να είναι συµµετρία τόσο της T4′ όσο και της T4. Στην T4, η µεταφορά

209



Κεφάλαιο 5. Απεριοδικό Μονοπλακίδιο : το Καπέλο Πολυχαρταετός

κατά αυτό το διάνυσµα πρέπει να απεικονίζει κάθε i-λωρίδα στον εαυτό της. ΄Εστω a
το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των ai. Η µεταφορά κατά avi είναι επίσης συµµετρία
της T4 που απεικονίζει κάθε i-λωρίδα στον εαυτό της.

Σχήµα 5.20: Αντιστοιχίες µεταφορών για τα πλακίδια τύπου V και κοµήτες.

Από κατασκευής, η µεταφορά κατά avi στην T4 αντιστοιχεί σε µία συµµετρία
µεταφοράς της T και συνεπώς και σε κάποια συµµετρία µεταφοράς της T8. Μπο-
ϱούµε να υπολογίσουµε τα ακριβή διανύσµατα µεταφοράς στην T που αντιστοιχούν
σε κάθε avi, µε ϐάση τα πλακίδια σε οποιαδήποτε i-λωρίδα στην T4 (ανάµεσα σε δύο
οποιεσδήποτε ευθείες της Li που συνδέονται µε µεταφορά κατά αυτό το διάνυσµα).
Κάθε τέτοια i-λωρίδα (και επιλογή ευθειών) πρέπει να παράγει το ίδιο διάνυσµα στην
T8. Το Σχήµα 5.20 δείχνει τις αντίστοιχες µεταφορές ανάµεσα σε Ϲεύγη πλευρών
από πλακίδια τύπου V, προσανατολισµένα ενδεικτικά ώστε να είναι παράλληλα µε
την L1. Για κάθε τέτοιο Ϲεύγος, πρώτα σηµειώνεται το διάνυσµα εντός του πλακιδίου
τύπου V, κατόπιν το αντίστοιχο διάνυσµα κοµήτη ανάµεσα σε σηµεία στο σύνορο του
κοµήτη, και τέλος αυτό το διάνυσµα αποσυντίθεται σε συνιστώσες παράλληλες και
κάθετες προς τις πλευρές του πλακιδίου τύπου V µεταξύ των οποίων σχεδιάζεται. Τα
αντίστοιχα καπέλα απεικονίζονται ώστε να διευκολύνεται η επαλήθευση του υπολο-
γισµού. Η στροφή, ανάκλαση ή αντιστροφή της κατεύθυνσης του διανύσµατος του
πλακιδίου τύπου V έχει το ίδιο αποτέλεσµα στο διάνυσµα του κοµήτη.

Παρατηρούµε ότι στην πρώτη περίπτωση, το διάνυσµα του κοµήτη είναι παράλ-
ληλο προς τις πλευρές µεταξύ των οποίων σχεδιάζεται το διάνυσµα του πλακιδίου
τύπου V· η δεύτερη και τρίτη περίπτωση έχουν ίσες συνιστώσες κάθετες προς αυτές
τις πλευρές. Για να είναι οι κάθετες συνιστώσες των αντίστοιχων µεταφορών στην T8

ίσες για όλες τις i-λωρίδες, πρέπει κάθε i-λωρίδα να έχει την ίδια αναλογία της δε-
ύτερης και τρίτης περίπτωσης ως προς την πρώτη. ∆εδοµένου ότι η πρώτη περίπτωση
αντιστοιχεί ακριβώς σε ένα από τα τρία σύνολα προσανατολισµών που εµφανίζονται
σε ίσες αναλογίες σε οποιαδήποτε πλακόστρωση, η πρώτη περίπτωση πρέπει να απο-
τελεί το ένα τρίτο των πλακιδίων τύπου V σε κάθε i-λωρίδα, ενώ η δεύτερη και τρίτη
περίπτωση (που αντιστοιχούν στα άλλα δύο σύνολα προσανατολισµών — αν και κα-
ϑεµία δεν αντιστοιχεί αποκλειστικά σε ένα από αυτά) πρέπει συνολικά να αποτελούν
τα δύο τρίτα των πλακιδίων τύπου V.

Τα πλακίδια τύπου V της πρώτης περίπτωσης έχουν κάθετη µεταφορά 2vi στην
T4 και µηδενική στην T8. Τα υπόλοιπα δύο τρίτα έχουν κάθετη µεταφορά vi και
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στις δύο. ΄Ετσι, αν το avi είναι περίοδος των i-λωρίδων της T4, τότε κάθε i-λωρίδα
περιέχει a/4 πλακίδια τύπου V της πρώτης περίπτωσης και a/2 στις άλλες δύο.
Αυτή η περίοδος αντιστοιχεί σε µεταφορά (a/2)vi στην T8. Εφόσον το άθροισµα των
vi για i = 1,2,3 είναι µηδέν (όπως προαναφέρθηκε), το άθροισµα των τριών κάθετων
συνιστωσών µεταφοράς στην T8 είναι επίσης µηδέν.

΄Αρα και οι παράλληλες συνιστώσες πρέπει να αθροίζουν στο µηδέν. ΄Οµως∑
i biv′i = 0 αν και µόνο αν όλα τα bi είναι ίσα· έστω ότι όλα είναι ίσα µε b. Αυτό

σηµαίνει ότι τα τρία διανύσµατα µεταφοράς στην T8 (που είναι a2 vi+bv′i ) σχηµατίζουν
γωνίες 120◦ µεταξύ τους. Σε αυτή την περίπτωση, η αφινική απεικόνιση g που δια-
τηρεί τις περιόδους πρέπει να διαστέλλει οµοιόµορφα προς όλες τις κατευθύνσεις,
και εποµένως είναι οµοιότητα. ΄Οµως, από την προηγούµενη συζήτηση γνωρίζουµε
ότι η g δεν µπορεί να είναι οµοιότητα, και έτσι καταλήγουµε σε άτοπο, αποκλείοντας
την αρχική υπόθεση ότι η T ήταν ισχυρά περιοδική. �

5.4 Συσσωµατώµατα πλακιδίων

΄Οπως συζητήθηκε στην Ενότητα 5.2, οι πλακοστρώσεις µε το καπέλο πολυχαρτα-
ετό αποτελούνται από ορισµένα συσσωµατώµατα πλακιδίων. Αυτά τα συσσωµατώµα-
τα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον ορισµό απλοποιηµένων σχηµάτων πλακι-
δίων, τα οποία αποκαλούµε µεταπλακίδια. Τα µεταπλακίδια κληρονοµούν κανόνες
ταύτισης από τα σύνορα των καπέλων που περιέχουν. Επιπλέον, µέσω ενός συνόλου
κανόνων αντικατάστασης, σχηµατίζουν µεγαλύτερα, συνδυαστικά ισοδύναµα υπερ-
πλακίδια που ενώνονται ακολουθώντας τους ίδιους κανόνες ταύτισης. Σε αυτή την
ενότητα, δίνουµε µια ιδέα για το πώς τα πλακίδια ανατίθενται σε συσσωµατώµα-
τα. Στο άρθρο [132] οι συγγραφείς δίνουν µια απόδειξη µε τη ϐοήθεια υπολογιστή
και ανάλυση κατά περίπτωση ότι αυτή η ανάθεση όντως οδηγεί στα αναφερόµενα
συσσωµατώµατα, τα οποία ενώνονται σύµφωνα µε τους δοσµένους κανόνες ταύτισης.

Τα συσσωµατώµατα και τα αντίστοιχα µεταπλακίδιά τους ϕαίνονται στο Σχήµα 5.21.
Κάθε µεταπλακίδιο είναι ένα κυρτό τριγωνικό πολυόµινο, περιγραµµένο µε πράσινο
χρώµα· τα καπέλα του προβάλλονται και το καθένα ϕέρει µοναδική ετικέτα. Η ένωση
των πολυχαρταετών σε ένα συσσωµάτωµα προσεγγίζει το σχήµα του µεταπλακιδίου,
αλλά µε ορισµένες τριγωνικές εσοχές και προεξοχές κατά µήκος του συνόρου του.
Σε δύο γωνίες του συσσωµατώµατος T και µία του P, έχει σχεδιαστεί µια επιπλέον
γραµµή από γωνία ενός πολυχαρταετού έως τη γωνία του συνόρου του τριγωνικο-
ύ πολυόµινο· η γραµµή αυτή διευκρινίζει πώς µια εσοχή σε γωνία του τριγωνικού
πολυόµινο συσχετίζεται µοναδικά µε µία από τις πλευρές του.

Τα σύνορα των τεσσάρων µεταπλακιδίων χωρίζονται σε ετικετοποιηµένα τµήµατα
από σεσηµασµένα σηµεία. Οι ετικέτες αναπαριστούν κανόνες ταύτισης που πρέπει να
τηρούνται σε πλακοστρώσεις µε τα µεταπλακίδια. Για να ικανοποιούνται οι κανόνες
ταύτισης, τα τέσσερα µεταπλακίδια πρέπει να σχηµατίζουν πλακόστρωση χρησιµο-
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Σχήµα 5.21: Τα τέσσερα συσσωµατώµατα.

ποιώντας αντίγραφα που έχουν υποστεί µόνο στροφή και όχι ανάκλαση· τα τµήµατα
πλευρών σηµειωµένα µε A+ και A− πρέπει να ενώνονται σε γειτονικά πλακίδια της
πλακόστρωσης· το ίδιο ισχύει για τα τµήµατα B+ και B−, X+ και X−, F+ και F−, και
L και L.

Θα δείξουµε στην Ενότητα 5.5 ότι κάθε πλακόστρωση µε τα µεταπλακίδια έχει δο-
µή αντικατάστασης : τα πλακίδια µπορούν να οµαδοποιηθούν (µετά από διχοτόµηση
ορισµένων πλακιδίων) σε υπερπλακίδια που ικανοποιούν συνδυαστικά ισοδύναµους
κανόνες ταύτισης.

Αυτή η διαδικασία οµαδοποίησης συνεπάγεται ότι καµία πλακόστρωση µε τα
µεταπλακίδια δεν είναι περιοδική. Επιπλέον, η δοµή αντικατάστασης επιτρέπει
στα µεταπλακίδια να πλακοστρώνουν αυθαίρετα µεγάλες περιοχές του επιπέδου,
και συνεπώς ολόκληρο το επίπεδο, πράγµα που υποδηλώνει ότι σχηµατίζουν ένα
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απεριοδικό σύνολο.
Μπορεί να αποδειχθεί µε τη ϐοήθεια υπολογιστή ότι

Θεώρηµα 5.17. Κάθε πλακόστρωση µε το καπέλο πολυχαρταετό µπορεί να διαµε-

ϱιστεί σε συσσωµατώµατα όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.21 (ή σε ανακλάσεις αυτών,

χωρίς όµως να αναµειγνύονται ανακλασµένες και µη ανακλασµένα συσσωµατώµατα),

τα οποία ικανοποιούν τους δοσµένους κανόνες αντιστοίχισης, και η προκύπτουσα πλα-

κόστρωση µε µεταπλακίδια έχει τις ίδιες συµµετρίες µε την αρχική πλακόστρωση µε

πολυχαρταετούς.

Από τη στιγµή που η παρατήρηση των σχηµάτων των συσσωµατωµάτων δείχνει
ότι κάθε πλακόστρωση µε µεταπλακίδια δηµιουργεί µία µε το καπέλο πολυχαρταετό
(για παράδειγµα, τα A+ και A− είναι ίσες και αντίθετες τροποποιήσεις του σχήµατος
µιας πλευράς και είναι συνεπείς όπου κι αν εµφανίζονται στα συσσωµατώµατα), η
διαµέριση σε συσσωµατώµατα επαρκεί ως µέρος της απόδειξης ότι το καπέλο πολυ-
χαρταετός είναι ένα απεριοδικό µονοπλακίδιο.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 5.17 είναι υποβοηθούµενη από υπολογιστή. Οι συγ-
γραφείς ορίζουν κανόνες [132, 4.1] για την απόδοση των ετικετών από το Σχήµα 5.21
στα πλακίδια κάθε πλακόστρωσης µε το καπέλο πολυχαρταετό. Αυτοί οι κανόνες α-
ποδίδουν µια ετικέτα σε ένα πλακίδιο ϐασιζόµενοι µόνο στους άµεσους γείτονές του.
Επειδή οι κανόνες δεν περιλαµβάνουν αυθαίρετες επιλογές, διατηρούν όλες τις συµ-
µετρίες της πλακόστρωσης. Αποµένει λοιπόν να δειχθεί ότι

(α) οι αποδιδόµενες ετικέτες πράγµατι δηµιουργούν διαµέριση στα συσσωµατώµα-
τα που παρουσιάζονται, και

(ϐ) τα συσσωµατώµατα γειτνιάζουν µεταξύ τους σύµφωνα µε τους κανόνες αντιστο-
ίχισης.

∆εδοµένου ότι οι κανόνες αντιστοίχισης δεν επιτρέπουν σε ένα ανακλασµένο συσσω-
µάτωµα να γειτνιάζει µε ένα µη ανακλασµένο, έπεται ότι είτε όλα τα συσσωµατώµατα
είναι ανακλασµένα είτε κανένα τους δεν είναι. Χωρίς απώλεια γενικότητας, υπο-
ϑέτουµε στην Ενότητα 5.2 ότι κανένα συσσωµατώµατα δεν είναι ανακλασµένο.

Τόσο το (α) όσο και το (ϐ) µπορούν να αποδειχθούν µέσω ανάλυσης περιπτώσε-
ων 2-µπαλωµάτων µε καπέλα. Ιδανικά, ϑα περιορίζαµε την ανάλυση µόνο στα 2-
µπαλώµατα που πράγµατι εµφανίζονται σε πλακοστρώσεις µε καπέλα. Ωστόσο, µια
τέτοια προσέγγιση δεν είναι ϱεαλιστική, καθώς προϋποθέτει προγενέστερη γνώση
του χώρου των πλακοστρώσεων που προσπαθούµε να κατανοήσουµε. Στην πράξη,
η λίστα των 2-µπαλωµάτων µπορεί να περιλαµβάνει και ψευδώς ϑετικά (δηλαδή
σχήµατα που δεν εµφανίζονται σε καµία πλακόστρωση), αρκεί η ανάλυσή µας να
δίνει έγκυρα αποτελέσµατα και για αυτά (και ϕυσικά η λίστα να περιέχει κάθε 2-
µπάλωµα που µπορεί να εµφανιστεί σε µια πλακόστρωση).
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Για τους σκοπούς της απόδειξής τους, οι συγγραφείς εργάστηκαν µε τα 188
«περιβαλλόµενα 2-µπαλώµατα»: 2-µπαλώµατα που µπορούν να περιβληθούν του-
λάχιστον µία ϕορά ακόµη ώστε να σχηµατίσουν ένα 3-µπάλωµα. ∆ηµιούργησαν
αυτό το σύνολο των 188 µπαλωµάτων υπολογιστικά. Συγκεκριµένα, τροποποίησαν
το λογισµικό του Kaplan ϐασισµένο σε SAT [80] για να απαριθµήσουν όλα τα διακρι-
τά 3-µπαλώµατα από καπέλα, και εξήγαγαν τα µοναδικά 2-µπαλώµατα στο κέντρο
τους. Επικύρωσαν αυτή τη λίστα δηµιουργώντας µια ανεξάρτητη υλοποίηση ϐασι-
σµένη σε εξαντλητική αναζήτηση µε backtracking· ο πηγαίος κώδικας αυτής της
υλοποίησης είναι διαθέσιµος µαζί µε το άρθρο τους. Αυτή η λίστα περιλαµβάνει
σίγουρα ψευδώς ϑετικά αποτελέσµατα — µία πιο εξελιγµένη ανάλυση περιπτώσεων
δείχνει ότι το πολύ 63 από τα 188 περιβαλλόµενα 2-µπαλώµατα µπορούν πράγµατι
να εµφανιστούν σε µια πλακόστρωση µε καπέλα. Ωστόσο, όλα τα 188 ικανοποιο-
ύν τις συνθήκες που δίνονται σε αυτήν την ενότητα, επιτρέποντας να εξάγουµε τα
αποτελέσµατα που χρειαζόµαστε µε απλούστερους και πιο διαφανείς αλγόριθµους.

Είναι επίσης δυνατό να αποδειχθούν οι συνθήκες (α) και (ϐ) µε µια συντοµότερη
ανάλυση περιπτώσεων που χρησιµοποιεί µόνο 1-µπαλώµατα. Ωστόσο, µια ανάλυση
ϐασισµένη σε 1-µπαλώµατα είναι πιο περίπλοκη επειδή οι κανόνες ταξινόµησης στην
Ενότητα [132, 4.1] προϋποθέτουν ότι είναι γνωστοί όλοι οι γείτονες ενός πλακιδίου.
Εποµένως, οι κανόνες αυτοί δεν µπορούν να εφαρµοστούν άµεσα στα εξωτερικά πλα-
κίδια ενός 1-µπαλώµατος, καθιστώντας αναγκαία την εργασία µε µερική πληροφορία
για το ποιες ετικέτες είναι συνεπείς µε ένα τέτοιο πλακίδιο.

Μια ανάλυση των πλακοστρώσεων ϐασισµένη στην απαρίθµηση µπαλωµάτων ε-
ξαρτάται από την υπόθεση ότι είναι αναγκαίο να εξεταστούν µόνο πλακοστρώσεις
όπου όλοι οι πολυχαρταετοί είναι ευθυγραµµισµένοι µε την ίδια υποκείµενη πλα-
κόστρωση [3.4.6.4] του Laves. Αυτή η υπόθεση δεν είναι προφανής γενικά για
πλακοστρώσεις µε πολυχαρταετούς ή άλλα πολυσχήµατα· αιτιολογείται στο [132,
Παράρτηµα Α].

Για καθένα από τα 188 περιβαλλόµενα 2-µπαλώµατα, οι κανόνες ταξινόµησης
του [132, 4.1] καθορίζουν ετικέτες για τα πλακίδια στο εσωτερικό του µπαλώµατος
(αποτελούµενο από το κεντρικό πλακίδιο και τους γείτονές του). Τότε, η συνθήκη
(α) µπορεί να αποδειχθεί επαληθεύοντας ότι όταν το κεντρικό πλακίδιο ενός µπα-
λώµατος έχει µια δοθείσα ετικέτα από ένα από τα συσσωµατώµατα που εµφανίζονται
στο Σχήµα 5.21, οι γείτονές του σε αυτό το συσσωµάτωµα εµφανίζονται µε τις σω-
στές ετικέτες στις αναµενόµενες ϑέσεις και προσανατολισµούς µέσα στο µπάλωµα.
Αυτή η διαδικασία επαλήθευσης «εντός συσσωµατώµατος» εξηγείται αναλυτικά στο
[132, 4.2]. Αντίστοιχα, στο [132, 4.3] οι συγγραφείς περιγράφουν µια διαδικασία
επαλήθευσης «µεταξύ συσσωµατωµάτων» που αποδεικνύει τη συνθήκη (ϐ). Συγκε-
κριµένα, δείχνουν ότι όταν το κεντρικό πλακίδιο ενός µπαλώµατος είναι γειτονικό µε
ένα πλακίδιο µε ετικέτα από διαφορετικό συσσωµάτωµα, η σχέση γειτνίασης είναι
συνεπής µε τα επισηµασµένα τµήµατα πλευρών που ορίζουν τους κανόνες αντιστο-
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ίχισης για τα συσσωµατώµατα. Το αναφερόµενο λογισµικό εκτελεί όλους αυτούς
τους ελέγχους στα 188 περιβαλλόµενα 2-µπαλώµατα.

5.5 Σύστηµα αντικατάστασης τεσσάρων πλακιδίων

Σχήµα 5.22: Μεταπλακίδια T, H, P και F.

Ας ϑεωρήσουµε τα τέσσερα µεταπλακίδια, µε κανόνες ταύτισης όπως στο Σχήµα
5.21, τα οποία απεικονίζονται σε αυτήν την ενότητα στη µορφή που ϕαίνεται στο
Σχήµα 5.22. Οι πλευρές A είναι κόκκινες, οι B µπλε, οι X πράσινες, οι F ϱοζ,
και οι L γκρι. Οι πλευρές σηµειώνονται µε µικρά γεωµετρικά διακοσµητικά για να
δηλώνεται το πρόσηµο (προς τα έξω στην πλευρά +, προς τα µέσα στην πλευρά −):
ισόπλευρα τρίγωνα για τις A, ηµικύκλια για τις B, κάθετα ευθύγραµµα τµήµατα
για τις X , και κοντά λοξά τµήµατα για τις F . Σηµειώνεται ότι οι πλευρές A και B
στο H έχουν αντίθετα πρόσηµα σε σχέση µε τα T, P, και F . Επίσης, σηµειώνεται
ότι τα πλακίδια σε αυτό το σύστηµα αντικατάστασης δεν επιτρέπεται να υφίστανται
ανάκλαση, παρά µόνο στροφή.

Σχήµα 5.23: ∆ιχοτόµηση των πλακιδίων P και F.

Αργότερα στη συλλογιστική που αναπτύσσεται, είναι ϐολικό να διχοτοµήσουµε
µερικά πλακίδια P και F , όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.23. Αναφερόµαστε στις πλευ-
ϱές που προκύπτουν από τη διχοτόµηση του P ως P+ (στο υπο-πλακίδιο που έχει
πλευρά B+) και P−, µε χρώµα κίτρινο και διακόσµηση µε ορθογώνιο. Οι πλευρές
από τη διχοτόµηση του F είναι G+ (στο υπο-πλακίδιο µε πλευρά B+) και G−, µε
χρώµα ϐιολετί και διακόσµηση µε αµβλυγώνιο τρίγωνο. Αναφερόµαστε επίσης στα
µισά µε πλευρά B+ ως άνω µισά, και στα υπόλοιπα ως κάτω µισά. Θα δείξουµε το
εξής :
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Θεώρηµα 5.18. Σε κάθε πλακόστρωση µε τα τέσσερα µεταπλακίδια, µετά τη διχο-

τόµηση των µεταπλακιδίων P και F όπως περιγράφηκε παραπάνω, τα µεταπλακίδια

ενώνονται ώστε να σχηµατίσουν µεγαλύτερα, συνδυαστικώς ισοδύναµα υπερπλακίδια,

σχηµατίζοντας έτσι ένα σύστηµα αντικατάστασης. Η πλακόστρωση µε τα υπερπλακίδια

έχει τις ίδιες συµµετρίες µε την πλακόστρωση µε τα µεταπλακίδια.

Η διχοτόµηση των πλακιδίων δεν είναι απολύτως απαραίτητη, καθώς οι γραµµές
διχοτόµησης µπορούν να είναι αυθαίρετες καµπύλες—και, συγκεκριµένα, µπορούν
να ακολουθούν πλήρως τη µία ή την άλλη πλευρά των πλακιδίων F ή P (διατη-
ϱώντας τα ίδια άκρα), κατανέµοντας ουσιαστικά ένα ολόκληρο πλακίδιο σε ένα από
τα δύο γειτονικά υπερπλακίδια. Ωστόσο, τα διχοτοµηµένα πλακίδια είναι χρήσιµα
για την απόδειξη ότι τα υπερπλακίδια υπακούουν σε κανόνες ταύτισης ισοδύναµους
µε αυτούς των αρχικών πλακιδίων. Συγκεκριµένα, η διχοτόµηση κάνει τις γειτνι-
άσεις µεταξύ υπερπλακιδίων να καταγράφονται σαφέστερα στα σύνορά τους, χωρίς
να ϐασίζονται σε πληροφορία για πλακίδια που προκύπτουν αναγκαστικά και δεν
ανήκουν στα υπερπλακίδια. Σε κάποιες περιπτώσεις, µπορεί να είναι χρησιµότερο
να αποδίδονται ολόκληρα πλακίδια στα υπερπλακίδια σε κάθε επίπεδο αντικατάστα-
σης, χωρίς διχοτόµηση. Για παράδειγµα, αυτά τα πλήρη πλακίδια µπορεί να είναι
πιο κατάλληλα για ανάλυση µεγεθών ή ϱυθµών ανάπτυξης συσσωµατωµάτων κατά
τη διαδικασία διόγκωσης. Αν χρειαστεί, µπορούµε να ορίσουµε µια απεικόνιση ένα
προς ένα, που διατηρεί τις συµµετρίες, µεταξύ των υπερπλακιδίων που παρουσιάζο-
νται εδώ και οποιασδήποτε εναλλακτικής επιλογής υπερπλακιδίων που αποφεύγει
τη διχοτόµηση.

Οι Υποενότητες 5.5.1 και 5.5.2 παρουσιάζουν ένα διακλαδούµενο δίκτυο περι-
πτώσεων υπό διαγραµµατική µορφή, που καταλήγει σε επιµέρους µπαλώµατα τα
οποία συναντώνται σε πλακοστρώσεις µε µεταπλακίδια. Τα διαγράµµατα ερµηνε-
ύονται ως εξής : υπάρχουν µερικά µη αριθµηµένα πλακίδια τα οποία ορίζουν την
περίπτωση που εξετάζεται, ακολουθούµενα από κάποια αριθµηµένα πλακίδια τα
οποία εξαναγκάζονται να τοποθετηθούν µε τη σειρά που υποδεικνύεται από τους
αριθµούς τους. Αν στη συνέχεια είναι αναγκαίο να γίνει διακλάδωση σε περισ-
σότερα επόµενα ϐήµατα, τότε η ϑέση στην οποία πρέπει να εξεταστούν πολλαπλές
επιλογές πλακιδίων σηµειώνεται στο διάγραµµα µε έναν γεµάτο κύκλο· και κατόπιν
παρουσιάζονται ξεχωριστά διαγράµµατα για κάθε επιλογή (στα οποία τα προηγο-
ύµενα εξαναγκασµένα πλακίδια πλέον παρουσιάζονται χωρίς αρίθµηση, ενώ τα νέα
εξαναγκασµένα πλακίδια είναι αριθµηµένα).

Η διάταξη δύο µεταπλακιδίων P που ϕαίνεται στο Σχήµα 5.24, και συµβολίζεται
ως PP, εµφανίζεται συχνά στην ανάλυση περιπτώσεων. Τα δύο γειτονικά αντίγραφα
του P, στην ίδια προσανατολισµένη ϑέση, οδηγούν σε αντίφαση: µετά την προσθήκη
των δύο εξαναγκασµένων πλακιδίων H, καµία άλλη τοποθέτηση πλακιδίου δεν είναι
εφικτή στο σηµείο που έχει σηµανθεί. Συνεπώς, όταν εντοπίζονται εξαναγκασµένα
πλακίδια, εκτός από την περίπτωση κατά την οποία υπάρχει µόνο ένα πλακίδιο που

216



5.5 Σύστηµα αντικατάστασης τεσσάρων πλακιδίων

Σχήµα 5.24: Η διάταξη δύο µεταπλακιδίων P (PP) που οδηγεί σε αντίφαση.

µπορεί να τοποθετηθεί σε συγκεκριµένη ϑέση σύµφωνα µε τους κανόνες ταύτισης,
ϑεωρούµε επίσης ότι ένα πλακίδιο είναι εξαναγκασµένο όταν η µόνη εναλλακτική
που συµβαδίζει µε τους κανόνες ταύτισης ϑα οδηγούσε στην εµφάνιση αυτής της
διάταξης PP.

5.5.1 Περιπτώσεις που αφορούν το T

Τα δύο A− σύνορα του T πρέπει να είναι γειτονικά µε το A+ σύνορο του H, ενώ
το B+ σύνορο του T µπορεί να είναι γειτονικό µε οποιοδήποτε από τα B− σύνορα του
H. Συνεπώς, υπάρχουν δύο περιπτώσεις για τη διάταξη γύρω από ένα πλακίδιο T ,
τις οποίες αποκαλούµε T1 και T2.

Σχήµα 5.25: Περιπτώσεις T1 και T2.

Μια ακολουθία συλλογισµών δείχνει ότι κάθε T σε µια πλακόστρωση πρέπει να
εµφανίζεται στην περίπτωση T1PF (Σχήµα 5.30).
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Ας εξετάσουµε τις τρεις σηµειωµένες ϑέσεις σε καθεµία από τις T1 και T2 στο
Σχήµα 5.25. Αυτές µπορούν να συµπληρωθούν είτε µε P είτε µε H. Στη µεριά του
σχήµατος όπου υπάρχουν δύο B− ακµές, στο σηµείο που υποδεικνύεται δεν µπορεί
να συµπληρωθεί µε H, γιατί τότε ϑα προέκυπτε γωνία 60◦ µεταξύ δύο B− ακµών, κάτι
που δεν µπορεί να συµπληρωθεί. ΄Αρα και οι δύο αυτές πλευρές πρέπει να έχουν P
στη σηµειωµένη ϑέση, ενώ η τρίτη πλευρά µπορεί να έχει είτε H (προσανατολισµένο
έτσι ώστε να αποφεύγεται µια τέτοια 60◦ γωνία µεταξύ δύο B− συνόρων — από εδώ και
στο εξής, όταν προκύπτει η ίδια κατάσταση, ϑεωρούµε απλώς ότι ο προσανατολισµός
του H είναι εξαναγκασµένος χωρίς περαιτέρω σχολιασµό) είτε P. Αυτό οδηγεί σε
τέσσερις περιπτώσεις, τις οποίες ονοµάζουµε T1P (Σχήµα 5.26), T2P (Σχήµα 5.27),
T1H (Σχήµα 5.28) και T2H (Σχήµα 5.29), και συνεχίζουµε σχεδιάζοντας επιπλέον
εξαναγκασµένα πλακίδια σε καθεµία από αυτές τις περιπτώσεις.

Σχήµα 5.26: Περίπτωση T1P.

Η σηµειωµένη ϑέση στο Σχήµα 5.26 µπορεί να συµπληρωθεί είτε µε F είτε µε
P, δηµιουργώντας τις περιπτώσεις που αποκαλούµε T1PF (Σχήµα 5.30) και T1PP
(Σχήµα 5.31).

Κάθε T σε πλακόστρωση πρέπει να εµφανίζεται στην περίπτωση του Σχήµατος
5.30. Η διχοτόµηση των πλακιδίων P και F σε αυτή την περίπτωση οδηγεί στο
Σχήµα 5.37, που αποκαλούµε H ′ και που συµπεριφέρεται συνδυαστικά όπως το H
(µε τα σηµειωµένα τµήµατα των πλευρών να υπακούουν στους κανόνες ταύτισης) σε
µια πλακόστρωση µαζί µε τις διαµορφώσεις T ′, P ′ και F ′.

5.5.2 Περιπτώσεις που το H δεν είναι γειτονικό του T

Κάθε H που δεν είναι γειτονικό µε ένα πλακίδιο T , πρέπει να έχει ένα πλακίδιο
P γειτονικό προς το A+ σύνορό του, ενώ τα B− σύνορα µπορεί να είναι το καθένα
γειτονικό είτε µε P είτε µε F . Αυτό οδηγεί σε τέσσερις περιπτώσεις, τις οποίες απο-
καλούµε HPP (Σχήµα 5.32), HPF (Σχήµα 5.33), HFP (Σχήµα 5.34) και HFF (Σχήµα
5.35), και συνεχίζουµε σχεδιάζοντας επιπλέον εξαναγκασµένα πλακίδια σε καθεµία
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Σχήµα 5.27: Περίπτωση T2P, απορρίπτεται επειδή εµφανίζεται PP στο σηµείο που
υποδεικνύεται.

Σχήµα 5.28: Περίπτωση T1H, απορρίπτεται επειδή εµφανίζεται PP στο σηµείο που
υποδεικνύεται.

από αυτές τις περιπτώσεις.

Στην διάταξη 5.32, η διχοτόµηση των πλακιδίων P και η αφαίρεση των εξανα-
γκασµένων πλακιδίων F δηµιουργεί τη διάταξη του Σχήµατος 5.36, την οποία απο-
καλούµε T ′ και η οποία συµπεριφέρεται συνδυαστικά όπως το T (µε τα σηµειωµένα
τµήµατα των πλευρών να υπακούουν στους κανόνες ταύτισης) σε µια πλακόστρωση
µε τα υπόλοιπα υπερπλακίδια. Παρόλο που τα εξαναγκασµένα πλακίδια F δεν πε-
ϱιλαµβάνονται στο T ′, το γεγονός ότι είναι εξαναγκασµένα ϑα χρησιµοποιηθεί στην
απόδειξη ότι τα υπερπλακίδια πρέπει να ακολουθούν τους κανόνες ταύτισης όταν
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Σχήµα 5.29: Περίπτωση T2H, απορρίπτεται επειδή εµφανίζεται PP στο σηµείο που
υποδεικνύεται.

Σχήµα 5.30: Περίπτωση T1PF.

είναι γειτονικά µεταξύ τους.

Στο Σχήµα 5.33, το νέο πλακίδιο H που προστίθεται δεν µπορεί να είναι γειτονικό
µε T . ΄Αρα πρέπει το ίδιο να ϐρίσκεται στην περίπτωση HFP (Σχήµα 5.34) ή HFF
(Σχήµα 5.35). Επειδή τα πλακίδια του αρχικού συσσωµατώµατος HPF είναι τα
ίδια εξαναγκασµένα στις δύο αυτές περιπτώσεις, αυτές καλύπτουν όλα τα πιθανά
µπαλώµατα που µπορούν να προκύψουν εδώ.

Στο Σχήµα 5.34, η διχοτόµηση όλων των πλακιδίων P και F δηµιουργεί τη δι-
άταξη του Σχήµατος 5.38, την οποία αποκαλούµε P ′ και η οποία συµπεριφέρεται
συνδυαστικά όπως το P (µε τα σηµειωµένα τµήµατα των πλευρών να υπακούουν

220



5.5 Σύστηµα αντικατάστασης τεσσάρων πλακιδίων

Σχήµα 5.31: Περίπτωση T1PP, απορρίπτεται επειδή εµφανίζεται PP στο σηµείο που
υποδεικνύεται.

Σχήµα 5.32: Περίπτωση HPP.

Σχήµα 5.33: Περίπτωση HPF.
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Σχήµα 5.34: Περίπτωση HFP.

στους κανόνες ταύτισης) σε µια πλακόστρωση µε τα υπόλοιπα υπερπλακίδια.

Σχήµα 5.35: Περίπτωση HFF.

Στο Σχήµα 5.35, η διχοτόµηση όλων των πλακιδίων P και F δηµιουργεί τη δι-
άταξη του Σχήµατος 5.39, την οποία αποκαλούµε F ′ και η οποία συµπεριφέρεται
συνδυαστικά όπως το F (µε τα σηµειωµένα τµήµατα των πλευρών να υπακούουν
στους κανόνες ταύτισης) σε µια πλακόστρωση µε τα υπόλοιπα υπερπλακίδια.

5.5.3 Τα υπερπλακίδια

Σχήµα 5.36: Υπερπλακίδιο T ′, µαζί µε το αντίστοιχο T.

Τα προηγούµενα επιχειρήµατα έχουν δείξει ότι κάθε πλακίδιο H ή T εµφανίζεται
σε µια διάταξη που αντιστοιχεί στα υπερπλακίδια T ′, H ′, P ′ ή F ′. Παρέχουµε τώρα
λεπτοµερέστερους κανόνες για την κατανοµή κάθε πλακιδίου H ή T , καθώς και
των ηµισέων κάθε διχοτοµηµένου πλακιδίου P ή F , σε συσσωµατώµατα πλακιδίων.
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Αυτή η διαδικασία εξασφαλίζει ότι κάθε πλακίδιο κατανέµεται ακριβώς σε ένα συσ-
σωµάτωµα, ότι τα συσσωµατώµατα έχουν όλα τη µορφή ενός από τα υπερπλακίδια,
και ότι όλες οι συµµετρίες της αρχικής πλακόστρωσης είναι επίσης συµµετρίες της
πλακόστρωσης µε τα υπερπλακίδια (αυτή η ιδιότητα προκύπτει άµεσα από τη µορφή
των κανόνων, οι οποίοι δεν περιλαµβάνουν αυθαίρετες επιλογές που ϑα µπορούσαν
να διαταράξουν τη συµµετρία). ΄Οπως ϕαίνεται στα Σχήµατα 5.36–5.39, επισηµα-
ίνουµε επίσης τα εκτεθειµένα σύνορα των διχοτοµηµένων πλακιδίων P και F · ϑα
δείξουµε ότι τα υπερπλακίδια τοποθετούνται το ένα δίπλα στο άλλο σύµφωνα µε τους
υποδηλούµενους κανόνες ταύτισης (A+

2 µε A−2 , B
+
2 µε B−2 , X

+
2 µε X−2 , F+

2 µε F−2 , και L2

µε L2).

Σχήµα 5.37: Υπερπλακίδιο H ′, µαζί µε το αντίστοιχο H.

Σχήµα 5.38: Υπερπλακίδιο P ′, µαζί µε το αντίστοιχο P.

Σχήµα 5.39: Υπερπλακίδιο F ′, µαζί µε το αντίστοιχο F.

Χρησιµοποιούµε τους εξής κανόνες κατανοµής για την κατασκευή συσσωµατω-
µάτων από υπερπλακίδια :
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• Κάθε πλακίδιο T κατανέµεται σε ένα υπερπλακίδιο H ′, µαζί µε όλα τα πλακίδια
H που είναι γειτονικά σε αυτό το T .

• Κάθε πλακίδιο H στην περίπτωση HPP κατανέµεται σε ένα υπερπλακίδιο T ′.

• Κάθε πλακίδιο H στην περίπτωση HFP κατανέµεται σε ένα υπερπλακίδιο P ′,
µαζί µε το πλακίδιο H στην περίπτωση HPF που ϕαίνεται στο Σχήµα 5.34.

• Κάθε πλακίδιο H στην περίπτωση HFF κατανέµεται σε ένα υπερπλακίδιο F ′,
µαζί µε το πλακίδιο H στην περίπτωση HPF που ϕαίνεται στο Σχήµα 5.35.

• Κάθε πλακίδιο H στην περίπτωση HPF έχει ήδη κατανεµηθεί σε υπερπλακίδιο
από έναν από τους δύο προηγούµενους κανόνες.

• Κάθε ήµισυ ενός πλακιδίου P και το άνω ήµισυ κάθε πλακιδίου F είναι γει-
τονικά ακριβώς σε ένα πλακίδιο H κατά µήκος του συνόρου A− ή B+, και
κατανέµονται στο ίδιο υπερπλακίδιο µε αυτό το πλακίδιο H. (Απλοποιούµε τα
Σχήµατα 5.38 και 5.39 παραλείποντας τη διχοτόµηση στο κεντρικό πλακίδιο
P.)

• Αποµένει η κατανοµή των κάτω ηµίσεων των πλακιδίων F . Κάθε τέτοιο κάτω
ήµισυ έχει ένα σύνορο X− µεταξύ ενός συνόρου L και ενός F+, και κατανέµεται
στο ίδιο υπερπλακίδιο µε το πλακίδιο H που είναι γειτονικό σε αυτό το X−. Για
να είναι αυτός ο κανόνας κατανοµής καλώς ορισµένος, πρέπει να δείξουµε ότι
το X− είναι πράγµατι γειτονικό σε ένα πλακίδιο H. Η µόνη άλλη πιθανότητα
χωρίς παραβίαση των κανόνων ταύτισης µεταπλακιδίων ϑα ήταν η διάταξη που
ϕαίνεται στο Σχήµα 5.40. Αυτή η διάταξη δεν µπορεί να προκύψει σε µια πλα-
κόστρωση µε υπερπλακίδια, διότι κανένα πλακίδιο δεν µπορεί να τοποθετηθεί
στο σηµείο που έχει σηµειωθεί.

Το σύνορο X− που αναφέρεται στον τελευταίο κανόνα κατανοµής δεν µπορεί
να είναι γειτονικό σε κανένα από τα εκτεθειµένα σύνορα X+ των πλακιδίων H στα
υπερπλακίδια T ′, P ′ ή F ′ χωρίς να παραβιαστούν οι κανόνες ταύτισης. Συνεπώς, όλα
τα κάτω ηµίσεα των πλακιδίων F είναι αυτά που εµφανίζονται στα διαγράµµατα των
µεταπλακιδίων, και έχουµε δείξει ότι η πλακόστρωση διαµερίζεται στα υπερπλακίδια.

Σχήµα 5.40: Αδύνατη γειτνίαση δύο πλακιδίων F.
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Θα δείξουµε τώρα ότι τα υπερπλακίδια πρέπει να ενώνονται µεταξύ τους σύµφωνα
µε τους υποδηλούµενους κανόνες ταύτισης. Πρώτα, εξετάζουµε τις ακµές P+ (που
εµφανίζονται στα A−2 και B−2 ) και τις ακµές P− (που εµφανίζονται στα A+

2 και B+
2 ).

Τα B−2 και A+
2 εµφανίζονται µόνο στο H ′, όπου οι ακµές P+ και P− δεν µπορούν να

συναντηθούν χωρίς να τέµνονται πλακίδια. ΄Αρα, το B−2 µπορεί να ενωθεί µόνο µε B+
2

και το A+
2 µόνο µε A−2 .

Στη συνέχεια, δείχνουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο: το A−2 µπορεί να ενωθεί
µόνο µε A+

2 και το B+
2 µόνο µε B−2 . Για να οδηγηθούµε σε άτοπο, ας υποθέσουµε

ότι ενώνονται οι ακµές P+ και P− κάποιων A−2 και B+
2 . Αν το B+

2 προέρχεται από
υπερπλακίδιο P ′, τότε το σύνορο P− τέµνει το πλακίδιο 5 στην περίπτωση HFP. Τα
γειτονικά πλακίδια 5 και 1 στη διάταξη αυτή έχουν και τα δύο σύνορα B+, τα οποία
πρέπει να γειτνιάζουν µε πλακίδια H. Αυτά τα πλακίδια H είναι γειτονικά µεταξύ
τους, τοποθετώντας αυτή τη διάταξη εντός ενός υπερπλακιδίου H ′, το οποίο δεν δια-
ϑέτει ακµή A−2 . Το ίδιο επιχείρηµα ισχύει και για την περίπτωση υπερπλακιδίου F ′,
εξετάζοντας τα πλακίδια 6 και 2 στην περίπτωση HFF . Αν το P+ σε ένα A−2 από P ′

ενωθεί µε B+
2 , τότε εφαρµόζεται ανάλογο επιχείρηµα (εξετάζοντας το πλακίδιο 2 και

ένα γειτονικό µη αριθµηµένο πλακίδιο στην περίπτωση HFP). ΄Αρα η µόνη εναπο-
µένουσα περίπτωση ϑα ήταν αν και τα δύο σύνορα προέρχονται από υπερπλακίδιο
T ′, όµως αυτή η πιθανότητα είναι ασύµβατη µε τα πλακίδια F που εξαναγκάζονται
στην περίπτωση HPP.

Λαµβάνοντας υπόψη ότι τα A+
2 , A

−
2 , B

+
2 και B−2 πρέπει να υπακούουν στους κανόνες

ταύτισης των υπερπλακιδίων, παρατηρούµε ότι οι µόνες ακµές µεταπλακιδίων X+

και X− στα σύνορα των µεταπλακιδίων που δεν αποτελούν µέρος των A+
2 , A

−
2 , B

+
2

ή B−2 είναι εκείνες που αποτελούν µέρος των F+
2 και F−2 . Συνεπώς, τα F+

2 και F−2
πρέπει επίσης να ενώνονται µεταξύ τους. Οι µόνες ακµές µεταπλακιδίων G+ και
G− που δεν έχουν ακόµη ταυτιστεί είναι εκείνες που σχηµατίζουν οι ακµές X−2 και
X+

2 των υπερπλακιδίων, που σηµαίνει ότι και αυτές πρέπει να ταιριάξουν. Τέλος, οι
εναποµείνασες ακµές L σχηµατίζουν το L2, το οποίο επίσης πρέπει να ταυτίζεται.

Για να δείξουµε ότι τα υπερπλακίδια είναι πλήρως συνδυαστικά ισοδύναµα µε τα
αρχικά πλακίδια, πρέπει να ελεγχθεί ακόµη κάτι : ότι οι ίδιες συνδυαστικές διατάξεις
υπερπλακιδίων ταιριάζουν στις κορυφές, όπως οι αντίστοιχες διατάξεις των πλακι-
δίων. Κάθε υπερπλακίδιο έχει σχεδιαστεί µαζί µε ένα αντίγραφο του αντίστοιχου
πλακιδίου, στον αντίστοιχο προσανατολισµό. Παρατηρούµε ότι αν πάρουµε οποια-
δήποτε κλάση ακµών των µεταπλακιδίων, περιλαµβάνοντας και τις δύο πλευρές της
κάθε ακµής (για παράδειγµα, A+ και A−), και πάρουµε οποιοδήποτε ευθύγραµµο
τµήµα στις αντίστοιχες ακµές των υπερπλακιδίων, η (κατευθυνόµενη) γωνία µεταξύ
των (κατευθυνόµενων) ακµών στο πλακίδιο και στο υπερπλακίδιο είναι σταθερή σε
όλα τα διαγράµµατα.

Αυτή η σταθερότητα των γωνιών µεταξύ ακµών των µεταπλακιδίων και των υπερ-
πλακιδίων σηµαίνει ότι οι γωνίες στις κορυφές των υπερπλακιδίων γύρω από ένα

225



Κεφάλαιο 5. Απεριοδικό Μονοπλακίδιο : το Καπέλο Πολυχαρταετός

σηµείο, κάθε διαδοχικό Ϲεύγος των οποίων έχει ταυτιζόµενες πλευρές, αθροίζονται
στο ίδιο ποσό µε τις αντίστοιχες γωνίες για τα αντίστοιχα µεταπλακίδια (µια γωνία σε
κορυφή υπερπλακιδίου ισούται µε τη γωνία στην αντίστοιχη κορυφή του µεταπλακι-
δίου, συν τη διαφορά µεταξύ των γωνιών µεταπλακιδίου–υπερπλακιδίου για τις δύο
πλευρές, και αυτές οι διαφορές αλληλοαναιρούνται όταν αθροίζονται γύρω από το
σηµείο).

Τα υπερπλακίδια είναι εποµένως συνδυαστικά ισοδύναµα µε τα µεταπλακίδια,
και έτσι τα παραπάνω επιχειρήµατα εφαρµόζονται επαγωγικά ώστε να διασφαλίζε-
ται ότι η σύνθεση των πλακιδίων σε υπερπλακίδια µπορεί να εφαρµοστεί n ϕορές
για κάθε n. ∆εδοµένου ότι η ακτίνα µιας µπάλας που περικλείεται στα υπερπλα-
κίδια τείνει στο άπειρο µε το n (γεγονός που δεν εξαρτάται από τη γεωµετρία που
χρησιµοποιείται για τη διχοτόµηση των µεταπλακιδίων P και F , αλλά που µπορεί
να αποδειχθεί ευκολότερα µε εναλλακτικά υπερπλακίδια που αποφεύγουν τη δι-
χοτόµηση), και οι πλακοστρώσεις µε υπερπλακίδια έχουν όλες τις συµµετρίες της
αρχικής πλακοστρώσεως, προκύπτει ότι η αρχική πλακόστρωση δεν µπορεί να έχει
µια µεταφορά ως συµµετρία. Επιπλέον, η δοµή αντικατάστασης συνεπάγεται ότι τα
µεταπλακίδια επιστρώνουν αυθαίρετα µεγάλες πεπερασµένες περιοχές του επιπέδου,
και άρα ολόκληρο το επίπεδο.

Λόγω της αντιστοιχίας που διατηρεί τις συµµετρίες µεταξύ πλακοστρώσεων µε
µεταπλακίδια και πλακοστρώσεων µε καπέλα πολυχαρταετούς, ολοκληρώσαµε την
απόδειξη του Θεωρήµατος 5.15.

5.6 Μια οικογένεια απεριοδικών µονοπλακιδίων

Στις προηγούµενες ενότητες, δείξαµε ότι το καπέλο πολυχαρταετός είναι ένα απε-
ϱιοδικό µονοπλακίδιο. Αυτός ο πολυχαρταετός σχηµατίζεται από οκτώ χαρταετούς
της πλακόστρωσης Laves τύπου [3.4.6.4]. Οµοίως, ο πολυχαρταετός τύπου χελώνα,
ο οποίος σχηµατίζεται από δέκα χαρταετούς και παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.41, εί-
ναι επίσης απεριοδικός. ΄Εχει επαληθευτεί µέσω υπολογιστικής αναζήτησης ότι δεν
υπάρχουν άλλα απεριοδικά n-πλακίδια για n 6 24.

Αυτοί οι δύο απεριοδικοί πολυχαρταετοί είναι παραδείγµατα µιας οικογένειας
απεριοδικών µονοπλακιδίων, που όλα τα µέλη της οικογένειας έχουν συνδυαστικώς
ισοδύναµο σύνολο πλακοστρώσεων και καθορίζονται από την επιλογή δύο µηκών
πλευρών.

Το καπέλο πολυχαρταετός έχει πλευρές µήκους 1, 2 και
√

3· για τους σκοπούς
αυτής της ενότητας, ϑεωρούµε την πλευρά µήκους 2 ως δύο διαδοχικές πλευρές
µήκους 1 µε γωνία 180◦ µεταξύ τους. Το πλακίδιο του Σχήµατος 5.41 έχει ίδιες
γωνίες, αλλά τα µήκη πλευρών 1 και

√
3 είναι αντιστραµµένα.

΄Εστω a και b µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί, όχι και οι δύο µηδέν, και
αν a , 0 έστω r = b/a. Ορίζουµε το Tile(a, b) ως το πολύγωνο που προκύπτει
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Σχήµα 5.41: ΄Ενα απεριοδικό δεκάπλευρο πλακίδιο τύπου χελώνα.

αντικαθιστώντας τις πλευρές µήκους 1 του καπέλου µε πλευρές µήκους a (τις οποίες
αποκαλούµε 1-πλευρές) και τις πλευρές µήκους

√
3 µε πλευρές µήκους b (τις οποίες

αποκαλούµε r-πλευρές). ΄Ετσι, το καπέλο είναι το Tile(1,
√

3) και το πλακίδιο τύπου
χελώνα είναι το Tile(

√
3,1). Αυτή η διαδικασία παράγει µια κλειστή καµπύλη (καθώς

τα διανύσµατα των 1-πλευρών και των r-πλευρών αθροίζονται σε 0), η οποία εύκολα
µπορεί να δειχθεί ότι δεν έχει αυτοτοµές. Το σχήµα είναι ένα 13-γωνο (ή λιγότερων
πλευρών αν a ή b είναι µηδέν), το οποίο όµως ϑεωρείται ως 14-γωνο για τους σκοπούς
αυτής της ενότητας. Το εµβαδόν του Tile (a, b) είναι

√
3
(
2a2 +

√
3ab + b2

)
.

Για µη µηδενικό a, η τιµή του r καθορίζει το πλακίδιο µέχρι οµοιότητα. Α-
ναγνωρίζοντας αυτές τις κλάσεις οµοιότητας, γράφουµε Tile(r) ως συντοµογραφία
του Tile(1, r). Θα δείξουµε ότι αυτό το πλακίδιο είναι απεριοδικό για κάθε ϑετικό
r , 1. Μάλιστα, τα Tile(1, k

√
3) και Tile(k

√
3,1) είναι πολυχαρταετοί για κάθε

περιττό ϑετικό ακέραιο k, πράγµα που σηµαίνει ότι αυτό το συνεχές σύνολο απε-
ϱιοδικών µονοπλακιδίων περιέχει µια αριθµήσιµη άπειρη οικογένεια απεριοδικών
πολυχαρταετών.

Σχήµα 5.42: Περιοδική πλακόστρωση µε το Tile (1,1).

Ορίζουµε µια έννοια συνδυαστικής ισοδυναµίας µεταξύ πλακοστρώσεων µε τα
συγκεκριµένα πλακίδια, για δύο ϑετικές τιµές των r, ως εξής :

Ορισµός 5.54. ∆ύο πλακοστρώσεις είναι συνδυαστικά ισοδύναµες αν υπάρχει

• µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των πλακιδίων τους και
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• µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των µέγιστων ευθύγραµµων τµηµάτων στις ενώσεις

των συνόρων των πλακιδίων,

τέτοιες ώστε

• τα αντίστοιχα πλακίδια και ευθύγραµµα τµήµατα στις δύο πλακοστρώσεις να

έχουν τον ίδιο προσανατολισµό,

• τα αντίστοιχα πλακίδια να ενώνονται στα αντίστοιχα ευθύγραµµα τµήµατα από

την ίδια πλευρά αυτών των τµηµάτων και

• τα αντίστοιχα πλακίδια στις αντίστοιχες πλευρές των αντίστοιχων ευθυγράµµων

τµηµάτων να εµφανίζονται µε την ίδια σειρά κατά µήκος αυτών των τµηµάτων.

΄Ολες οι εσωτερικές γωνίες του πλακιδίου είναι τουλάχιστον ορθές, και κανένα
Ϲεύγος ορθών γωνιών δεν εµφανίζεται διαδοχικά, άρα κάθε µέγιστο ευθύγραµµο
τµήµα έχει το πολύ δύο πλευρές πλακιδίων σε κάθε πλευρά του (και συγκεκριµένα
είναι πεπερασµένο).

Αποδεικνύουµε το εξής :

Θεώρηµα 5.19. ΄Εστω r , 1 και r ′ , 1 ϑετικοί. Τότε υπάρχει µια 1-1 αντιστοιχία

µεταξύ συνδυαστικά ισοδύναµων πλακοστρώσεων για το Tile(r) και το Tile (r ′), η οποία

δίνεται µεταβάλλοντας τα µήκη όλων των r-πλευρών από r σε r ′, διατηρώντας τις

γωνίες, τους προσανατολισµούς και τις γειτνιάσεις στα µέγιστα ευθύγραµµα τµήµατα.

Απόδειξη. ΄Εστω αρχικά ότι το r είναι άρρητος αριθµός. Αν ένα µέγιστο ευθύγραµµο
τµήµα στο ενωµένο σύνορο των πλακιδίων έχει p 1-πλευρές και q r-πλευρές στη µία
πλευρά του ευθυγράµµου τµήµατος, τότε έχει επίσης p 1-πλευρές και q r-πλευρές
στην άλλη πλευρά του ευθυγράµµου τµήµατος. Επειδή κάθε µέγιστο ευθύγραµµο
τµήµα έχει το πολύ δύο πλευρές πλακιδίων σε κάθε πλευρά του, το ίδιο επιχείρηµα
ισχύει και για κάθε ϱητό r, εκτός ίσως από τις τιµές 1

2 , 1 και 2.
Αν r = 2, υπάρχει η επιπλέον δυνατότητα δύο 1-πλευρές να ευθυγραµµίζονται

µε µία r-πλευρά. ΄Οταν υπάρχουν δύο διαδοχικές 1-πλευρές στη µία πλευρά µιας
ευθείας, µε 90◦ γωνίες των δύο πλακιδίων µεταξύ αυτών των πλευρών (ή µια 180◦

γωνία ενός πλακιδίου), τα άλλα άκρα αυτών των πλευρών έχουν γωνίες 120◦ ή 240◦.
΄Οµως, για κάθε r-πλευρά, η µία γωνία είναι 90◦ ή 270◦, και οι γωνίες του πλακιδίου
δεν επιτρέπουν την εµφάνιση 120◦ ή 240◦ στην ίδια κορυφή µιας πλακόστρωσης µαζί
µε 90◦ ή 270◦.

Παροµοίως, στην περίπτωση r = 1
2 , η µόνη επιπλέον δυνατότητα είναι ότι δύο

r-πλευρές ευθυγραµµίζονται µε µία 1-πλευρά. Οι εξωτερικές γωνίες των δύο r-
πλευρών έχουν µέτρα 120◦ ή 240◦, ενώ µία από τις γωνίες κάθε 1-πλευράς έχει
µέτρο 90◦,180◦ ή 270◦, και αυτές δεν µπορούν να εµφανίζονται στην ίδια κορυφή.

Συνεπώς, για κάθε ϑετικό r , 1, έχουµε δείξει ότι αν ένα µέγιστο ευθύγραµµο
τµήµα στο ενωµένο σύνορο των πλακιδίων έχει p 1-πλευρές και q r-πλευρές από
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τη µία πλευρά του, τότε έχει επίσης p 1-πλευρές και q r-πλευρές και από την άλ-
λη πλευρά του ευθύγραµµου τµήµατος. Μπορούµε πλέον να κατασκευάσουµε την
επιθυµητή αντιστοιχία. Επειδή τα διανύσµατα των πλευρών γύρω από κάθε πλα-
κίδιο αθροίζονται στο µηδέν, και οι πλευρές των πλακιδίων και στις δύο πλευρές
ενός µέγιστου ευθύγραµµου τµήµατος έχουν το ίδιο συνολικό µήκος, η διαδικασία
που περιγράφηκε µετατρέπει µία πλακόστρωση µε Tile(r) σε µία πλακόστρωση µε
Tile(r ′) που είναι συνδυαστικώς ισοδύναµη [54, Λήµµα 1.1]. (Αυτό το επιχείρηµα
ϐασίζεται στο γεγονός ότι το επίπεδο είναι απλά συνεκτικό. Μια πλακόστρωση µε
Tile(r) σε περιοχή µε τρύπα που δεν µπορεί να καλυφθεί µε πλακίδια ίσως να µην
µπορεί να µετατραπεί σε πλακόστρωση µε Tile(r ′) της ίδιας περιοχής µε συνδυαστι-
κώς ισοδύναµη τρύπα. Πράγµατι, για ορισµένα διανύσµατα που ορίζουν τις πλευρές
της τρύπας, µπορεί να µην υπάρχει καµία συνδυαστικώς ισοδύναµη τρύπα αν τα
διανύσµατα των 1-πλευρών της τρύπας δεν αθροίζονται στο µηδέν.)

΄Οπως ϕαίνεται στο Λήµµα 5.19, όλες οι πλακοστρώσεις µε Tile(
√

3) είναι ευθυ-
γραµµισµένες µε µία υποκείµενη πλακόστρωση Laves τύπου [3.4.6.4], οπότε κάθε
µέγιστο ευθύγραµµο τµήµα αποτελείται µόνο από 1-πλευρές ή µόνο από r-πλευρές.

Τέλος, το Tile(1) —ή γενικότερα το Tile(a, a)— δεν είναι απεριοδικό, όπως ϕαί-
νεται από την περιοδική πλακόστρωση στο Σχήµα 5.42. Τα τριγωνικά πολυόµινα
Tile(a,0) και Tile(0, b) επίσης δεν είναι απεριοδικά. Μια πλακόστρωση µε Tile(r) για
ϑετικό r , 1 µπορεί ακόµα να απεικονιστεί σε αντίστοιχη πλακόστρωση µε Tile(a, a),
Tile(a,0) ή Tile(0, b) ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω, αλ-
λά η απεικόνιση δεν είναι 1-1. �

5.7 Συµπεράσµατα

Παρουσιάστηκε ένα einstein, ο πρώτος τοπολογικός δίσκος που πλακοστρώνει
απεριοδικά το ευκλείδιο επίπεδο χωρίς πρόσθετους περιορισµούς ή κανόνες αντι-
στοίχισης. Το καπέλο πολυχαρταετός είναι στην πραγµατικότητα µέλος µιας συνε-
χούς οικογένειας απεριοδικών µονοπλακιδίων που δηµιουργούν ταυτόσηµες (από
πλευράς συνδυαστικής) πλακοστρώσεις. Το καπέλο εξαναγκάζει πλακοστρώσεις µε
ιεραρχική δοµή, όπως συµβαίνει και µε πολλά άλλα απεριοδικά σύνολα πλακιδίων
στο επίπεδο· ωστόσο, µια νέα µέθοδος που παρουσιάζεται στην Ενότητα 5.3 επαρκεί
για να αποδείξει την απουσία περιοδικών πλακοστρώσεων, χωρίς την ανάγκη της
ιεραρχικής δοµής, πέρα από την επίδειξη της ύπαρξης µιας πλακόστρωσης.

Το σύστηµα αντικατάστασης που παρουσιάστηκε ικανοποιεί τις σχετικά ήπιες
συνθήκες που απαιτούνται ώστε να εξασφαλιστεί ένα υπεραριθµήσιµο πλήθος συν-
δυαστικά διακεκριµένων πλακοστρώσεων, όλες ιεραρχικές [126, 7.6.2]. Ωστόσο,
δεν δηµιουργείται κάθε πλακόστρωση µε καπέλα αποκλειστικά µέσω αντικατάστα-
σης. ΄Οπως µε το απεριοδικό σύνολο έξι σχηµάτων του Robinson, είναι κατανοητό
τα καπέλα να πλακοστρώνουν άπειρους τοµείς του επιπέδου, οι οποίοι ϑα µπορο-
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ύσαν κατόπιν να συνδυαστούν σε πλακοστρώσεις µε άπειρες «γραµµές ϱήξης», που
ϐρίσκονται στα σύνορα υπερπλακιδίων σε όλα τα επίπεδα. Μελλοντική εργασία
πρέπει να εξετάσει τη δυνατότητα πλακοστρώσεων µε γραµµές ϱήξης, ως µέρος του
χαρακτηρισµού του πλήρους χώρου των πλακοστρώσεων µε καπέλα. Συγκεκριµένα,
πρέπει να διαπιστωθεί αν κάθε πεπερασµένο µπάλωµα που εµφανίζεται σε κάποια
πλακόστρωση µε καπέλα πρέπει να εµφανίζεται άπειρες ϕορές σε όλες τις πλακο-
στρώσεις, ή αν υπάρχουν µπαλώµατα που εµφανίζονται µόνο σε γραµµές ϱήξης και
όχι στο εσωτερικό ενός υπερπλακιδίου.

Το καπέλο είναι ένα µη κυρτό πολύγωνο µε 13 πλευρές. ΄Ενα κυρτό πολύγωνο
δεν µπορεί να είναι απεριοδικό µονοπλακίδιο, και όλα τα µη κυρτά τετράπλευρα
µπορούν εύκολα να αποδειχθούν ότι πλακοστρώνουν περιοδικά. Εποµένως, ως προς
τον αριθµό πλευρών, το «απλούστερο» απεριοδικό n-γωνο πρέπει να έχει 5 6 n 6
13. Μελλοντική έρευνα µπορεί να µειώσει αυτό το εύρος, είτε ανακαλύπτοντας
απεριοδικά n-γωνα για n < 13, είτε αποκλείοντας την ύπαρξή τους για n > 5.

Οι πλακοστρώσεις µε το καπέλο περιλαµβάνουν αναγκαστικά τόσο πλακίδια µε
ανάκλαση όσο και χωρίς. Μπορεί εποµένως κανείς δικαίως να αναρωτηθεί αν υ-
πάρχει κάποιο απεριοδικό µονοπλακίδιο για το οποίο δεν απαιτούνται ανακλάσεις,
είτε επειδή το πλακίδιο έχει αµφιπλευρική συµµετρία είτε επειδή καλύπτει το επίπε-
δο χρησιµοποιώντας µόνο µεταφορές και στροφές. Σε επόµενη εργασία [133], οι
ίδιοι συγγραφείς δείχνουν ότι το Tile (1,1) είναι τέτοιο πλακίδιο, αν το σύνορό του
τροποποιηθεί ώστε να αποκλείσει τη χρήση ανακλάσεων.

Σχήµα 5.43: Το 14-πλευρο πολύγωνο Tile (1,1)

Στο Σχήµα 5.43 στα αριστερά, είναι ένα ασθενώς απεριοδικό µονοπλακίδιο : αν
επιβληθεί απαγόρευση των πλακοστρώσεων που συνδυάζουν ανακλασµένα και µη
ανακλασµένα πλακίδια, τότε αυτό δηµιουργεί µόνο µη περιοδικές πλακοστρώσεις.
Τροποποιώντας τις ακµές του, όπως ϕαίνεται στο κέντρο και δεξιά για παράδειγµα,
προκύπτουν ισχυρώς απεριοδικά µονοπλακίδια που ονοµάζεται «ϕάντασµα», το ο-
ποίο δηµιουργεί µόνο µη περιοδικές πλακοστρώσεις ακόµη και όταν επιτρέπονται
οι ανακλάσεις.
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Σχήµα 5.44: ΄Ενα µπάλωµα από µια µη περιοδική πλακόστρωση µε ϕαντάσµατα

Στο Σχήµα 5.44 στα αριστερά, τα πλακίδια σχεδιάζονται ως αντίγραφα του Tile (1,1)
και τα παχιά περιγράµµατα δείχνουν την ιεραρχία των υπερπλακιδίων στα οποία α-
ποδεικνύεται ότι ανήκουν αυτά τα πλακίδια. Στα δεξιά, τα σύνορα των πλακιδίων
έχουν τροποποιηθεί µε τρόπο παρόµοιο µε το Σχήµα 5.43 (δεξιά).

Ανοικτά Ερωτήµατα. Η εύρεση ενός τέτοιου µονοπλακιδίου επεκτείνει τα όρια της

πολυπλοκότητας που είναι γνωστό ότι µπορούν να επιτευχθούν µέσω της συµπεριφοράς

πλακόστρωσης ενός µοναδικού κλειστού τοπολογικού δίσκου. ∆εν επιλύει, ωστόσο,

άλλα αναπάντητα ερωτήµατα σχετικά µε αυτή την πολυπλοκότητα. Για παράδειγµα,

όλα τα ακόλουθα ερωτήµατα παραµένουν ανοικτά.

• Είναι οι αριθµοί Heesch µη ϕραγµένοι ; ∆ηλαδή, υπάρχει για κάθε ϕυσικό n ένας

τοπολογικός δίσκος που δεν πλακοστρώνει το επίπεδο και έχει αριθµό Heesch

τουλάχιστον n; Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει άνω ϕράγµα για τους αριθµούς

Heesch.

• Είναι οι ισοεδρικοί αριθµοί µη ϕραγµένοι ; ∆ηλαδή, υπάρχει για κάθε ϕυσικό

n ένας τοπολογικός δίσκος που πλακοστρώνει περιοδικά το επίπεδο, αλλά δη-

µιουργεί µόνο πλακοστρώσεις µε τουλάχιστον n κλάσεις µεταθετικότητας ; Και

εδώ υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει άνω ϕράγµα. Αν απαλειφθεί η απαίτηση της

περιοδικότητας, τότε το καπέλο πολυχαρταετός απαιτεί άπειρες κλάσεις µετα-

ϑετικότητας σε οποιαδήποτε πλακόστρωση. Ο Socolar [136] έδειξε ότι αν δεν

απαιτείται το πλακίδιο να είναι κλειστός τοπολογικός δίσκος, τότε υπάρχουν

πλακίδια µε κάθε ϑετικό ισοεδρικό αριθµό.

• Είναι υπολογιστικά µη αποκρίσιµο αν ένα πολύγωνο (ή γενικότερα ένα ενιαίο
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πλακίδιο στο επίπεδο) δηµιουργεί µια πλακόστρωση ; Και εδώ είναι εύλογο να

υποθέσουµε καταφατική απάντηση, η οποία επίσης ϑα σήµαινε ότι οι αριθµοί

Heesch είναι µη ϕραγµένοι. Οι Greenfeld και Tao [57, 58] απέδειξαν την µη

αποκρισιµίτητα σε πιο γενικό πλαίσιο. Για σύνολα πλακιδίων στο επίπεδο, ο

Ollinger [109] απέδειξε την µη αποκρισιµότητα για σύνολα πέντε πολυόµινο.

• Είναι υπολογιστικά µη αποκρίσιµο αν ένα πολύγωνο (ή γενικότερα ένα ενιαίο

πλακίδιο στο επίπεδο) δηµιουργεί περιοδική πλακόστρωση ; Και εδώ είναι εύλογο

να υποθέσουµε καταφατική απάντηση. Μια τέτοια απάντηση ϑα σήµαινε ότι οι

ισοεδρικοί αριθµοί είναι µη ϕραγµένοι.

Αν και έχει δωθεί µια περιγραφή των πλακοστρώσεων µε το καπέλο πολυχαρταε-
τό και τα συγγενικά πλακίδια που περιγράφονται εδώ (όλες αυτές οι πλακοστρώσεις
προκύπτουν από το σύστηµα αντικατάστασης της Ενότητας 5.5, όπως εφαρµόζεται
στα συσσωµατώµατα πλακιδίων της Ενότητας 5.4, µε την επιφύλαξη της δυνατότη-
τας πλακοστρώσεων µε γραµµές ασυνέχειας, όπου κάθε τοµέας παράγεται µέσω του
συστήµατος αντικατάστασης), υπάρχουν διάφορες ανεπίσηµες παρατηρήσεις στην
Ενότητα 5.2 που δεν έχουν πλήρως διερευνηθεί ή διατυπωθεί µε ακρίβεια. Αυτές οι
παρατηρήσεις ϑα µπορούσαν να αποτελέσουν αφετηρία για µελλοντική διερεύνηση
των πλακιδίων που περιγράφονται εδώ και των πλακοστρώσεών τους, των µεταπλα-
κιδίων που χρησιµοποιούνται στην ταξινόµηση των πλακοστρώσεων µε το καπέλο
πολυχαρταετό, καθώς και άλλων σχετικών πλακοστρώσεων αντικατάστασης.

Η προσέγγιση που παρουσιάζεται στην Ενότητα 5.3, δηλαδή η σύζευξη δύο χω-
ϱιστών πλακοστρώσεων προκειµένου να δείξουµε ότι µια τρίτη πλακόστρωση δεν
µπορεί να είναι περιοδική, αποτελεί έναν νέο τρόπο απόδειξης ότι ένα σύνολο πλα-
κιδίων είναι απεριοδικό. Θα άξιζε να διερευνηθεί κατά πόσο αυτή η µέθοδος µπορεί
να εφαρµοστεί σε άλλα συµφραζόµενα. Ειδικότερα, οι πολυχαρταετοί (και γενικότε-
ϱα τα πολυ-[4.6.12]-πλακίδια) ενδέχεται να είναι εξαιρετικά κατάλληλα για αυτόν
τον τύπο απόδειξης, επειδή οι πλευρές τους ϐρίσκονται σε ευθείες γραµµές που α-
νήκουν σε δύο κανονικές πλακοστρώσεις µε τρίγωνα. Η µέθοδος αυτή ενδέχεται
επίσης να µπορεί να εφαρµοστεί και σε ορισµένα πολυ-[4.8.8]-πλακίδια. Αυτού του
τύπου η απόδειξη µπορεί να συµβάλει στην εξήγηση του γιατί οι µικροί πολυχαρτα-
ετοί αποδείχθηκαν απεριοδικοί, ενώ τα πολυόµινο, τα τριγωνικά πολυόµινο και τα
εξαγωνικά πολυόµινο υψηλής τάξης δεν απέδωσαν κανένα einstein. Ωστόσο, όπως
σηµειώθηκε στην Ενότητα 5.6, έρευνες στους πολυχαρταετούς δεν έχουν εντοπίσει
άλλες απεριοδικές περιπτώσεις πέραν της οικογένειας που περιγράφεται στο παρόν
κεφάλαιο.
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Παραρτήµατα
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Παράρτηµα Αʹ

Κώδικας που χρησιµοποιήθηκε

Αʹ.1 Τυχαίο πολύεδρο σε ελλειψοειδές

1 (*Number of vertices*)

2 n = 500;

3

4 (*Define ellipsoid parameters*)

5 ellipsoid = Ellipsoid[{0, 0, 0}, {3, 4, 5}];

6

7 (*Generate random points on the surface of the ellipsoid*)

8 points = RandomPoint[ellipsoid, n];

9

10 (*Create a convex hull from the points*)

11 convexHull = ConvexHullMesh[points];

12

13 (*Get the triangles from the convex hull*)

14 triangles = MeshPrimitives[convexHull, 2];

15

16 (*Extract the net coordinates from the MeshRegion*)

17 netCoordinates = MeshCoordinates[convexHull];

18

19 (*Create a Graphics object to visualize the net*)

20 netGraphics = Graphics3D[{EdgeForm[Black], LightGray, Opacity[0.8], triangles},

Boxed -> False, ImageSize -> Large];

21

22 (*Display the net visualization*)

23 Show[netGraphics]
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Παράρτηµα Βʹ

Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.1: Τάφος Προφήτη ∆ανιήλ, Σούσα, Ιράν, 14ος αι.[12]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

(αʹ) [10]

(ϐʹ) [9]

(γʹ) [9]

Εικόνα Βʹ.2: Πλακοστρωµένες αίθουσες, Παλάτι Αλάµπρας, Ανδαλουσία, Ισπανία,
13ος αι.
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(αʹ) [11]

(ϐʹ) [10]

(γʹ) [9]

Εικόνα Βʹ.3: Πλακοστρώσεις (λεπτοµέρεια), Παλάτι Αλάµπρας, Ανδαλουσία, Ισπανία,
13ος αι.
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

(αʹ) [10]

(ϐʹ) [9]

(γʹ) [10]

Εικόνα Βʹ.4: Πλακοστρώσεις (λεπτοµέρεια), Παλάτι της Αλάµπρας, Ανδαλουσία, Ι-
σπανία, 13ος αι.
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(αʹ) [10]

(ϐʹ) [11]

(γʹ) [11]

Εικόνα Βʹ.5: Πλακοστρώσεις (λεπτοµέρεια), Παλάτι Αλάµπρας, Ανδαλουσία, Ισπανία,
13ος αι.
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

(αʹ) [91, Εικ. 83]

(ϐʹ) [91, Εικ. 83]

(γʹ) [91, Εικ. 84]

(δʹ) [91, Εικ. 84]

Εικόνα Βʹ.6: Σχέδια του Escher αντίγραφα πλακοστρώσεων του Παλατιού της Α-
λάµπρας, 1936
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Εικόνα Βʹ.7: Gravity, 1952, Λιθογραφία και νεροµπογιά (εδώ σε αποχρώσεις του
γκρίζου λόγω σκαναρίσµατος) [91, Εικ. 178]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.8: Snakes, 1969, ΄Εγχρωµη ξυλογραφία (εδώ σε αποχρώσεις του γκρίζου
λόγω σκαναρίσµατος) [91, Εικ. 270]
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Εικόνα Βʹ.9: Πλακοστρώσεις µε εµφανή τα πλέγµατα [45, σελ. 108]

Εικόνα Βʹ.10: Πλακόστρωση µε την οµάδα συµµετρίας pg [44, Εικ. 3]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.11: Πλακόστρωση µε την οµάδα συµµετρίας p3m1 [44, Εικ. 9]
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Εικόνα Βʹ.12: Πλακόστρωση µε την οµάδα συµµετρίας ??? [44, Εικ. 12]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.13: Πλακόστρωση µε την οµάδα συµµετρίας pgg [44, Εικ. 21]
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Εικόνα Βʹ.14: Πλακόστρωση µε την οµάδα συµµετρίας ??? [44, Εικ. 35]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.15: Πλακόστρωση µε πολυχρωµατική συµµετρία [44, Εικ. 39]
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Εικόνα Βʹ.16: Πλακόστρωση µε πολυχρωµατική συµµετρία [44, Εικ. 40]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.17: Πλακόστρωση µε πολυχρωµατική συµµετρία [44, Εικ. 41]
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Εικόνα Βʹ.18: Σχέδια πλακοστρώσεων του Kepler στο [84]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.19: Σχέδια πλακοστρώσεων του Kepler στο [84]
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Εικόνα Βʹ.20: Σχέδια µοτίβων του Bourgoin, 1868 [26, Εικ. 6.3]
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Παράρτηµα Βʹ. Πρόσθετο ϕωτογραφικό υλικό

Εικόνα Βʹ.21: Σχέδιο εξώστη δεξιού τµήµατος τζαµιού Soultân Barkouk στο Κάιρο
(15ος αι.) του Bourgoin, 1892 [26, Εικ. 13.1]
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Παράρτηµα Γʹ

Λίγα λόγια για τον Grothendieck

Ο Alexander Grothendieck1 γιός αναρχικών Ϲει δύσκολα παιδικά χρόνια. Γεν-
νήθηκε το 1928 στο Βερολίνο από ουκρανο-εβραίο πατέρα και γερµανίδα µητέρα
όπου Ϲουν µέχρι το 1933. Οι γονείς του αγωνίζονται στις τάξεις του αναρχικού κι-
νήµατος κατά την Ισπανική Επανάσταση του 1936 αφήνοντάς τον στο Αµβούργο
όπου τελειώνει το δηµοτικό και το γυµνάσιο. Το 1939 η οικογένειά του εγκαθίστα-
ται στη Γαλλία όπου το 1942 το Καθεστώς του Vichy (1940 – 1944) απελαύνει τους
εβραίους, µεταξύ των οποίων και τον πατέρα του, στα στρατόπεδα συγκέντρωσης της
ναζιστικής Γερµανίας. Ο πατέρας του πεθαίνει στο Auschwitz και ο ίδιος µε την µη-
τέρα του µένουν στη Γαλλία. Ο Grothendieck -που παίρνει το επίθετο της µητέρας
του- ϑα παραµείνει άπατρις µέχρι το 1971. ΄Οταν κάποια στιγµή του προτάθηκε η
γαλλική υπηκοότητα που τον υποχρέωνε να εκτίσει στρατιωτική ϑητεία την αρνήθηκε
για να µην συµµετάσχει στον πόλεµο της Αλγερίας (1954 – 1962).

(αʹ) Με τον Michael Atiyah (1929 - 2019) το 1958 (ϐʹ) Με τον Laurent Schwartz

Εικόνα Γʹ.1: Ο Grothendieck µε συναδέλφους του

Το 1945 εγκαθίσταται µε την µητέρα του σε ένα χωριό στην Νότια Γαλλία όπου
παίρνει το πτυχίο του στα µαθηµατικά το 1948 από το Πανεπιστήµιο του Montpellier.

1 ΄Ολα τα στοιχεία για τη Ϲωή και το έργο του τα αντλούµε από το εξαιρετικό άρθρο [33] του Pierre
Cartier (1932 – ). Για τις χρονολογίες καθώς και για όλο το ϕωτογραφικό υλικό σε αυτό το παράρτηµα
καταφύγαµε στο [125].
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Παράρτηµα Γʹ. Λίγα λόγια για τον Grothendieck

Το 1949 µεταβαίνει στο Παρίσι όπου παρακολουθεί διαλέξεις ανωτέρων µαθηµατι-
κών, γνωρίζει τον Henri Cartan (1904 – 2008) και κατόπιν συµβουλής του κάνει το
διδακτορικό του µε τον Laurent Schwartz (1915 – 2002) στο Nancy. Στο διάστηµα
1953 – 1955 διδάσκει στο Sao Paulo της Βραζιλίας και επισκέπτεται το Kansas και
το Chicago των ΗΠΑ.

Με την επιστροφή του στην Γαλλία εντάσσεται στην διάσηµη οµάδα µαθηµατι-
κών, την επονοµαζόµενη Bourbaki στην οποία συµετείχε από το 1952. Το 1958
όταν ιδρύεται το Institut des hautes études scientifiques (IHÉS) στο Παρίσι από
τους Léon Motchane (1900 – 1990), Robert Oppenheimer2 (1904 – 1967) και Jean
Dieudonné (1906 – 1992) µε στόχο να συγκεντρώσει τους καλύτερους ερευνητές, για
να µην εγκαταλείψουν τη Γαλλία για τις ΗΠΑ µετά τον Β΄ Π.Π. όπως είχε συµβεί στη
Γερµανία [74] ο Grothendieck είναι το πρώτο µέλος που διορίζεται3. Ο διορισµός
του έπαιξε σηµαντικό ϱόλο στην εδραίωση του ονόµατος του Ινστιτούτου και όχι το
αντίθετο. ∆ρούσε άνετα εν πλήρη ελευθερία σε ένα µικρό «επιστηµονικό γκέτο» (όπως
ϑα το περιγράψει ο ίδιος αργότερα [61]), µοιραζόµενος µε τον Dieudonné, τον στε-
νότερο συνεργάτη του, µια εξαιρετικά ελιτίστικη ιδεολογία την οποία ϑα εγκαταλείψει
στη συνέχεια.

Εικόνα Γʹ.2: Ο Grothendieck διδάσκοντας στο IHÉS

Η συνεισφορά του σε πολλούς τοµείς των µαθηµατικών ήταν πρωτοποριακή, ι-
δίως στον τοµέα της αλγεβρικής γεωµετρίας. Οι καινοτοµίες του έθεσαν τα ϑεµέλια
για πολλές σηµαντικές εξελίξεις στα µαθηµατικά και το έργο του εξακολουθεί να ε-
πηρεάζει ϐαθιά τον τοµέα µέχρι τις µέρες µας. Είναι εντυπωσιακό να ακούσει κανείς
µε τι ϑαυµασµό µιλάνε γι΄ αυτόν µέχρι και σήµερα οι µαθηµατικοί που τον γνώρι-
σαν (ϐλ. οπτικοακουστικό υλικό στο τέλος του Παραρτήµατος). Ωστόσο, αυτό που

2Που τότε διηύθυνε το Institute for Advanced Study (IAS) στο Princeton.
3Λέγεται δε ότι το Ινστιτούτο ιδρύθηκε ειδικά για να τον διορίσουν, αφού µε την κατάστασή του ως

άπατρις δεν ήταν δυνατόν να διοριστεί αλλού.
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πραγµατικά διαφοροποιούσε τον Grothendieck ήταν η απόλυτη προσήλωσή του στις
ηθικές και κοινωνικές επιπτώσεις της έρευνάς του.

Στη δεκαετία του 1960, στο απόγειο της µαθηµατικής του καριέρας, ο Grothendieck
άρχισε να προβληµατίζεται όλο και περισσότερο από την πιθανή κακόβουλη χρήση
του έργου του, ιδίως σε στρατιωτικές εφαρµογές. ΄Ηταν κάθετα αντίθετος µε τη χρήση
των µαθηµατικών για µιλιταριστικούς σκοπούς και εξέφραζε τις ανησυχίες του µε
σφοδρότητα. Αυτή η ηθική του στάση τον οδήγησε να αποσυρθεί για ένα διάστηµα
από τα ακαδηµαϊκά µαθηµατικά και να ξεκινήσει ένα ακτιβιστικό έργο. Πιο συ-
γκεκριµένα το 1966 αρνείται να µεταβεί στη Μόσχα για να παραλάβει το Μετάλλιο
Fields που κέρδισε και ένα χρόνο αργότερα το αφιερώνει στο Βόρειο Βιετνάµ ως έν-
δειξη διαµαρτυρίας για τους ϐοµβαρδισµούς των ΗΠΑ στον Βιετναµικό Πόλεµο (1955
– 1975). Στη συνέχεια µέσα στο πνεύµα του Μάη του ΄68 και της ΄Ανοιξης της Πράγας
ϑα προχωρήσει στην παραίτησή του το 1970 από το IHÉS σε ένδειξη διαµαρτυρίας
για τη µερική χρηµατοδότηση του ινστιτούτου από το Υπουργείο ΄Αµυνας.

(αʹ) Σε επίσκεψη στο Viêt Nam (ϐʹ) Στο σπίτι του στο Massy, Palaiseau

Εικόνα Γʹ.3: Ο Grothendieck την δεκαετία του 1970

Μετά την παραίτησή του, ο Grothendieck συνεχίζει να γράφει, αλλά το ενδια-
ϕέρον του µετατοπίζεται από τα µαθηµατικά σε ευρύτερα ϕιλοσοφικά και ηθικά
Ϲητήµατα. Θα γράψει µια σειρά επιστολών και δοκιµίων στα οποία ϑα διατυπώσει τις
απόψεις του σχετικά µε τις ηθικές ευθύνες των επιστηµόνων και των µαθηµατικών
τονίζοντας τη σηµασία της χρήσης της επιστηµονικής γνώσης για τη ϐελτίωση της
ανθρωπότητας και της αποφυγής της εκµετάλλευσής της για επιβλαβείς σκοπούς.

Την περίοδο 1970 – 1973, του δίνεται µια προσωρινή ϑέση στην έδρα µαθηµα-
τικών του Collège de France στο Παρίσι, αλλά επειδή χρησιµοποιεί πολλές από τις
διαλέξεις του για να µιλήσει για ϑέµατα οικολογίας και ειρήνης δεν ανανεώνεται.
Από το 1973 µέχρι να πάρει την σύνταξή του το 1988 εργάζεται ως καθηγητής στο
Πανεπιστήµιο του Montpellier. Από τότε µέχρι τον ϑάνατό του το 2014 Ϲει αποµο-
νωµένος στο απόµακρο χωριό Lasserre στα Πυρηναία όρη ως ερηµίτης αρνούµενος
κάθε ανθρώπινη επικοινωνία.

Το 1970 µε τους Claude Chevalley (1909 – 1984) και Pierre Samuel (1921
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Παράρτηµα Γʹ. Λίγα λόγια για τον Grothendieck

– 2009) ιδρύει την οικολογική και πολιτική οµάδα ῾῾Survivre et vivre᾿᾿ και εκδίδει
µέχρι τη διάλυσή της το 1975 το οµώνυµο περιοδικό µε στόχο τη διάδοση αντιµιλι-
ταριστικών και οικολογικών ιδεών. Εκεί, συναντά µαθηµατικούς µε ϱιζοσπαστικές
απόψεις και αναρχικές πεποιθήσεις και συνειδητοποιεί τον καταπιεστικό ϱόλο που
είχε διαδραµατίσει µέχρι τότε και ο ίδιος ως µεγάλος επιστήµονας. Υιοθετώντας το
κριτικό πνεύµα του ΄68, αναλύει την έρευνα ως καταπιεστική δραστηριότητα, τόσο για
τους τεχνικούς και τους ῾῾µέσους επιστήµονες᾿᾿ όσο και για τους απλούς ανθρώπους.
Μέσα από το περιοδικό υποστηρίζει ότι η διεκδίκηση της οικουµενικότητας από την
επιστήµη και η µονοπώληση της αλήθειας στέρησε αποτελεσµατικά από τα άτοµα
εναλλακτικές µορφές γνώσης, διαβρώνοντας τούς µη τεχνοβιοµηχανικούς πολιτισµο-
ύς και υποτάσσοντας την κοινωνία στην εξουσία διαφόρων ειδικών. Ως αποτέλεσµα,
πρωταρχικός στόχος της οµάδας είναι η αποµυθοποίηση της επιστηµονικής διαδι-
κασίας, µε ιδιαίτερη έµφαση στην κατάρριψη του µύθου περί καθαρής επιστήµης,
αποκαλύπτοντας έτσι τον κοµβικό ϱόλο της στην υποστήριξη της ολέθριας πορείας
της ϐιοµηχανικής ανάπτυξης.

(αʹ) Το 2011 (ϐʹ) Το 2013

Εικόνα Γʹ.4: Ο δύο τελευταίες (γνωστές) ϕωτογραφίες του Grothendieck

Χαρακτηριστική είναι η οµιλία του το 1972 στο Centre européen de recherches
nucléaires (CERN) µε τίτλο ῾῾Θα συνεχίσουµε την επιστηµονική έρευνα;᾿᾿ [60]. Ξεκι-
νώντας µε µια εποικοδοµητική αυτοκριτική προσκαλεί τους εργαζόµενους της επι-
στηµονικής έρευνας να σκεφτούν σχετικά µε τις επαγγελµατικές τους ευθύνες. Επι-
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πλέον, εκφράζει τις ανησυχίες του σχετικά µε τη γενική δυσφορία της επιστηµονικής
κοινότητας, την οποία αποδίδει εν µέρει σε ένα ιδιαίτερα ανταγωνιστικό περιβάλλον
και στη συνεχή πίεση για την παραγωγή αποτελεσµάτων. Αµφισβητεί την κοινωνική
αξία της επιστηµονικής έρευνας, σηµειώνοντας ότι τα οικονοµικά κίνητρα συχνά υ-
περισχύουν της ικανοποίησης πραγµατικών ανθρώπινων αναγκών. Επιδιώκει επίσης
να διερευνήσει πώς τα µαθηµατικά ϑα µπορούσαν να συµβάλουν στην ικανοποίηση
ευρύτερων κοινωνικών αναγκών, ενώ τονίζει την ανάγκη να συζητούνται κρίσιµα Ϲη-
τήµατα στις µαθηµατικές διαλέξεις. Στο τέλος καταλήγει επιµένοντας στην ανάγκη
αλλαγής µε την κατάργηση του ϐιοµηχανικού και προντουκτιβιστικού πολιτισµού
και την µετάβαση σε ένα νέο µεταβιοµηχανικό και εναρµονισµένο µε τη ϕύση πολι-
τισµό, εδώ και τώρα ϐιώσιµο, και δεσµεύεται να είναι ένας από τους ϕορείς αυτής
της αλλαγής στο πλαίσιο της οµάδας ῾῾Survivre et vivre᾿᾿.

Η αυτοβιογραφία του [62] που γράφτηκε το 1985, µια ογκώδης ενδοσκόπηση,
µένει ανέκδοτη µέχρι το 2022. Εδώ ο αναγνώστης µπορεί να ϐρει λεπτοµερώς αναλυ-
µένες τις σκέψεις του και την καυστική κριτική του για την ηθική στην µαθηµατική
έρευνα και τις ιδέες του για την ϱιζοσπαστική οικολογία. Η εργοβιογραφία του λει-
τουργεί ως ισχυρή υπενθύµιση ότι τα µαθηµατικά επιτεύγµατα δεν είναι αποκοµµένα
από ηθικούς προβληµατισµούς. Η απόφασή του να εγκαταλείψει την µαθηµατική
κοινότητα αποδεικνύει έντονα την ουσιαστική ϐίωση των αρχών του. Αν και οι ε-
νέργειές του ίσως ϕαντάζουν ακραίες σε κάποιους από την µαθηµατική κοινότητα,
υπογραµµίζουν παρόλα αυτά τα ϐαθιά ηθικά διλήµµατα που προκύπτουν κατά την
µαθηµατική µας έρευνα και τη σηµασία του ενσυνείδητου προβληµατισµού σχετικά
µε τις κοινωνικές επιπτώσεις του έργου µας.

Σήµερα, καθώς οι επιστηµονικές εξελίξεις συνεχίζουν να αναδιαµορφώνουν την
κοινωνία, το παράδειγµα του Grothendieck παραµένει σύµβολο ηθικής ευθύνης για
τους ερευνητές. Το έργο του χρησιµεύει ως παρακαταθήκη και είναι έκκληση προς
τους επιστήµονες και τους µαθηµατικούς να ευαισθητοποιούν σε ϑέµατα ηθικής, να
µοιράζονται ανοιχτά τις ανησυχίες τους και να δρουν ώστε να διασφαλίζουν ότι οι
γνώσεις τους ϑα λειτουργούν µόνο προς όφελος της ανθρωπότητας στο σύνολό της.
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Παράρτηµα Γʹ. Λίγα λόγια για τον Grothendieck

Οπτικοακουστικό υλικό :

• ∆ιάλεξη του Alain Connes το 2016 στο Collège de France για τον Grothen-
dieck:

https://youtu.be/rO6Be3PbPi0

• Συζήτηση µεταξύ του Alain Connes και του Jean-Pierre Serre το 2018 στην
Fondation Hugot du Collège de France για την αλληλογραφία του τελευταίου
µε τον Grothendieck:

https://youtu.be/pOv-ygSynRI

• Συζήτηση µεταξύ των Alain Connes, Jean-Pierre Serre, Pierre Cartier και
Jacques Dixmier στην Fondation Hugot du Collège de France το 2018 για
την οµάδα Bourbaki το διάστηµα 1945-1975:

https://youtu.be/QqR459KxDVU

• Σεµινάριο στην École normale supérieure (ENS) το 2017-2018 µε τίτλο ῾῾Lec-
tures grothendieckiennes᾿᾿ (Αναγνώσεις του Grothendieck) αποτελούµενο από
διαλέξεις 9 µαθηµατικών:

https://youtube.com/playlist?list=PLt6rik8WDbuRC4pwgKQOnb7NPGG1oJ4Fo&si=KL

BfmT_n8MmOWzpz

• Συνέντευξη του Pierre Cartier το 2014 στο Universität Potsdam για το έργο
του Grothendieck:

https://youtu.be/-Rlt-3PiiLk

• Συνέντευξη του Pierre Cartier το 2014 στο IHÉS για τα ερευνητικά του ενδια-
ϕέροντα µε µακρές αναφορές για τον Grothendieck:

https://youtu.be/eZ85Fyl8jrk
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Παράρτηµα ∆ʹ

Η Σηµειογραφία Τροπλοτήτων για Οµάδες

Συµµετρίας

Η πρώτη σηµειογραφία για κάθε τύπο οµάδας συµµετρίας που εµφανίζεται στις
Εικόνες 2.38 και 2.39 είναι η σηµειογραφία της ∆ιεθνούς ΄Ενωσης Κρυσταλλογρα-
ϕίας (IUCr). Η δεύτερη σηµειογραφία (σε παρένθεση) ϐασίζεται στη ϑεωρία των
τροχιακών πολλαπλοτήτων (καταχρηστικά τροπλοτήτων, κατά το orbifolds από το
orbit-manifolds) και οφείλεται στον John Conway, επεκτείνοντας ιδέες των William
Thurston και Murray MacBeath. Αυτή η σηµειογραφία εφαρµόζεται τόσο σε οµάδες
συµµετρίας πλακοστρώσεων όσο και σε οµάδες συµµετρίας Ϲωφόρου. Ξεκινάµε µε
τις οµάδες πλακοστρώσεων και στη συνέχεια επεκτείνουµε τη συζήτηση στις οµάδες
Ϲωφόρου.

Για να προσδιορίσουµε τη σηµειογραφία τροπλοτήτων µιας συγκεκριµένης ο-
µάδας πλακόστρωσης, πρώτα καθορίζουµε τα διακεκριµένα κέντρα στροφής και διε-
δρικά κέντρα, µέχρις ταύτισης από την οµάδα συµµετρίας. ∆ηλαδή, αν υπάρχει
κέντρο στροφής που ταυτίζεται µε άλλο µέσω µιας συµµετρίας, µετράµε µόνο µία
ϕορά το κέντρο στροφής. Το ίδιο ισχύει και για τα διεδρικά κέντρα. ΄Ενα κέντρο
στροφής Cn αναπαρίσταται από τον ακέραιο n, ενώ ένα διεδρικό κέντρο Dn επίσης
από τον ακέραιο n. Επιπλέον χρησιµοποιούνται τρία σύµβολα: ένας κύκλος ◦, ένας
αστερίσκος ∗ και ένας σταυρός x.

Ο κύκλος ◦ εµφανίζεται µόνος του και υποδηλώνει ότι υπάρχουν µόνο µεταφορι-
κές συµµετρίες. Αν υπάρχουν ανακλάσεις, τότε χρησιµοποιούµε έναν αστερίσκο ∗.
Αν υπάρχουν κέντρα στροφής και διεδρικά κέντρα, τότε καταγράφουµε πρώτα τους
ακέραιους των κέντρων περιστροφής από το µεγαλύτερο στο µικρότερο αριστερά του
∗, και τους ακέραιους των διεδρικών κέντρων δεξιά του ∗. Αν δεν υπάρχουν γραµµές
ανάκλασης, τότε δεν υπάρχουν διεδρικά κέντρα και καταγράφουµε µόνο τους α-
κέραιους των κέντρων στροφής χωρίς αστερίσκο. Αν δεν υπάρχουν κέντρα στροφής ή
διεδρικά κέντρα, αλλά υπάρχουν δύο ασύµπτωτες µεταξύ τους γραµµές ανάκλασης,
τότε γράφουµε ∗∗. Αν υπάρχει ολισθανάκλαση που µετακινεί οποιοδήποτε σηµείο
του επιπέδου σε άλλο σηµείο χωρίς να µεσολαβεί κόκκινη συνεχής γραµµή ανάκλα-
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σης, τότε προσθέτουµε ένα x στο τέλος της σηµειογραφίας. Αν υπάρχουν δύο τέτοιες
µη ταυτιζόµενες ολισθανάκλασεις, τότε γράφουµε xx.

Για παράδειγµα, ας εξετάσουµε το διάγραµµα συµµετρίας p4m στην κάτω αρι-
στερή γωνία της Εικόνας 2.39. Η τετραπλή στροφή που αντιστοιχεί στην υποοµάδα
συµµετρίας D4 µε κέντρο στο κέντρο ενός κίτρινου οκταγώνου ταυτίζει τα τέσσερα
σηµεία σταθεροποίησης του D2 µεταξύ τους. Επίσης, ταυτίζει τα τέσσερα κέντρα D4

στις γωνίες του διαγράµµατος. ΄Οµως, δεν υπάρχει συµµετρία που να ταυτίζει το
κεντρικό σταθερό σηµείο D4 µε κάποιο από τα ακριανά. ΄Αρα, συνολικά έχουµε ένα
κέντρο D2 και δύο κέντρα D4. Καµία ολισθανάκλαση δεν µετακινεί σηµείο χωρίς να
το διαχωρίζει γραµµή ανάκλασης. Εποµένως, η σηµειογραφία είναι ∗442.

Ως δεύτερο παράδειγµα, ας δούµε το διάγραµµα συµµετρίας p31m στην πάνω
δεξιά γωνία της Εικόνας 2.39. ΄Ολα τα κέντρα C3 ταυτίζονται µεταξύ τους µέσω
ανακλάσεων. Τα κέντρα D3 ταυτίζονται µέσω των στροφών τάξης τρία. Οι ολισθα-
νάκλασεις µεταφέρουν σηµεία σε άλλα που διαχωρίζονται από γραµµές ανάκλασης,
άρα δεν προσθέτουµε x. Συνεπώς, η σηµειογραφία είναι 3 ∗ 3.

Το διάγραµµα συµµετρίας pg στην πάνω δεξιά γωνία της Εικόνας 2.38 έχει δύο
διαφορετικές ολισθανάκλασεις που δεν είναι ισοδύναµες µέσω µεταφορών της ο-
µάδας συµµετρίας. Καθεµία µετακινεί οποιοδήποτε σηµείο σε άλλο που δεν δια-
χωρίζεται από γραµµή ανάκλασης. ∆εν υπάρχουν γραµµές ανάκλασης ούτε κέντρα
στροφής ή διεδρικά. ΄Αρα, η σηµειογραφία είναι xx.

Το ακόλουθο καταπληκτικό ϑεώρηµα του John H. Conway (1937–2020) καθο-
ϱίζει πότε ακριβώς µια σηµειογραφία τροπλοτήτων αντιστοιχεί σε πραγµατική οµάδα
συµµετρίας πλακόστρωσης του ευκλείδειου επιπέδου. Σε κάθε σύµβολο της σηµειο-
γραφίας αποδίδεται µια ϱητή τιµή:

σύµβολο ◦ ∗ κυκλικό n διαεδρικό n x

τιµή 2 1 n−1
n

n−1
2n 1

Εφόσον γνωρίζουµε ότι οι µοναδικές επιτρεπτές στροφές στις οµάδες πλακόστρω-
σης είναι τάξης 2, 3, 4 και 6, αρκεί να εξετάσουµε τις εξής τιµές :

n 2 3 4 6
κυκλικό 1/2 2/3 3/4 5/6
διαεδρικό 1/4 1/3 3/8 5/12

Θεώρηµα 4.20. ∆οθείσης µιας τροπλότητας αυτή αντιστοιχεί σε µια οµάδα συµµετρίας

του Ευκλείδειου επιπέδου µε µεταφορές αν και µόνον αν το άθροισµα των τιµών των

συµβόλων της είναι ίσο µε 2.

Για παράδειγµα, η οµάδα ∗442 έχει άθροισµα:

1 +
3
8

+
3
8

+
1
4

= 2
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Η οµάδα 3 ∗ 3 έχει άθροισµα:

2
3

+ 1 +
1
3

= 2

Η οµάδα xx έχει άθροισµα 1 + 1 = 2.

Το ϑεώρηµα αυτό επεκτείνεται πέρα από τη διατύπωσή του όσον αφορά τις οµάδες
συµµετρίας πλακοστρώσεων του επιπέδου. Μπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για
τον προσδιορισµό των τροπλοτήτων που αντιστοιχούν στα διαγράµµατα συµµετρίας
πλακοστρώσεων της σφαίρας, όπου τότε το άθροισµα των τιµών είναι µικρότερο από
2. Αντίστοιχα, για πλακοστρώσεις του υπερβολικού επιπέδου, το άθροισµα ϑα είναι
µεγαλύτερο από 2.

Η απόδειξη είναι πέρα από το εύρος του παρόντος κειµένου, για λεπτοµέρειες,
παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [37]. Ωστόσο, δεδοµένου του ϑεωρήµατος, είναι
απλή άσκηση να προσδιοριστούν οι 17 δυνατές περιπτώσεις για τις οµάδες ταπετσα-
ϱίας.

Στην περίπτωση των Ϲωφόρων της Εικόνας 2.33, αρκεί να προσθέσουµε ένα α-
κόµη σύµβολο. Θεωρούµε το ∞+ ως σηµείο πολύ ψηλά πάνω από το διάγραµµα
συµµετρίας στον ϑετικό άξονα y, και το ∞− ως σηµείο πολύ χαµηλά κάτω από το
διάγραµµα συµµετρίας στον αρνητικό άξονα y. Αν υπάρχει κάποια συµµετρία που
µεταφέρει το ένα σηµείο στο άλλο, όπως ανάκλαση σε οριζόντια ευθεία, ολισθανάκλα-
ση σε οριζόντια ευθεία ή στροφή κατά π, τότε ϑεωρούµε ότι τα δύο σηµεία∞+ και∞−

είναι ισοδύναµα. Αν όχι, τα ϑεωρούµε διακριτά σηµεία, και αποδίδουµε σε καθένα
το δικό του σύµβολο ∞.

Αν υπάρχουν κατακόρυφες ευθείες ανάκλασης, τότε ϑεωρούµε ότι αυτές τέµνουν
τα σηµεία στο άπειρο, και δηµιουργούν ένα ή δύο διεδρικά σηµεία στο άπειρο, το
καθένα µε τιµή n−1

2n = ∞−1
2∞ = 1

2 . Αν δεν υπάρχουν κατακόρυφες ευθείες ανάκλασης,
τότε ϑεωρούµε τα σηµεία στο άπειρο ως σηµεία στροφής µε τιµή n−1

n = ∞−1
∞

= 1.
Περιλαµβάνουµε το σύµβολο ∞ αν τα ∞+ και ∞− ταυτίζονται µέσω συµµετρίας, και
το∞∞ αν δεν ταυτίζονται. Αυτά τα σύµβολα τα προσθέτουµε είτε στο τέλος της λίστας
των κέντρων στροφής (αν είναι σηµεία στροφής), είτε στη λίστα µε τα διεδρικά σηµεία
(αν είναι τέτοια). Σηµειώνουµε ότι κάθε οµάδα Ϲωφόρου ϑα έχει τουλάχιστον ένα
σύµβολο ∞ στην τροπλότητά της.

Για παράδειγµα, η οµάδα Ϲωφόρου pma2 της Εικόνας 2.33 διαθέτει σηµεία στρο-
ϕής που ταυτίζουν το∞+ µε το∞−. ΄Αρα, περιλαµβάνεται ένα σύµβολο∞. Υπάρχουν
κατακόρυφες ευθείες ανάκλασης, εποµένως το ∞ είναι διεδρικό σηµείο. Η ύπαρξη
ευθειών ανάκλασης συνεπάγεται την παρουσία ενός ∗. Υπάρχει επίσης ένα στροφής
τάξης 2. Η ολισθανάκλαση µεταφέρει σηµεία πέρα από µια ευθεία ανάκλασης, επο-
µένως δεν έχουµε κανένα x. Η τροπλότητά µας είναι λοιπόν 2 ∗ ∞. Και πράγµατι,
το άθροισµα των τιµών των συµβόλων είναι :
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1
2

+ 1 +
1
2

= 2
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Λήµµα 5.18. Αν το P είναι ένα πεπερασµένο σύνολο πολυχαρταετών που είναι κλει-

στοί τοπολογικοί δίσκοι και προέρχονται όλοι από την ίδια υποκείµενη πλακόστρωση

Laves, και αν το P δηµιουργεί πλακόστρωση µε ιδιότητα H, τότε δηµιουργεί πλα-

κόστρωση µε ιδιότητα H στην οποία όλοι οι πολυχαρταετοί είναι ευθυγραµµισµένοι

µε την ίδια υποκείµενη πλακόστρωση Laves, εκτός ίσως από την περίπτωση όπου το

P περιέχει τον µονοχαρταετό και η H είναι «ισοεδρική πλακόστρωση µέσω στροφής

180◦».

Απόδειξη. Αν η πλακόστρωση ακµή-µε-ακµή µε ιδιότητα H («ευθυγραµµισµένη» µε
την ευρύτερη έννοια) είναι η πλακόστρωση µέσω στροφής 180◦ µε τον µονοχαρ-
ταετό, τότε τελειώσαµε διότι ο µονοχαρταετός δηµιουργεί ισοεδρική πλακόστρωση.
∆ιαφορετικά, παίρνοντας ένα ελάχιστο µπάλωµα από διαδοχικές σειρές ισόπλευρων
τριγώνων που γεµίζουν ακριβώς µε πλακίδια από το P και µεταφέροντάς το έτσι ώστε
να ευθυγραµµιστεί µε την υποκείµενη πλακόστρωση Laves, παράγουµε πλακόστρω-
ση µε ιδιότητα H. �

Λήµµα 5.19. ΄Ολες οι πλακοστρώσεις µε το καπέλο πολυχαρταετός είναι ευθυγραµ-

µισµένες µε µια υποκείµενη πλακόστρωση Laves τύπου [3.4.6.4].

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι κάθε µέγιστο ευθύγραµµο τµήµα στην ένωση των συ-
νόρων των πλακιδίων σε µια τέτοια πλακόστρωση δεν µπορεί να περιέχει περισσότερες
από δύο πλευρές πλακιδίων, καθώς κάθε γωνία 90◦ γειτονεύει και από τις δύο πλευ-
ϱές µε γωνίες µεγαλύτερες των 90◦. Ειδικότερα, δεν υπάρχουν άπειρες ηµιευθείες
που να περιέχονται στην ένωση των συνόρων των πλακιδίων.

Αυτός ο περιορισµός αποκλείει αµέσως την περίπτωση ευθυγραµµισµένων πλα-
κοστρώσεων που αποσυντίθενται σε σειρές ισόπλευρων τριγώνων που έχουν ολισθήσει
µεταξύ τους, και κανένα Ϲεύγος γειτονικών χαρταετών στο πολυχαρταετό δεν είναι
συµβατό µε την πλακόστρωση µε στροφή 180◦ του µονοχαρταετού. Εποµένως, κάθε
πλακόστρωση που δεν είναι ευθυγραµµισµένη µε µια υποκείµενη [3.4.6.4] είναι
επίσης µη ευθυγραµµισµένη µε την ευρύτερη έννοια, και εξετάζουµε ευθυγραµµι-
σµένες συνιστώσες. ∆εδοµένου ότι δεν υπάρχουν άπειρες ηµιευθείες ανάµεσα στα
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σύνορα των πλακιδίων, τέτοια ευθυγραµµισµένες συνιστώσες πρέπει να είναι ϕραγ-
µένα κυρτά σύνολα. Οι γωνίες αυτών των συνόλων πρέπει να είναι γωνίες ενός
µοναδικού πολυχαρταετού (καθώς κάθε Ϲεύγος γωνιών του πολυχαρταετού αθροίζε-
ται σε τουλάχιστον 180◦). ΄Οµως καµία γωνία του πολυχαρταετού δεν µπορεί να είναι
γωνία κυρτού συνόλου που πλακοστρώνεται από πολυχαρταετούς : τέσσερις είναι α-
νακλαστικές, επτά γειτονεύουν µε ανακλαστική γωνία, και για τις υπόλοιπες δύο, η
προέκταση µιας από τις πλευρές από εκείνη την κορυφή αποκόπτει περιοχή πολύ
µικρή για να γεµίσει µε πολυχαρταετούς (ϐλ. Σχήµα Εʹ.1). �

Σχήµα Εʹ.1: Η προέκταση µιας πλευράς του πολυχαρταετού από οποιαδήποτε κορυφή
που δεν είναι ανακλαστική ούτε γειτονική σε ανακλαστική.
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Απόδοση ξενόγλωσσων όρων

Απόδοση Ξενόγλωσσος όρος
αιχµή arrowhead
ακµή edge
άµεσο direct
ανάκλαση reflection
ανάπτυγµα net
αντιγραφο-πλακίδιο reptile
αντικατάσταση substitution
αντιµεταθετικότητα commutativity
απεριοδικό aperiodic
αποσύνθεση decomposition
αριθµήσιµο countable
Αρχή Περιστερώνα Pigeonhole Principle
ϐαθµός κορυφής valency / degree
ϐραχίονας arm
γειτονικά neighbors
γενεσιουργό generative
γένος genus
γεωµετρική αφαίρεση geometric abstraction
γραφιστική graphique
γωνία corner
δηµιουργεί admits
δηµιουργείται από admitted by
διακόσµηση ornament / ornement
διακριτό discrete
διαµέριση partition
διεδρικό dihedral
διόγκωση inflation
δίσκος disk
εγκυρότητα validity
εµβαδόν area
έµµεσο indirect
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ένα-προς-ένα one-to-one
ένωση union
εξωτερική ακτίνα outradius
επεκτείνει extends
επί onto
εσωτερική ακτίνα inradius
Ϲωφόρος frieze
ισοδύναµο equivalent
ισοµετρία isometry
ισοµορφισµός isomorphism
καθαρό pure
κάλυψη covering
κανονικό regular
κοίλο concave
κόµβος knot
κορυφή vertex
κορώνα corona
κρυσταλλογραφία crystallography
κυκλικό cyclic
κυρτό convex
µεταφορά translation
µέτρο γωνίας angle
µη συνευθειακά noncollinear
µονοεδρικό monohedral
µονοπλακίδιο monotile
µοτίβο pattern
µπάλωµα patch
ολισθανάκλαση glide reflection
οµοιοµορφισµός homeomorphism
οµοιόµορφο uniform
οµοιότητα similarity
ουρά tail
περιβάλλει envelops
περικλύει engulfs
περιοδικό periodic
περιοχή region
πλακάκι / πλακίδιο tile
πλακόστρωση tiling
πλευρά side
πλήρες complete
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πολυγωνικό polygonal
πολύµορφο polyform
πολυόµινο / ν-όµινο polyomino / n-omino
προσανατολισµός aspect
πρωτοπλακίδιο prototile
πρωτοσύνολο protoset
πυκνό dense
Σουπρεµατισµός Suprematism
σταυρός cross
στροφή rotation
συµµετρία symmetry
συµπαγές compact
συµπίπτει incident
συνεκτικό connected
σύνθεση composition
σύνορο boundary
συνορεύοντα adjacent
συρρίκνωση diflation
συσκευασία packing
ταπετσαρία wallpaper
ταυτόσηµο congruent
τόρος torus
τροπλότητα orbifold
τροχιά orbit
υπεραριθµήσιµο uncountable
υπολογισιµότητα computability
ϕραγµένο bounded
Χαλιφάτο Caliphate
χαρακτηριστική characteristic
χάρτης map
ψηφιδοποίηση tesselation
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