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Kef�laio 1Plègmata ston R n
1.1 PlègmataErgazìmaste ston Eukle�deio q¸ro Rn , ton dianusmatikì q¸ro ìlwn twn n-�dwnx = (x1; : : : ; xn) pragmatik¸n arijm¸n. StajeropoioÔme to eswterikì ginìmenohx; yi = x1y1 + : : :+ xnyn:Autì to eswterikì ginìmeno ep�gei ston Rn thn Eukle�deia nìrma kxk2 =phx; xi.Sumbol�zoume meDn thn Eukle�deia monadia�a mp�la, me Sn�1 th monadia�a sfa�ra,kai me !n ton n-di�stato ìgko th
 Dn. Or�zoumeD(x; r) = fy 2 Rn : kx� yk2 � rg;kai o = (0; : : : ; 0). Gr�foume L(Rn ) gia to sÔnolo twn grammik¸n metasqhmati-sm¸n tou Rn , kai GL(n) gia thn om�da twn antistrèyimwn grammik¸n metasqhma-tism¸n tou Rn . An T 2 L(Rn ), o suzug 
 tou T e�nai o T � 2 L(Rn ) pou or�zetaiapì thn hTx; yi = hx; T �yi; x; y 2 Rn :Orismì
 'Ena uposÔnolo � tou Rn , n � 2, lègetai plègma an up�rqoun grammi-k¸
 anex�rthta dianÔsmata u1; : : : ; un 2 Rn gia ta opo�a� = fx 2 Rn : x = m1u1 + : : :+mnun;mi 2 Zg:Tìte lème ìti to fu1; : : : ; ung e�nai b�sh tou plègmato
 �. 'Ena plègma mpore� naèqei perisìtere
 apì m�a b�sei
 (gia thn akr�beia, ìpw
 ja doÔme parak�tw, k�jeplègma èqei �peire
 to pl jo
 diaforetikè
 b�sei
).Parathr sei
 'Ena uposÔnolo � tou Rn e�nai plègma an kai mìno an up�rqeiT 2 GL(n) gia ton opo�o � = T (Zn). Pr�gmati, an to � e�nai plègma me b�sh to7



8fu1; : : : ; ung, tìte � = T (Zn), ìpou T o grammikì
 metasqhmatismì
 pou or�zetaiapì ti
 T (ei) = ui, i = 1; : : : ; n. Ant�strofa, an T 2 GL(n), tìte to T (Zn) e�naiplègma me b�sh to fT (e1); : : : ; T (en)g.Je¸rhma 1.1.1 K�je plègma � ston Rn e�nai diakrit  prosjetik  upoom�da touRn . Lègonta
 diakrit , ennooÔme ìti up�rqei r > 0 ¸ste D(o; r) \ (�nfog) = ;.Apìdeixh: 'Estw � = T (Zn), T 2 GL(n). E�nai fanerì ìti, an x; y 2 � tìtex� y 2 �, dhlad  to � e�nai prosjetik  upoom�da tou Rn .Ep�sh
, an or�soume Q = fx 2 Rn : jxij < 1g, tìte Zn \ Q = fog. Qrhsimo-poi¸nta
 to gegonì
 ìti o T e�nai èna pro
 èna, blèpoume ìti� \ T (Q) = T (Zn\Q) = fog:'Omw
 to T (Q) e�nai anoiktì uposÔnolo tou Rn kai o 2 T (Q), �ra up�rqei r > 0¸ste D(o; r) � T (Q). 'Epetai ìti D(o; r) \ (�nfog) = ;. 2'Amese
 sunèpeie
 tou orismoÔ th
 diakrit 
 prosjetik 
 om�da
 e�nai oi ex 
:(a) An D(o; r) \ � = fog, tìte gia k�je u 2 � isqÔei D(u; r) \ � = fug.(b) Gia k�je R > 0, h D(o;R) perièqei peperasmèna to pl jo
 shme�a tou �.Pr�gmati, an gia k�poio R > 0 up rqan diakekrimèna xn; n 2 N, shme�a tou �sthn D(o;R), tìte ja mporoÔsame na broÔme sugkl�nousa upakolouj�a (xkn) th
(xn). Tìte, gia opoiod pote r > 0, ja mporoÔsame na broÔme m;n 2 N tètoia¸ste o 6= xkm � xkn 2 D(o; r) \ �. Dhlad , to � den ja  tan diakrit  prosjetik upoom�da tou Rn .Ja qrhsimopoi soume ti
 (a) kai (b) gia na d¸soume ènan qarakthrismì touplègmato
.Je¸rhma 1.1.2 'Ena uposÔnolo � tou Rn e�nai plègma an kai mìno an perièqei ngrammik¸
 anex�rthta dianÔsmata kai e�nai diakrit  prosjetik  upoom�da tou Rn .Apìdeixh: H m�a kateÔjunsh apode�qjhke sto Je¸rhma 1.1.1. Gia thn �llh ka-teÔjunsh, upojètoume ìti � e�nai m�a diakrit  prosjetik  upoom�da tou Rn , pouperièqei ta grammik¸
 anex�rthta dianÔsmata x1; : : : ; xn. Ja kataskeu�soumem�a b�sh tou �, dhlad  èna sÔnolo fu1; : : : ; ung grammik¸
 anex�rthtwn dianu-sm�twn sto � me thn idiìthta: k�je v 2 � gr�fetai monos manta sth morf v = m1u1 + : : :+mnun, ìpou m1; : : : ;mn 2 Z.Ta u1; : : : ; un ja oristoÔn diadoqik�. Sto pr¸to b ma, jewroÔme ton mono-di�stato upìqwro F1 = hx1i pou par�getai apì to x1, kai epilègoume w
 u1 ènamh mhdenikì di�nusma tou F1 \ � pou èqei th mikrìterh dunat  apìstash apì too. Piì sugkekrimèna, mporoÔme na p�roume u1 = tx1, ìpou t > 0 o mikrìtero
dunatì
 ¸ste tx1 2 �. To � e�nai diakritì, �ra to eujÔgrammo tm ma [o; x1℄ japerièqei peperasmèna to pl jo
 shme�a tou plègmato
. Epomènw
, to u1 e�nai kal�orismèno.



9Suneq�zoume epagwgik�: ja de�xoume ìti gia k�je k � n mporoÔme na broÔmeu1; : : : ; uk 2 hx1; : : : ; xki tètoia ¸ste to �\hx1; : : : ; xki na par�getai (me akèraiou
suntelestè
) apì ta u1; : : : ; uk:�k := � \ hx1; : : : ; xki = fm1u1 + : : :+mkuk : mi 2 Zg:Me m�a tètoia kataskeu , ta ui e�nai grammik¸
 anex�rthta kai, gia k = n, èqoume� = fx 2 Rn : x = m1u1 + : : :+mnun;mi 2 Zg;dhlad  to � e�nai plègma.Gia thn epilog  tou uk+1 jewroÔme to parallhlep�pedoP = fx = a1u1 + : : :+ akuk + bxk+1; 0 � ai < 1; 0 < b � 1g;kai epilègoume san uk+1 èna sto�qeio tou P \� gia to opo�o o suntelest 
 b e�naio el�qisto
 dunatì
. To sÔnolo P \ � e�nai mh kenì giat� xk+1 2 P \ �, kai èqeipeperasmèna to pl jo
 shme�a (giat� to � e�nai diakrit  om�da). 'Ara, to uk+1 e�naikal� orismèno.Ta u1; : : : ; uk e�nai grammik¸
 anex�rthta, kaiuk+1 = kXi=1 aiui + bxk+1me b 6= 0. Autì shma�nei ìti uk+1 =2 hu1; : : : ; uki, �ra ta u1; : : : ; uk+1 e�nai grammi-k¸
 anex�rthta. Ja de�xoume ìti(�) �k+1 := � \ hx1; : : : ; xk+1i = fm1u1 + : : :+mk+1uk+1 : mi 2 Zg:'Estw x 2 �k+1. Ta u1; : : : ; uk+1 e�nai b�sh tou hx1; : : : ; xk+1i, �ra x = t1u1 +: : : + tkuk + tk+1uk+1 gia k�poiou
 t1; : : : ; tk+1 2 R. Jètoume fzg = z � [z℄ toklasmatikì mèro
 tou z, kai jewroÔme tox0 = ft1gu1 + : : :+ ftkguk + ftk+1guk+1 2 �:Tìte, x0 = ft1gu1 + : : :+ ftkguk + ftk+1g kXi=1 aiui + bxk+1!= t01u1 + : : :+ t0kuk + ftk+1gbxk+1 2 �;�ra, an 0 < ftk+1g tìtex00 = ft01gu1 + : : :+ ft0kguk + ftk+1gbxk+1 2 � \ P;to opo�o e�nai �topo afoÔ ftk+1gb < b. 'Epetai ìti ftk+1g = 0, dhlad  tk+1 2 Z.Tìte ìmw
, x0 = ft1gu1 + : : : ftkguk 2 � \ hx1; : : : ; xki;



10kai, apì thn epagwgik  ma
 upìjesh, prèpei na èqoume t1; : : : ; tk 2 Z. Autì apo-deiknÔei thn (�) kai, epagwgik�, to je¸rhma. 2Parat rhsh H apìdeixh tou jewr mato
 m�
 d�nei tautìqrona ènan trìpo na per-n�me apì èna grammik¸
 anex�rthto uposÔnolo fx1; : : : ; xng enì
 plègmato
 � seb�sh fu1; : : : ; ung tou �, me thn idiìthtahu1; : : : ; uki = hx1; : : : ; xki; 1 � k � n:1.2 Or�zousa enì
 plègmato
Orismì
 'Estw � èna plègma ston Rn , kai u1; : : : ; un m�a b�sh tou. To parallh-lep�pedo P = f nXi=1 aiui : 0 � ai < 1glègetai jemeli¸de
 parallhlep�pedo tou plègmato
. O ìgko
 jP j tou P lègetaior�zousa tou plègmato
 kai sumbol�zetai me det�.H Prìtash pou akolouje� de�qnei ìti o ìgko
 tou jemeli¸dou
 parallhlepipèdoue�nai anex�rthto
 apì thn epilog  th
 b�sh
.Prìtash 1.2.1 'Estw � èna plègma ston Rn , kai P;Q dÔo jemeli¸dh parallhle-p�peda tou �. Tìte, jP j = jQj.Apìdeixh: 'Estw fu1; : : : ; ung kai fv1; : : : ; vng oi b�sei
 tou � pou or�zoun tajemeli¸dh parallhlep�peda P kai Q. Tìte, an U; V e�nai oi p�nake
 pou èqoun sanst le
 ta ui; vi ant�stoiqa, èqoumejP j = j detU j; jQj = j detV j:Gr�foume ta dianÔsmata th
 m�a
 b�sh
 sunart sei twn dianÔsmatwn th
 �llh
,kai èqoume ui = nXj=1mijvj ; vi = nXj=1 lijuj ;ìpou M = (mij) kai L = (lij) p�nake
 me akèraie
 suntetagmène
. Tìte U = VM�kai V = UL�, �ra ML = I . Dhlad ,j detM j � j detLj = 1;kai afoÔ detM; detL 2 Z, pa�rnoume j detM j = j detLj = 1. Autì shma�nei ìtijP j = j detU j = j detM j � j detV j = j detV j = jQj: 2



11Parat rhsh H apìdeixh th
 Prìtash
 d�nei ìti: an U kai V e�nai dÔo b�sei
 touid�ou plègmato
 �, tìte sundèontai mèsw enì
 unimodular p�naka. Up�rqei dhlad p�naka
 M me akèraie
 suntetagmène
 kai or�zousa detM = �1, tètoio
 ¸steU = VM�. EÔkola elègqoume ìti isqÔei kai to ant�strofo: an V e�nai m�a b�shtou plègmato
 � kai M e�nai èna
 unimodular p�naka
, tìte oi st le
 tou p�nakaVM� apoteloÔn b�sh tou �.AfoÔ o ìgko
 opoioud pote jemeli¸dou
 parallhlepipèdou tou � e�nai p�nta o�dio
, h or�zousa det � tou � or�zetai kal�. MporoÔme m�lista me th bo jei� th
na qarakthr�soume ti
 b�sei
 tou �:Je¸rhma 1.2.1 'Estw � èna plègma ston Rn , kai u1; : : : ; un 2 �. Ta u1; : : : ; une�nai b�sh tou � an kai mìno anj det(u1; : : : ; un)j = det �:Apìdeixh: H m�a kateÔjunsh e�nai profan 
 apì ton orismì th
 det�. Gia thnant�strofh kateÔjunsh, èstw u1; : : : ; un 2 � me j det(u1; : : : ; un)j = det�. AfoÔdet� > 0, ta ui e�nai grammik¸
 anex�rthta. Ja de�xoume oti apoteloÔn b�sh tou�. JewroÔme m�a b�sh V tou �, kai gr�foume U = VM� kai V = UL�. H V e�naib�sh tou plègmato
 kai ta ui an koun sto �, �ra oM èqei akèraie
 suntetagmène
.'Omw
, j detU j = j detV j = det�apì thn upìjes  ma
, �ra j detM j = 1. Autì ìmw
 m�
 exasfal�zei ìti kai oL =M�1 e�nai akèraio
 p�naka
, diìti ta stoiqe�a tou e�nai th
 morf 
lij = �detMijdetM 2 Z:[Mij e�nai o p�naka
 pou prokÔptei apì ton M an {diagr�youme} thn i-gramm  kaithn j-st lh tou℄. AfoÔ V = UL� kai h V e�nai b�sh tou �, ta ui e�nai b�sh tou �.2 To Je¸rhma 1.2.1 m�
 d�nei èna krit rio gia na apofas�zoume an n grammik¸
anex�rthta dianÔsmata enì
 plègmato
 apoteloÔn b�sh tou. Genik�, den up�rqounapl� gewmetrik� krit ria pou na apantoÔn se autì to er¸thma. H kat�stash e�naip�ntw
 apl  sthn per�ptwsh � = Z2:Prìtash 1.2.2 Ta grammik¸
 anex�rthta u1; u2 apoteloÔn b�sh tou Z2 an kaimìno an sto kleistì tr�gwno T = fa1u1+a2u2; 0 � ai � 1; a1+a2 � 1g den up�rqei�llo shme�o tou Z2 ektì
 twn o; u1; u2.Apìdeixh: An ta u1; u2 e�nai b�sh, tìte ta mìna shme�a th
 morf 
 a1u1+a2u2 meai 2 Z pou an koun sto T e�nai ta o; u1; u2 (ìtan (a1; a2) = (0; 0)   (1; 0)   (0; 1)).Ant�strofa: èstw ìti to fu1; u2g den e�nai b�sh tou Z2. Ja broÔme akèraioshme�o sto T � := Tnfo; u1; u2g. Up�rqei x 2 � pou gr�fetai sth morf  x =



12a1u1+a2u2, kai oi ai den e�nai kai oi dÔo akèraioi. Tìte, to x0 = fa1gu1+fa2gu2 2 �an kei sto parallhlìgrammoP (u1; u2) := ft1u1 + t2u2 : 0 � ti � 1gkai den e�nai koruf  tou. An to x0 an kei sto {k�tw} tr�gwno T , tìte br�sketai stoT � kai èqoume telei¸sei. An p�li an kei sto {p�nw} tr�gwno, tìte to u1 + u2 � x0an kei sto T � kai, tautìqrona, sto �. 2Parat rhsh H fusiologik  gen�keush th
 Prìtash
 1.2.2 e�nai h ex 
. Ta grammi-k¸
 anex�rthta dianÔsmata u1; : : : ; un e�nai b�sh tou Zn an kai mìno an to simplexme korufè
 o; u1; : : : ; un den perièqei �llo akèraio shme�o. 'Omw
 autì den e�naiswstì: gia par�deigma, ta u1 = (1; 0; 0); u2 = (0; 1; 0); u3 = (1; 1; 2) sqhmat�zounèna simplex pou den perièqei �lla akèraia shme�a, qwr�
 na apoteloÔn b�sh tou Z3.H epìmenh prìtash exasfal�zei thn Ôparxh poll¸n diaforetik¸n b�sewn giak�je plègma � ston Rn , n � 2:Prìtash 1.2.3 An x = (x1; : : : ; xn) 2 Zn kai o mègisto
 koinì
 diairèth
 twnx1; : : : ; xn e�nai 1, tìte to x epekte�netai se b�sh tou Zn.Apìdeixh: MporoÔme na broÔme y2; : : : ; yn 2 Zn tètoia ¸ste ta x; y2; : : : ; yn nae�nai grammik¸
 anex�rthta: afoÔ x 6= o, up�rqei i0 � n tètoio ¸ste xi0 6= 0, opìtemporoÔme na p�roume san yj ta dianÔsmata ei, i 6= i0.Katìpin kataskeu�zoume b�sh fu1; : : : ; ung ìpw
 sto Je¸rhma 1.1.2, xekin¸n-ta
 apì ta x; y2; : : : ; yn. Parathr ste ìti u1 = x, giat� to x e�nai to plhsièsteropro
 to o akèraio shme�o tou hxi. Ed¸ qrhsimopoie�tai h upìjesh ìti oi x1; : : : ; xnèqoun mègisto koinì diairèth th mon�da. 2Pìrisma 1.2.1 K�je plègma � ston Rn , n � 2, èqei �peire
 to pl jo
 diaforeti-kè
 b�sei
.Apìdeixh: Arke� na exet�soume thn per�ptwsh � = Zn. Up�rqoun �peire
 topl jo
 n-�de
 mh mhdenik¸n akera�wn x1; : : : ; xn pou èqoun mègisto koinì diairèthth mon�da. K�je m�a apì autè
 an kei se m�a b�sh tou Zn, apì thn Prìtash 1.2.3.'Ara, to Zn èqei �peire
 diaforetikè
 b�sei
. 2To teleuta�o apotèlesma aut 
 th
 paragr�fou d�nei m�a shmantik  idiìthtatou jemeli¸dou
 parallhlepipèdou (thn opo�a ja qrhsimopoi soume arketè
 forè
sth sunèqeia):Je¸rhma 1.2.2 'Estw � èna plègma ston Rn , fu1; : : : ; ung m�a b�sh tou �, kaiP = fa1u1 + : : : + anun : 0 � ai < 1g to ant�stoiqo jemeli¸de
 parallhlep�pedo.Tìte, Rn = P � �:Dhlad , oi metaforè
 tou P kat� ta shme�a tou �, kalÔptoun ton Rn qwr�
 naepikalÔptontai.



13Apìdeixh: 'Estw x 2 Rn . Ta ui e�nai b�sh tou Rn , �ra mporoÔme na gr�youmex =Pni=1 tiui gia k�poiou
 ti 2 R. JewroÔme ta dianÔsmatay = nXi=1ftigui; z = nXi=1[ti℄ui:Tìte, z 2 �, y 2 P , kai x = y + z 2 P +�:K�je x 2 Rn gr�fetai me monadikì trìpo se aut n th morf : An gia k�poio x 2 Rne�qame x = y + z = y1 + z1 me y; y1 2 P , kai z; z1 2 �, tìte ja e�qame y � y1 2 �,dhlad  y � y1 = nXi=1 biui; bi 2 Z:'Omw
, jbij = jai(y)� ai(y1)j < 1. 'Epetai ìti bi = 0 gia k�je i � n. Opìte y = y1kai z = z1, pou apodeiknÔei to zhtoÔmeno. 2M�a qr simh efarmog  tou Jewr mato
 1.2.2 d�netai sthn epìmenh prìtash:Prìtash 1.2.4 'Estw � èna plègma ston Rn . Gia k�je R > 0 sumbol�zoume meN(R) to pl jo
 twn shme�wn tou � \D(o;R). Tìte,limR!1 N(R)!nRn = 1det� :Apìdeixh: JewroÔme to jemeli¸de
 parallhlep�pedo P tou � w
 pro
 m�a b�shfu1; : : : ; ung. Up�rqei a > 0 tètoio ¸ste P � D(o; a). Gia k�je R > 0 or�zoumeUR = � \D(o;R). Tìte, [u2UR(u+ P ) � D(o;R + a);kai, apì to Je¸rhma 1.2.2, ta u+ P den epikalÔptontai. 'Ara,N(R)(det �) = N(R) � jP j = j [u2UR(u+ P )j � !n(R + a)n;dhlad ,(�) N(R)!nRn � �R + aR �n 1det� ! 1det � :Apì thn �llh pleur�, gia meg�la R > 0, èqoume[u2UR(u+ P ) � D(o;R � a):



14Pr�gmati, an x 2 D(o;R � a), up�rqoun u 2 � kai p 2 P (opìte kpk2 � a) tètoia¸ste x = u+ p. 'Omw
 tìte,kuk2 � kxk2 + kpk2 � R� a+ a = R;dhlad , u 2 UR. 'Opw
 pr�n, katal goume sthn(��) N(R)!nRn � �R� aR �n 1det� ! 1det� :Sundu�zonta
 ti
 (�) kai (��) pa�rnoume to zhtoÔmeno. 21.3 UpoplègmataOrismì
: 'Estw � èna plègma ston Rn , kai �0 � �. An to �0 e�nai plègma, tìtelème ìti to �0 e�nai upoplègma tou �. AfoÔ to �0 e�nai upoom�da mi�
 abelian 
om�da
, or�zetai h om�da phl�ko � : �0. O plhj�rijmì
 th
 lègetai de�kth
 tou�0 sto �, kai sumbol�zetai me j� : �0j.Me autìn to sumbolismì, an j� : �0j = s, mporoÔme na gr�youme to plègma �san ènwsh s to pl jo
 xènwn sumplìkwn, dhlad � = s[i=1(�0 + ai);ìpou a1; : : : ; as 2 �. To pr¸to je¸rhma aut 
 th
 paragr�fou upolog�zei tonde�kth tou upoplègmato
 �0 sto �:Je¸rhma 1.3.1 'Estw V = fv1; : : : ; vng m�a b�sh tou �0. An P = fPni=1 aivi :0 � ai < 1g e�nai to jemeli¸de
 parallhlep�pedo tou �0 w
 pro
 thn V , tìtej� : �0j = jP \ �j;ìpou me jAj sumbol�zoume ton plhj�rijmo enì
 peperasmènou sunìlou A.Apìdeixh: An y1 6= y2 2 P \ �, tìte y1 +�0 6= y2 +�0. Pr�gmati, an y1 +�0 =y2 + �0, tìte to y1 � y2 e�nai mh mhdenikì kai an kei sto �0. Ep�sh
, y1 � y2 2fPni=1 aivi : jaij < 1g, diìti y1; y2 2 P . 'Omw
, to monadikì shme�o tou �0 pou èqeiaut n thn idiìthta e�nai to mhdenikì. 'Epetai ìtij� : �0j � jP \ �j:Gia thn ant�strofh anisìthta, de�qnoume ìti an x 2 � tìte up�rqei y 2 P \� tètoio¸ste x 2 y + �0: Pr�gmati, apì to Je¸rhma 1.2.2, up�rqoun y 2 P kai z 2 �0tètoia ¸ste x = y + z. AfoÔ x 2 � kai z 2 �0 � �, ja e�nai y = x � z 2 �. 'Aray 2 P \ �, kai x 2 y +�0. 2To epìmeno je¸rhma d�nei èna {eidikì} zeug�ri b�sewn gia ta �0 kai � (kanonik morf  kat� Smith):



15Je¸rhma 1.3.2 'Estw �0 èna upoplègma tou plègmato
 � ston Rn . Up�rqounb�sei
 U = fu1; : : : ; ung tou � kai V = fv1; : : : ; vng tou �0, tètoie
 ¸stevi = miui; 1 = i; : : : ; nkai mi j mi+1; i = 1; : : : ; n� 1:Apìdeixh: 'Estw U = fuig kai V = fvig dÔo b�sei
 twn � kai �0 ant�stoiqa.K�je vi 2 V gr�fetai monos manta sth morf vi = mi1u1 + : : :+minun; mij 2 Z:Pa�rnoume ètsi ènan akèraio p�naka M = M(U; V ) o opo�o
 exart�tai apì thnepilog  twn b�sewn U kai V , gia ton opo�o isqÔei h sqèsh pin�kwnV = UM�:JewroÔme thn kl�sh M = fM(U; V ); U b�sh tou �; V b�sh tou �0g. H kl�shM mènei anallo�wth w
 pro
 th dr�sh k�poiwn metasqhmatism¸n pin�kwn:(a) An metajèsoume thn i me thn j gramm  tou p�naka M , pa�rnoume ton p�nakaM1 2M pou antistoiqe� sti
 b�sei
 U kai V1 = V (me met�jesh twn vi; vj).(b) An metajèsoume thn i me thn j st lh tou p�naka M , pa�rnoume ton p�nakaM1 2M pou antistoiqe� sti
 b�sei
 U1 = U (me met�jesh twn ui; uj) kai V .(g) An pollaplasi�soume thn i gramm  me �1, prokÔptei o p�naka
 M1 2 Mpou antistoiqe� sti
 b�sei
 U kai V1 = fv1; : : : ;�vi; : : : ; vng.(d) An pollaplasi�soume thn i st lh me �1, prokÔptei o p�naka
 M1 2 M pouantistoiqe� sti
 b�sei
 U1 = fu1; : : : ;�ui; : : : ; ung kai V .(e) An prosjèsoume sthn i-gramm  thn j-gramm  pollaplasiasmènh ep� k�poios 2 Z, prokÔptei o p�naka
 M1 2 M pou antistoiqe� sti
 b�sei
 U kai V1 =fv1; : : : ; vi + svj ; : : : ; vng.(st) An prosjèsoume sthn i-st lh thn j-st lh pollaplasiasmènh ep� k�poios 2 Z, prokÔptei o p�naka
 M1 2M pou antistoiqe� sti
 b�sei
 U1 = fu1; : : : ; ui�suj ; : : : ; ung kai V .Oi parathr sei
 autè
 de�qnoun ìti up�rqei M 2 M me m11 > 0. Autì fa�netaieÔkola giat�, xekin¸nta
 me tuqìnta M0 2 M kai ektel¸nta
 kat�llhla k�poiou
apì tou
 metasqhmatismoÔ
 pou perigr�yame, mporoÔme na k�noume opoiod potemh mhdenikì stoiqe�o tou M jetikì kai na to fèroume sthn (1; 1) jèsh.JewroÔme ìlou
 tou
 M 2M me m11 > 0, kai krat�me ènan me el�qisto m11.(autì to b ma kajist� thn apìdeixh mh kataskeuastik ). Tìte, m11 j mi1;m1jgia k�je i; j = 1; : : : n. Pr�gmati, an se k�poia per�ptwsh e�qame to ant�jeto, giapar�deigma an tom21 den  tan pollapl�sio toum11, tìte k�nonta
 thn dia�resh jae�qame m21 = m11� + � gia k�poio 0 < � < m11, � 2 Z. Tìte, pollaplasi�zonta
thn pr¸th gramm  me � kai afair¸nta
 thn apì th deÔterh, ja pa�rname M1 2 Mme m21 = �. Sth sunèqeia, antimetajètonta
 thn deÔterh me thn pr¸th gramm , ja



16pa�rname ènan nèo p�naka M2 2 M o opo�o
 sth jèsh (1; 1) ja e�qe to � < m11,k�ti pou e�nai �topo apì thn epilog  tou p�naka M .AfoÔ loipìnm11jmi1;m1j gia k�je i; j = 1; : : : n, mporoÔme, afair¸nta
 kat�l-lhla pollapl�sia tou m11 apì k�je gramm  kai st lh tou p�naka, na mhden�soumethn pr¸th gramm  kai thn pr¸th st lh tou p�naka: na p�roume dhlad  M1 2 M meto m11 sthn (1; 1)-jèsh kai m1j = mi1 = 0, i; j = 2; : : : ; n. Epiplèon mporoÔme naapode�xoume ìti ston M1 to m11 e�nai diairèth
 ìlwn twn mij (alli¸
, me epitre-ptoÔ
 metasqhmatismoÔ
 mporoÔme na broÔme A 2 M tètoion ¸ste 0 < a11 < m11).JewroÔme ìlou
 tou
 p�nake
 M 2 M pou èqoun ti
 parap�nw idiìthte
: tom11 > 0 e�nai to el�qisto dunatì sthnM, tami1;m1j = 0 an i; j 6= 1, kai k�je mije�nai pollapl�sio tou m11. Pa�rnoume p�naka aut 
 th
 morf 
 me to m22 > 0 kaiel�qisto, kai suneq�zoume ìpw
 pr�n (agno¸nta
 thn pr¸th gramm  kai thn pr¸thst lh, oi opo�e
 èqoun oristikopoihje�). Se n b mata, ja ft�soume sth zhtoÔmenhmorf . 2H qrhsimìthta th
 kanonik 
 morf 
 tou Smith fa�netai apì to epìmeno je¸rhma.Je¸rhma 1.3.3 'Estw �0 èna upoplègma tou plègmato
 � ston Rn . An U kai Ve�nai b�sei
 twn � kai �0 ant�stoiqa, kai P e�nai to jemeli¸de
 parallhlep�pedotou �0 w
 pro
 thn V , tìtejP \ �j = j� : �0j = j detM(U; V )j = det�0det� :Apìdeixh: H pr¸th isìthta apode�qjhke sto Je¸rhma 1.3.1, kai gia k�je zeug�rib�sewn U; V twn �;�0 èqoumej detM(U; V )j = j detV jj detU j = det �0det� :Arke� loipìn na de�xoume ìti j detM(U; V )j = jP \ �j gia k�poio zeug�ri b�sewnU; V twn �;�0. Apì to Je¸rhma 1.3.2, mporoÔme na epilèxoume b�sei
 U; V tètoie
¸ste vi = miui; mi 2 Z; i = 1; : : : ; n:Tìte, e�nai fanerì ìti detM(U; V ) = m1m2 : : :mn:Apomènei na metr soume to pl jo
 twn shme�wn tou � pou an koun sto P . 'Omw
,lìgw th
 sqèsew
 vi = miui èqoume ìti, gia k�je i = 1; : : : ; n, sto eujÔgram-mo tm ma [o; vi) up�rqoun mi to pl jo
 shme�a tou �. 'Ara sto P ja èqoumem1m2 : : :mn shme�a tou �, ta t1v1 + : : : + tnvn, ti 2 f0; 1; : : : ;mi � 1g. AutìapodeiknÔei to zhtoÔmeno. 2Parat rhsh: To Je¸rhma 1.3.3 èqei ti
 ex 
 �mese
, all� endiafèrouse
, sunè-peie
:(a) An to �0 e�nai upoplègma tou �,tìte gia k�je b�sh V tou �0, to pl jo
twn shme�wn tou � pou an koun sto jemeli¸de
 parallhlep�pedo tou �0 w
 pro
thn V e�nai stajerì, kai �so me j� : �0j.



17(b) M�a endiafèrousa eidik  per�ptwsh èqoume an p�roume san � to Zn. Anv1; : : : ; vn e�nai grammik¸
 anex�rthta dianÔsmata tou Rn me akèraie
 suntetag-mène
, tìte to parallhlep�pedo P pou or�zoun perièqei tìsa akèraia shme�a ìso
e�nai o ìgko
 tou. Giat�, an �0 e�nai to upoplègma tou Zn pou par�goun ta vi, apìto Je¸rhma 1.3.2 èqoumejP j = j det�0j = jZn : �0j = jZn \ P j:M�a �llh endiafèrousa efarmog  e�nai o tÔpo
 tou Pi
k gia to pl jo
 twn ake-ra�wn shme�wn pou perièqei èna kurtì polÔgwno me akèraie
 korufè
.Je¸rhma 1.3.4 To pl jo
 twn akera�wn shme�wn mèsa se èna kurtì polÔgwno Kme korufè
 akèraia shme�a, e�nai �so meA(K) + jZ2\ bd(K)j2 + 1;ìpou A(K) to embadìn tou K, kai bd(K) to sÔnoro tou K.Apìdeixh: Pr¸ta apodeiknÔoume ton tÔpo gia èna tr�gwno T . Qwr�
 periorismìth
 genikìthta
, mporoÔme na upojèsoume ìti h m�a koruf  tou T e�nai to o. Ana; b e�nai oi �lle
 dÔo korufè
 tou T , jewroÔme to parallhlìgramo P = fta+ sb :0 � t; s < 1g pou par�goun ta a; b. Apì to Je¸rhma 1.3.2,jZ2 \ P j = A(P ) = 2A(T ):Qwr�zoume to P se dÔo tr�gwna T1 = T kai T2 -to {p�nw} kai to {k�tw}- fèrnonta
th diag¸nio ab. Den e�nai dÔskolo na doÔme ìtijZ2\ T Æ1 j = jZ2 \ T Æ2 j;kai an gr�youme B gia to pl jo
 twn akera�wn shme�wn sto eswterikì tou T kaiC g|ia to pl jo
 twn akera�wn shme�wn sto sÔnorì tou, èqoumejZ2\ P j = 2B + C � 2;giat� ta akèraia shme�a th
 diagwn�ou br�skontai ìla sto P , ektì
 apì ta a; b.'Epetai ìtiB + C = 12 �jZ2\ P j+ C + 2� = A(P )2 + C2 + 1 = A(T ) + C2 + 1;pou e�nai to zhtoÔmeno.'Estw t¸ra kurtì polÔgwnoK me n > 3 korufè
. P�li mporoÔme na upojèsou-me ìti m�a apì autè
 e�nai to o, kai oi upìloipe
 e�nai oi a0; : : : ; an�2. Qwr�zoumeto polÔgwno se n�2 tr�gwna T1; : : : Tn�2 fèrnonta
 ti
 diagwn�ou
 oa1; : : : ; oan�3.Qrhsimopoi¸nta
 ton tÔpo pou mìli
 apode�xame gia ta tr�gwna, èqoumejZ2 \ Tij = A(Ti) + Ci2 + 1; i = 1; : : : ; n� 2;



18ìpou Ci to pl jo
 twn akera�wn shme�wn sto sÔnoro tou Ti. Prosjètonta
 kat�mèlh, èqoume n�2Xi=1 jZ2\ Tij = A(K) + 12 n�2Xi=1 Ci + (n� 2):Ta eswterik� shme�a twn diagwn�wn èqoun metrhje� dÔo forè
 sto aristerì mèlo
,ta eswterik� shme�a twn akm¸n tou K kai oi korufè
 a1; : : : ; an�3 èqoun metrhje�dÔo forè
, oi korufè
 a0; an�2 m�a for�, kai to o metr jhke (n � 2) forè
. 'Ara,an D e�nai to pl jo
 twn eswterik¸n shme�wn twn diagwn�wn, èqoumen�2Xi=1 jZ2 \ Tij = jZ2 \Kj+D + 2(n� 3):Ant�stoiqa, sto dexiì mèlo
 èqoumen�2Xi=1 Ci = 2D +E + (n� 3) + (n� 3);ìpou E to pl jo
 twn akera�wn shme�wn sto sÔnoro tou K, giat� to o emfan�zetai(n� 2) forè
, oi a0; an�1 apì m�a, kai oi upìloipe
 (n� 3) korufè
 tou K apì dÔo.'Ara, jZ2 \Kj+D + 2(n� 3) = A(K) +D + E2 + (n� 3) + (n� 2);ap� ìpou èpetai ìti jZ2 \Kj = A(K) + E2 + 1: 21.4 Duðkì plègmaOrismì
 'Estw � èna plègma ston Rn . To sÔnolo�� := fy 2 Rn : 8x 2 �; hx; yi 2 Zgonom�zetai duðkì plègma tou �.Sthn epìmenh prìtash apodeiknÔoume ìti to �� e�nai ìntw
 plègma, kai peri-gr�foume to �� sunart sei tou �:Prìtash 1.4.1 To �� e�nai plègma ston Rn . An u1; : : : ; un e�nai m�a b�sh tou �,tìte ta dianÔsmata u�1; : : : ; u�n pou or�zontai apì ti
hui; u�j i = Æij ; i; j = 1; : : : ; napoteloÔn b�sh tou ��.



19Apìdeixh: H apìdeixh ja basiste� sto gegonì
 ìti(Zn)� = Zn:Pr�gmati, an x = (x1; : : : ; xn) 2 (Zn)�, tìte xi = hx; eii 2 Z gia k�je i = 1; : : : ; n,�ra x 2 Zn. Antistrìfw
, an x 2 Zn tìte, profan¸
 hx; yi 2 Z gia k�je y 2 Zn,dhlad  x 2 (Zn)�.(a) De�qnoume pr¸ta ìti to �� e�nai plègma. Up�rqei T 2 GL(n) tètoio
 ¸ste� = T (Zn). Tìte, x 2 �� () 8y 2 � hx; yi 2 Z() 8z 2 Zn hx; Tzi 2 Z() 8z 2 Zn hT �x; zi 2 Z() T �x 2 (Zn)� = Zn() x 2 T��(Zn):'Omw
, T�� 2 GL(n). 'Ara, to �� = T��(Zn) e�nai plègma.(b) Gia ton deÔtero isqurismì, a
 upojèsoume ìti fu1; : : : ; ung e�nai m�a b�shtou �. JewroÔme ton T 2 GL(n) pou or�zetai apì ti
 T (ei) = ui, i = 1; : : : ; n.Tìte, � = T (Zn). An jèsoume u�j = T��(ej), tìte to fu�1; : : : ; u�ng e�nai b�sh touT��(Zn) = ��, kaihui; u�j i = hTei; T��eji = hT�1Tei; eji = hei; eji = Æij : 2H b�sh fu�1; : : : ; u�ng tou �� pou or�same sthn Prìtash 1.4.1 onom�zetai duðk b�sh th
 fu1; : : : ; ung.1.5 �-upìqwroiOrismo� (a) 'Estw � èna plègma ston Rn . 'Ena
 k-di�stato
 grammikì
 upìqwro
F tou Rn onom�zetai �-upìqwro
 an to F \ � e�nai plègma ston F . Dhlad  anup�rqoun v1; : : : ; vk 2 F tètoia ¸steF \ � = fm1v1 + : : :+mkvk : mi 2 Zg:(b) 'Estw F èna
 k-di�stato
 �-upìqwro
 tou Rn . 'Ena sÔnolo shme�wn v1; : : : ; vk 2� onom�zetai prwtarqikì gia to F \ � an ta v1; : : : ; vk apoteloÔn b�sh touplègmato
 F \ �.Je¸rhma 1.5.1 An o F e�nai �-upìqwro
 kai to fv1; : : : ; vkg prwtarqikì gia toF \ �, tìte epekte�netai se b�sh tou �.



20Apìdeixh: To � perièqei n grammik¸
 anex�rthta dianÔsmata, epomènw
 mpo-roÔme na broÔme uk+1; : : : ; un 2 � tètoia ¸ste ta v1; : : : ; vk; uk+1; : : : ; un na e�naigrammik¸
 anex�rthta. Xekin¸nta
 apì aut� ta dianÔsmata, kataskeu�zoume b�shtou � ìpw
 sto Je¸rhma 1.1.2. Sta pr¸ta k b mata, h kataskeu  g�netai ston F ,kai afoÔ ta v1; : : : ; vk e�nai b�sh tou F \ � paramènoun amet�blhta. 2Orismì
 'Estw F èna
 �-upìqwro
. Or�zoumeF? = fy 2 Rn : hx; yi = 0; 8x 2 Fg:Je¸rhma 1.5.2 O F? e�nai ��-upìqwro
.Apìdeixh: O F e�nai �-upìqwro
, �ra up�rqei b�sh fv1; : : : ; vkg tou F \�. Qrhsi-mopoi¸nta
 to Je¸rhma 1.5.1, thn epekte�noume se b�sh fv1; : : : ; vk; vk+1; : : : ; vngtou �. JewroÔme th duðk  b�sh fu1; : : : ; ung tou ��. Tìte, gia k�je k+1 � j � nèqoume hvi; uji = 0; i = 1; : : : ; k;�ra uj 2 F?, j = k + 1; : : : ; n. Ta uk+1; : : : ; un e�nai grammik¸
 anex�rthta kaian koun ston F? \ ��, epomènw
 o F? e�nai ��-upìqwro
. 2



Kef�laio 2Kurt� s¸mata ston R n
2.1 Kurt� s¸mata(a) Orismo�Kurtì s¸ma ston Rn e�nai èna mh kenì, kurtì kai sumpagè
 uposÔnoloK touRn , pou èqei mh kenì eswterikì. Ja lème ìti to kurtì s¸ma K e�nai summetrikìme kèntro summetr�a
 to o, an gia k�je x 2 K èqoume kai �x 2 K.Pollè
 forè
, ja qreiaste� na mil soume gia anoikt� kurt� s¸mata. Aut�e�nai ta eswterik� twn kurt¸n swm�twn. IsqÔei ìti: an K e�nai èna kurtì s¸ma,tìte to K sump�ptei me thn kleist  j kh tou eswterikoÔ tou.To �jroisma kat� Minkowski dÔo mh ken¸n uposunìlwn A kai B tou Rne�nai to sÔnolo A+B := fa+ b : a 2 A; b 2 Bg:EÔkola elègqoume ìti an ta A kai B e�nai sumpag  (ant�stoiqa, kurt�), tìte kai to�jroism� tou
 A+B e�nai sumpagè
 (ant�stoiqa, kurtì). Eidikìtera, to �jroismadÔo kurt¸n swm�twn e�nai kurtì s¸ma.Me ton ìro stoiqei¸de
 sÔnolo anaferìmaste se m�a peperasmènh ènwshorjogwn�wn pou èqoun ti
 akmè
 tou
 par�llhle
 prì
 tou
 �xone
 suntetagmènwn(ti
 dieujÔnsei
 twn orjokanonik¸n dianusm�twn ej), kai èqoun xèna eswterik�.Sumbol�zoume me I thn kl�sh ìlwn twn stoiqeiwd¸n sunìlwn.An I e�nai èna tètoio orjog¸nio, me m kh akm¸n a1; : : : ; an > 0, tìte or�zoumeton ìgko tou na isoÔtai me jI j = a1 : : : an:An J = [mk=1Ik e�nai èna stoiqei¸de
 sÔnolo, tìte or�zoumejJ j = mXk=1 jIkj:21



22'Estw t¸ra A èna mh kenì, fragmèno uposÔnolo tou Rn . Or�zoume ton eswterikììgko tou A mèsw th
 jAj = supfjJ j : J � A; J 2 Ig;kai ton exwterikì ìgko tou A mèsw th
jAj = inffjJ j : A � J; J 2 Ig:Ja lème ìti to A èqei ìgko (e�nai Jordan metr simo), kai ja ton sumbol�zoumeme jAj, an jAj = jAj. Mpore� kane�
 na de�xei ìtiK�je kurtì s¸ma ston Rn èqei ìgko.Oi idiìthte
 tou ìgkou pou qrhsimopoioÔme suqn� sth sunèqeia e�nai tele�w
 fu-siologikè
:(a) O ìgko
 paramènei anallo�wto
 w
 pro
 strofè
 kai metaforè
.(b) An T e�nai èna
 antistrèyimo
 grammikì
 metasqhmatismì
 tou Rn , tìte gi�k�je sumpagè
 uposÔnolo tou Rn isqÔeijT (K)j = jdetT jjKj:(g) 'Estw K kurtì s¸ma ston Rn . Gia k�je r 2 N, or�zoumeNr = 1rZn \K:JewroÔme to jemeli¸de
 orjog¸nio Q tou (1=r)Zn, kai thn ènwsh[z2Nr(z +Q):O ìgko
 th
 e�nai �so
 me jNrj=rn. E�nai logikì na upojèsoume (kai mporoÔme naapode�xoume) ìti kaj¸
 to r ! +1, pa�rnoume ìlo kai kalÔterh prosèggish touìgkou tou K. Dhlad , isqÔei to ex 
:limr!1 jNrjjKjrn = 1:(b) Summetrik� kurt� s¸mataJewroÔme m�a nìrma k � k ston Rn . Tìte, h monadia�a mp�la BX = fx 2 Rn :kxk � 1g tou q¸rou me nìrma X = (Rn ; k � k) e�nai èna summetrikì kurtì s¸maston Rn . To gegonì
 ìti h BX e�nai sumpagè
 sÔnolo kai èqei mh kenì eswterikì,ofe�letai sto ìti h k�k e�nai isodÔnamh me thn Eukle�deia nìrma. Dhlad , up�rqouna; b > 0 tètoioi ¸ste akxk2 � kxk � bkxk2; x 2 Rn :



23IsodÔnama, (1=b)Dn � BX � (1=a)Dn;to opo�o de�qnei ìti h BX e�nai fragmèno sÔnolo kai perièqei m�a anoikt  mp�la mekèntro to o. H BX e�nai kleistì sÔnolo, giat� e�nai kleist  w
 pro
 thn k � k, kai,apì thn isodunam�a twn norm¸n, k�je kleistì sÔnolo w
 pro
 thn k �k e�nai kleistìw
 pro
 thn Eukle�deia metrik . Tèlo
, h kurtìthta kai h summetr�a th
 BX e�naiaplè
 sunèpeie
 twn idiot twn th
 nìrma
: h k � k e�nai �rtia, jetik� omogen 
sun�rthsh, kai ikanopoie� thn trigwnik  anisìthta.Ant�strofa, a
 upojèsoume ìti K e�nai èna summetrikì kurtì s¸ma ston Rn .O Minkowski ìrise thn sun�rthshkxkK = minf� � 0 : x 2 �Kg;kai apèdeixe ìti e�nai nìrma, gia thn opo�a isqÔei kxkK � 1 an kai mìno an x 2 K.H Ôparxh tou legìmenou sunarthsoeidoÔ
 tou Minkowski de�qnei ìti, me m�a ènnoia,h melèth twn summetrik¸n kurt¸n swm�twn ston Rn e�nai isodÔnamh me th melèthtwn norm¸n p�nw ston Rn :Prìtash 2.1.1 'Estw K � Rn èna summetrikì kurtì s¸ma. Tìte, to sunarth-soeidè
 tou Minkowski kxkK = minf� � 0 : x 2 �Kge�nai nìrma, kai K = fx 2 Rn : kxkK � 1g:Apìdeixh: To K perièqei m�a mp�la me kèntro to o. Pr�gmati, afoÔ to K èqeimh kenì eswterikì, up�rqoun x 2 K kai r > 0 tètoia ¸ste D(x; r) � K. Lìgwsummetr�a
 èqoume D(�x; r) � K, kai lìgw kurtìthta
, D(o; r) = [D(x; r) +D(�x; r)℄=2 � K.'Estw x 2 Rn . Up�rqei � > 0 arket� meg�lo, ¸ste (1=�)x 2 D(o; r) � K, �ra,x 2 �K. Autì de�qnei ìti, gia k�je x 2 Rn , to sÔnolo f� � 0 : x 2 �Kg e�nai mhkenì, �ra or�zetai to inff� � 0 : x 2 �Kg:JewroÔme m�a gnhs�w
 fj�nousa akolouj�a �s ! �. Up�rqoun ys 2 K tètoia ¸stex = �sys, kai lìgw th
 sump�geia
 touK mporoÔme na upojèsoume ìti ys ! y 2 K.Tìte, x = �y 2 K. 'Ara to in�mum e�nai minimum, kai h kxkK e�nai kal� orismènh.Ep�sh
, e�nai t¸ra fanerì ìti kxkK � 0 gia k�je x 2 Rn , kai kxkK = 0 an kaimìno an x = o.Apì th summetr�a touK w
 pro
 to o, èqoume x 2 �K an kai mìno an �x 2 �K.Autì apodeiknÔei ìtik � xkK = minf� � 0 : �x 2 �Kg = minf� � 0 : x 2 �Kg = kxkK :



24Ep�sh
, an t > 0, tìtektxkK = minf� � 0 : tx 2 �Kg = minf� � 0 : x 2 (�=t)Kg= minft� : � � 0; x 2 �Kg = tminf� � 0 : x 2 �Kg= tkxkK :Oi dÔo prohgoÔmene
 sqèsei
 apodeiknÔoun ìti ktxkK = jtj � kxkK , gia k�je t 2 Rkai k�je x 2 Rn .Gia thn trigwnik  anisìthta, parathroÔme ìti x 2 kxkKK kai y 2 kykKK,opìte h kurtìthta tou K m�
 exasfal�zei ìti x+ y 2 (kxkK + kykK)K, dhlad kx+ ykK � kxkK + kykK ; x; y 2 Rn :Tèlo
, x 2 K an kai mìno an minf� � 0 : x 2 �Kg � 1, dhlad  kxkK � 1. 2(g) To polikì s¸ma enì
 summetrikoÔ kurtoÔ s¸mato
'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . To polikì s¸ma tou K e�nai toKÆ = fy 2 Rn : 8x 2 K; jhx; yij � 1g:JewroÔme ton q¸ro X = (Rn ; k � kK), kai ton duðkì tou q¸ro X�. Ta grammik�sunarthsoeid  f : X ! R anapar�stantai apì yf 2 Rn : gia k�je f 2 X� up�rqeimonadikì yf 2 Rn tètoio ¸stef(x) = hy; xi; x 2 Rn ;kai ant�strofa k�je y 2 Rn or�zei fy 2 X� me ton �dio trìpo. MporoÔme loipìnna taut�soume (w
 grammikì q¸ro) ton X� me ton Rn . Metafèroume th nìrma touX� ston Rn , or�zonta
kyk� = kfykX� = maxx2BX jfy(x)j = maxfjhy; xij : x 2 Kg:Tìte, h monadia�a mp�la tou (Rn ; k � k�) e�nai akrib¸
 to KÆ. Pr�gmati,KÆ = fy 2 Rn : maxx2K jhy; xij � 1g = fy 2 Rn : kyk� � 1g:'Eqoume loipìn apode�xei to ex 
:Prìtash 2.1.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn , kai X = (Rn ; k � kK).Tìte,to KÆ e�nai h monadia�a mp�la tou duðkoÔ q¸rou tou X . 2Apì ton orismì tou polikoÔ s¸mato
, kai apì ton qarakthrismì tou pou m�
 d�neih prohgoÔmenh Prìtash, mporoÔme eÔkola na apode�xoume ti
 parak�tw basikè
idiìthtè
 tou:



25Prìtash 2.1.3 'Estw K;K1 summetrik� kurt� s¸mata ston Rn . Tìte,(a) An K � K1, tìte KÆ1 � KÆ.(b) (KÆ)Æ = K.(g) An T 2 GL(n), tìte (TK)Æ = T��KÆ.(d) jKjjKÆj = jTKjj(TK)Æj.Apìdeixh: (a) An y 2 KÆ1 , tìte gia k�je x 2 K1 èqoume jhx; yij � 1, kai afoÔK � K1 èpetai ìti gia k�je x 2 K ja e�nai jhx; yij � 1, dhlad  y 2 KÆ.(b) O X = (Rn ; k � kK) e�nai autopaj 
, �ra to K e�nai h monadia�a mp�la touX�� = (Rn ; k � kKÆ)�. Dhlad , to K e�nai to polikì s¸ma tou KÆ.(g) 'Eqoume y 2 (TK)Æ an kai mìno an gia k�je x 2 TK isqÔei jhx; yij � 1,dhlad  an, gia k�je z 2 K isqÔei jhTz; yij = jhz; T �yij � 1, dhlad , an T �y 2 KÆ.'Ara, (TK)Æ = (T �)�1(KÆ).(d) 'Eqoume jTKj = j detT j � jKj kai j(TK)Æj = j(T �)�1(KÆ)j = j det T j�1jKÆj.'Ara, jTKjj(TK)Æj = j detT j � jKj � j detT j�1jKÆj = jKj � jKÆj: 22.2 H anisìthta Brunn-MinkowskiH anisìthta Brunn-Minkowski sundèei ton ìgko me thn pr�xh th
 prìsjesh
 kat�Minkowski. Ja d¸soume m�a apìdeixh pou qrhsimopoie� ta stoiqei¸dh sÔnola kaiofe�letai ston Lyusternik (1940):Je¸rhma 2.2.1 (Anisìthta Brunn-Minkowski). 'Estw A kai B sumpag , mhken� uposÔnola tou Rn . Tìte,jA+Bj1=n � jAj1=n + jBj1=n:Apìdeixh: 1h Per�ptwsh: Exet�zoume pr¸ta thn per�ptwsh pou ta A kai B e�naiorjog¸nia me ti
 akmè
 tou
 par�llhle
 pro
 tou
 �xone
 suntetagmènwn. Upojè-toume ìti a1; : : : ; an > 0 e�nai ta m kh twn akm¸n tou A, kai b1; : : : ; bn > 0 ta m khtwn akm¸n tou B. Tìte, to A+B e�nai ki autì orjog¸nio me ti
 akmè
 tou par�l-lhle
 pro
 tou
 �xone
 suntetagmènwn, kai ant�stoiqa m kh a1 + b1; : : : ; an + bn.Epomènw
, h anisìthta pa�rnei th morf ((a1 + b1) : : : (an + bn))1=n � (a1 : : : an)1=n + (b1 : : : bn)1=n:IsodÔnama, zht�me na de�xoume ìti� a1a1 + b1 : : : anan + bn�1=n +� b1a1 + b1 : : : bnan + bn�1=n � 1:



26'Omw
 apì thn anisìthta arijmhtikoÔ-gewmetrikoÔ mèsou, to aristerì mèlo
 th
teleuta�a
 anisìthta
 e�nai mikrìtero   �so apì1n � a1a1 + b1 + : : :+ anan + bn�+ 1n � b1a1 + b1 + : : :+ bnan + bn� = 1:Dhlad , h anisìthta Brunn-Minkowski isqÔei se aut n thn apl  per�ptwsh.2h Per�ptwsh: Upojètoume ìti ta A;B e�nai stoiqei¸dh sÔnola, kajèna dhlad apì aut� e�nai peperasmènh ènwsh orjogwn�wn pou èqoun xèna eswterik� kai akmè
par�llhle
 pro
 tou
 �xone
 suntetagmènwn.Or�zoume san poluplokìthta tou zeugarioÔ (A;B) to sunolikì pl jo
 twnorjogwn�wn pou sqhmat�zoun ta A;B. Ja apode�xoume thn anisìthta Brunn-Minkowski me epagwg  w
 pro
 thn poluplokìthta m tou (A;B). Otan m = 2, taA kai B e�nai orjog¸nia kai h anisìthta èqei  dh apodeiqje�.Upojètoume loipìn ìti m � 3 kai ìti to zhtoÔmeno isqÔei gi� zeug�ria stoi-qeiwd¸n sunìlwn me poluplokìthta � m � 1. AfoÔ m � 3, k�poio apì ta A kaiB (èstw to A) apotele�tai apì toul�qiston dÔo orjog¸nia. 'Estw I1, I2 dÔo apìaut�. Ta I1 kai I2 èqoun xèna eswterik�, sunep¸
 mporoÔme na ta diaqwr�soumeme èna uperep�pedo par�llhlo pro
 k�poion kÔrio upìqwro tou Rn . Qwr�
 bl�bhth
 genikìthta
 upojètoume ìti autì to uperep�pedo perigr�fetai apì thn xn = �gi� k�poio � 2 R. Or�zoumeA+ = A \ fx 2 Rn : xn � �g ; A� = A \ fx 2 Rn : xn � �g:Ta A+ kai A� e�nai stoiqei¸dh sÔnola, èqoun xèna eswterik� kai kajèna tou
sqhmat�zetai apì ligìtera orjog¸nia ap� ìti to A (To uperep�pedo xn = � sthnqeirìterh per�ptwsh qwr�zei k�je orjog¸nio tou A se dÔo orjog¸nia, èna stoA+ ki èna sto A�. 'Omw
, to I1 perièqetai ex olokl rou sto A+ en¸ to I2 stoA�). Pern¸nta
 t¸ra sto B, br�skoume uperep�pedo xn = s tètoio ¸ste an B+ =B \ fx 2 Rn : xn � sg kai B� = B \ fx 2 Rn : xn � sg na isqÔei(�) jA+jjAj = jB+jjBj :Ta B+ kai B� e�nai stoiqei¸dh sÔnola me pl jo
 orjogwn�wn pou den xepern�eiautì tou B. Onom�zoume � ton koinì lìgo ìgkwn sthn (�). Profan¸
, 0 < � < 1.E�nai fanerì ìtiA+B = (A+ +B+) [ (A+ +B�) [ (A� +B+) [ (A� +B�):Apì thn �llh pleur�, afoÔ A+ +B+ � fx : xn � �+ sg kai A�+B� � fx : xn ��+ sg, ta A+ +B+ kai A� +B� èqoun xèna eswterik�. Epomènw
,jA+Bj � jA+ +B+j+ jA� +B�j:Me b�sh thn kataskeu  pou k�name, efarmìzetai h epagwgik  upìjesh sto dexiìmèlo
:jA+ +B+j1=n � jA+j1=n + jB+j1=n ; jA� +B�j1=n � jA�j1=n + jB�j1=n;



27opìte k�nonta
 pr�xei
, kai pa�rnonta
 up� ìyin thn (�) èqoumejA+Bj � �(�jAj)1=n + (�jBj)1=n�n + �((1� �)jAj)1=n + ((1� �)jBj)1=n�n= �[jAj1=n + jBj1=n℄n + (1� �)[jAj1=n + jBj1=n℄n = [jAj1=n + jBj1=n℄n;ap� ìpou èpetai ìti jA+Bj1=n � jAj1=n + jBj1=n:Genik  Per�ptwsh: 'Estw A;B tuqìnta mh ken� sumpag  uposÔnola tou Rn . Up�r-qoun akolouj�e
 fAmg kai fBmg stoiqeiwd¸n sunìlwn me ti
 idiìthte
Am � A ; jAmj ! jAj ; Bm � B ; jBmj ! jBj ; m 2 N:Tìte Am +Bm � A+B gi� k�je m 2 N kaijA+Bj1=n � lim supm!1 jAm +Bmj1=n� lim supm!1 [jAmj1=n + jBmj1=n℄= jAj1=n + jBj1=n: 2H anisìthta Brunn-Minkowski gi� kurt� s¸mata ston Rn suqn� diatup¸netaiw
 ex 
:Pìrisma 2.2.1 'Estw K1;K2 kurt� s¸mata ston Rn . Gi� k�je � 2 (0; 1) isqÔeij�K1 + (1� �)K2j1=n � �jK1j1=n + (1� �)jK2j1=n:Dhlad , h sun�rthsh f : [0; 1℄! R me f(�) = j�K1 + (1� �)K2j1=n e�nai ko�lh.Apìdeixh: Arke� na de�xoume ìti f(a�+(1� a)�) � af(�) + (1� a)f(�) gi� k�je�; � 2 [0; 1℄ kai a 2 (0; 1). 'Eqoumef(a�+ (1� a)�) = j(a�+ (1� a)�)K1 + (1� a�� (1� a)�)K2j1=n= j(a�+ (1� a)�)K1 + (a(1� �) + (1� a)(1� �))K2j1=n= ja(�K1 + (1� �)K2) + (1� a)(�K1 + (1� �)K2)j1=n� ja(�K1 + (1� �)K2)j1=n + j(1� a)(�K1 + (1� �)K2)j1=n= aj�K1 + (1� �)K2j1=n + (1� a)j�K1 + (1� �)K2j1=n= af(�) + (1� a)f(�);ìpou qrhsimopoi same to gegonì
 ìti an X � Rn kurtì, mh kenì kai a; b > 0 tìteaX + bX = (a+ b)X . 2M�a �llh sunèpeia th
 anisìthta
 Brunn-Minkowski e�nai h akìloujh anisìthta(h opo�a e�nai anex�rthth th
 di�stash
):



28Pìrisma 2.2.2 'Estw A;B sumpag , mh ken� uposÔnola tou Rn . Gi� k�je � 2(0; 1) èqoume j�A+ (1� �)Bj � jAj�jBj1��:Apìdeixh: H sun�rthsh log e�nai ko�lh, ki autì èqei san sunèpeia thnx�y1�� � �x+ (1� �)ygi� k�je x; y > 0 kai � 2 (0; 1). Apì thn anisìthta Brunn-Minkowski pa�rnoumej�A+(1��)Bj � [�jAj1=n+(1��)jBj1=n℄n � [jAj�=njBj(1��)=n℄n = jAj�jBj1��: 22.3 To je¸rhma tou JohnElleiyoeidè
 ston Rn e�nai èna kurtì s¸ma th
 morf 
(�) E = (x 2 Rn : nXi=1 hx; vii2�2i � 1) ;ìpou fvigi�n e�nai orjokanonik  b�sh tou Rn , kai �1; : : : ; �n e�nai jetiko� pragma-tiko� arijmo� (oi dieujÔnsei
 kai ta m kh twn hmiaxìnwn tou E ant�stoiqa).Prìtash 2.3.1 To E � Rn e�nai elleiyoeidè
 an kai mìno an up�rqei T 2 GL(n)tètoio
 ¸ste E = T (Dn).Apìdeixh: Upojètoume pr¸ta ìti to E e�nai elleiyoeidè
, or�zetai dhlad  apì thn(�) gia k�poia orjokanonik  b�sh fv1; : : : ; vng tou Rn , kai k�poiou
 �1; : : : ; �n > 0.'Estw T o grammikì
 metasqhmatismì
 tou Rn pou or�zetai apì ti
 T (vi) = �ivi,i = 1; : : : ; n. O T e�nai profan¸
 antistrèyimo
, kai x 2 T (Dn) an kai mìno anup�rqei y =Pnj=1 tjvj 2 Dn me x = Ty. Tìte ìmw
, h isìthtanXi=1 hx; vii2�2i = nXi=1 hPnj=1 tj�jvj ; vii2�2i = nXi=1 t2ide�qnei ìti x 2 T (Dn) an kai mìno an x 2 E, dhlad  E = T (Dn).Ant�strofa, èstw T 2 GL(n) kai E = T (Dn). Gr�foume S = T�1, kai èqoumekxk2E = kxk2S�1(Dn) = kSxk22 = hSx; Sxi = hS�Sx; xi:O S�S e�nai summetrikì
 kai jetik� orismèno
, �ra gr�fetai sth morf  U�DUìpou D diag¸nio
 p�naka
 me jetik� diag¸nia stoiqe�a ��21 ; : : : ; ��2n , kai o U e�naiorjog¸nio
 p�naka
. JewroÔme ton diag¸nio p�naka D1 = pD me diag¸nia stoiqe�a



29ta ��11 ; : : : ; ��1n . AfoÔ o U e�nai orjog¸nio
, èqoume S�S = A2, ìpou A = U�D1U .Dhlad ,kxk2E = hA2x; xi = kAxk22 = kD1Uxk22 = nXi=1 hUx; eii2�2i = nXi=1 hx; vii2�2i ;ìpou ta vi = U�ei apoteloÔn orjokanonik  b�sh tou Rn . 'Epetai ìti x 2 E ankai mìno an ikanopoie�tai h (�) gia ta sugkekrimèna vi kai �i, dhlad  to E e�naielleiyoeidè
. 2Parat rhsh: Apì thn apìdeixh e�nai fanerì ìti o ìgko
 tou E isoÔtai mejEj = jDnj nYi=1�i:JewroÔme t¸ra èna summetrikì kurtì s¸ma K ston Rn kai thn oikogèneiaE(K) ìlwn twn elleiyoeid¸n pou perièqontai sto K. O F. John [J℄ (1948) èdeixeìti up�rqei monadikì elleiyoeidè
 E pou perièqetai sto K kai èqei ton mègistodunatì ìgko. Ja lème ìti to E e�nai to elleiyoeidè
 mègistou ìgkou tou K.Gia thn apìdeixh, blèpoume tautìqrona ìti up�rqei monadikì elleiyoeidè
 E pouperièqei to K kai èqei el�qisto ìgko:Prìtash 2.3.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn , kai E 0(K) h oikogèneiaìlwn twn elleiyoeid¸n pou perièqoun to K. Up�rqei monadikì elleiyoeidè
 E 2E 0(K) me el�qisto ìgko.Apìdeixh: JewroÔme ton arijmìV = inffjEj : E 2 E 0(K)g > 0:Up�rqei akolouj�a Tm 2 GL(n) ètsi ¸ste Em = T�1m (Dn) � K kaijEmj = jDnjjdet(Tm)j ! V:AfoÔ kTm : XK ! `n2k � 1, m 2 N, mporoÔme na broÔme upakolouj�a fTkmg kaiS 2 L(Rn ) me Tkm ! S. Tìte,jdet(S)j = jDnj=V > 0;epomènw
, S 2 GL(n). Or�zoume E = S�1(Dn). 'EqoumekS : XK ! `n2k = lim kTkm : XK ! `n2k � 1;�ra E � K. AfoÔ jEj = V , to E e�nai èna elleiyoeidè
 pou perièqei to K, me tonel�qisto dunatì ìgko.



30 De�qnoume t¸ra ìti up�rqei èna mìno elleiyoeidè
 me aut n thn idiìthta. 'Estwìti ta E1 kai E2 perièqoun to K kai èqoun el�qisto ìgko. Qwr�
 periorismì th
genikìthta
 mporoÔme na upojèsoume ìti E1 = Dn e�nai h Eukle�deia monadia�amp�la, kai E2 = (x 2 Rn : nXi=1hx; vii2=�2i � 1) :JewroÔme èna tr�to elleiyoeidè
, ton {mèso ìro} tou
F = (x 2 Rn : nXi=1 12(1 + ��2i )hx; vii2 � 1) :E�nai fanerì ìti F � E1 \ E2 � K, epomènw
(�) jF j � jE1j = jE2j:AfoÔ E1 = Dn, h (�) pa�rnei th morf 1 =  nYi=1�i!2 � nYi=1 21 + ��2i= nYi=1 2�2i1 + �2i= nYi=1 2�i1 + �2i ;opìte, 2�i = 1 + �2i gia k�je i = 1; : : : ; n. Tìte ìmw
, �i = 1, i = 1; : : : ; n. 'Ara,E1 = E2. 2H Prìtash 2.3.2 ma
 d�nei thn Ôparxh kai th monadikìthta tou elleiyoeidoÔ
mègistou ìgkou tou K:Je¸rhma 2.3.1 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Up�rqei monadikìelleiyoeidè
 E 2 E(K) me mègisto ìgko.Apìdeixh: E�dame ìti up�rqei monadikì elleiyoeidè
 F el�qistou ìgkou pou pe-rièqei to KÆ. JewroÔme to E = F Æ. Apì thn Prìtash 2.1.3(a),(b) èqoume E � K,kai an E1 e�nai èna �llo elleiyoeidè
 me E1 � K, tìte EÆ1 � KÆ, �ra jEÆ1 j � jF j.Epomènw
, qrhsimopoi¸nta
 thn Prìtash 2.1.3(d), blèpoume ìtijE1j = jDnj2jEÆ1 j � jDnj2jF j = jEj:Isìthta mpore� na isqÔei mìno an EÆ1 = F , dhlad  E1 = E. 'Ara, to E e�nai tomonadikì elleiyoeidè
 mègistou ìgkou tou K. 2O F. John [J℄ èdeixe ìti an h Dn e�nai to elleiyoeidè
 mègistou ìgkou pouperièqetai sto summetrikì kurtì s¸ma K, tìte K � pnDn (Je¸rhma tou John):



31Je¸rhma 2.3.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Upojètoume ìti hEukle�deia monadia�a mp�la Dn e�nai to elleiyoeidè
 mègistou ìgkou pou perièqetaisto K. Tìte, K � pnDn:Apìdeixh: Upojètoume ìti to sumpèrasma den isqÔei. Tìte, up�rqei x sto sÔ-noro tou K to opo�o br�sketai èxw apì thn pnDn. All�zonta
 suntetagmène
 anqreiaste�, mporoÔme na upojèsoume ìti x = ae1, ìpou a > pn. Apì th summetr�atou K èpetai ìti, K �W = 
ofDn;�ae1g:Gia k�je 
; Æ > 0 or�zoume to elleiyoeidè
E
;Æ = �x 2 Rn : x21
2 + nXi=2 x2iÆ2 � 1	:Isqurismì
. An 
 > 1 kai 
2 � a2 � a2Æ2 + Æ2, tìte E
;Æ �W � K.[Pr�gmati: lìgw th
 sfairik 
 summetr�a
 tou E
;Æ kai tou W w
 pro
 ti
 (n� 1)teleuta�e
 metablhtè
, mporoÔme na upojèsoume ìti n = 2. Tìte, to W or�zetaiapì ti
 efaptìmene
 apì ta (�a; 0) ston d�sko D2, kai ton D2. Ta shme�a epaf 
twn tess�rwn efaptomènwn me ton d�sko e�nai ta �1a;�pa2 � 1a ! ;kai oi exis¸sei
 twn tess�rwn efaptomènwn e�nai oiy = �a� xpa2 � 1 :An 
 > 1, tìte h èlleiyh E
;Æ ja perièqetai sto W an den tèmnei ti
 tèsseri
euje�e
, kai, exet�zonta
 th deuterob�jmia ex�swsh pou prokÔptei, katal goumesth sunj kh tou isqurismoÔ.℄Apì thn �llh pleur�, o ìgko
 tou E
;Æ isoÔtai me jE
;Æj = jDnj
Æn�1. Anloipìn 
Æn�1 > 1, tìte jE
;Æj > jDnj. Me thn upìjesh ìti a > pn, ja de�xoume ìtiup�rqoun 
 > 1 kai Æ > 0 pou ikanopoioÔn tautìqrona ti

Æn�1 > 1 ; 
2 = a2 � a2Æ2 + Æ2:Autì e�nai �topo, giat� ja èqoume bre� elleiyoeidè
 pou perièqetai sto K kai èqeiìgko gn sia megalÔtero apì ton ìgko th
 Dn.LÔnonta
 w
 pro
 Æ, èqoume Æ =qa2�
2a2�1 , kai melet�me th sun�rthshf(
) = 
 �a2 � 
2a2 � 1 �n�12 ; 1 < 
 < a:



32H f èqei mègisto sto 
0 = a=pn, to opo�o isoÔtai mef(
0) = apn � apn� 1pnpa2 � 1�n�1 > 1;k�ti pou mporoÔme na de�xoume parathr¸nta
 ìti h g(x) = xn=(x2 � 1)(n�1)=2 e�naiaÔxousa sto (pn;+1). 2



Kef�laio 3To pr¸to je¸rhma touMinkowski
3.1 To je¸rhma tou MinkowskiH Gewmetr�a twn Arijm¸n asqole�tai kur�w
 me probl mata th
 ex 
 morf 
: D�-nontai m�a sun�rthsh F : Rn ! R me F (0; : : : ; 0) = 0, kai èna
 jetikì
 pragmatikì
arijmì
 �. To zhtoÔmeno e�nai na brejoÔn akèraioi a1; : : : ; an, ìqi ìloi mhdèn, giatou
 opo�ou
(1) jF (a1; : : : ; an)j � �:JewroÔme thn tuqoÔsa n-�da x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn san shme�o tou Eukle�deiouq¸rou Rn , kai sumbol�zoume me K to sÔnolo ìlwn twn x 2 Rn pou ikanopoioÔnthn(2) jF (x)j = jF (x1; : : : ; xn)j � �:Tìte, to arqikì ma
 prìblhma diatup¸netai isodÔnama w
 ex 
: K�tw apì poiè
pro�pojèsei
 to sÔnolo K perièqei shme�o u 2 Znnfog? Up�rqoun dÔo shmantikè
idèe
 p�sw apì aut n th met�frash tou probl mato
. Pr¸ton, pa�rnoume up� ìyinma
 ti
 timè
 th
 F se k�je x 2 Rn , kai ìqi mìno ti
 timè
 th
 sta u 2 Zn. Kat�autìn ton trìpo, e�nai dunatì na qrhsimopoi soume analutikè
 mejìdou
 gia thnantimet¸pish tou probl mato
. DeÔteron, h ermhne�a pou d�noume sto prìblhmae�nai gewmetrik , k�ti pou eunoe� thn eisagwg  nèwn ennoi¸n kai mejìdwn oi opo�e
bas�zontai sth gewmetrik  ma
 dia�sjhsh.Gewmetrikè
 mèjodoi autoÔ tou tÔpou e�qan  dh qrhsimopoihje� apì ton Gauss[Ga℄ kai ton Diri
hlet [Di℄, oi opo�oi erg�zontan se probl mata sqetik� me ti
jetik� orismène
 tetragwnikè
 morfè
. Pr¸to
 ìmw
 o Minkowski [Mi1℄ anèptuxe33



34m�a susthmatik  jewr�a, apèdeixe èna genikì je¸rhma gia n-di�stata kurt� s¸mataK, kai to ef�rmose se meg�lo pl jo
 shmantik¸n problhm�twn. H nèa jewr�aonom�sthke {gewmetr�a twn arijm¸n} apì ton �dio to Minkowski.To 1850, o Hermite [Her℄ apèdeixe ìti, an F e�nai m�a jetik� orismènh tetra-gwnik  morf  n metablht¸n, tìte h (1) èqei mh tetrimmènh akèraia lÔsh an to� xepern�ei m�a tim  pou exart�tai mìno apì to n kai th diakr�nousa th
 F . Hapìdeix  tou  tan arijmhtik 
 fÔsew
. O Minkowski metèfrase to apotèlesmatou Hermite san èna je¸rhma gia elleiyoeid , kai èdwse m�a nèa gewmetrik  apì-deix  tou. Sth sunèqeia parat rhse ìti, oi mìne
 idiìthte
 tou elleiyoeidoÔ
 pouapaitoÔntan gia thn apìdeixh,  tan h kurtìthta kai h summetr�a tou w
 pro
 to o.Katèlhxe ètsi sto ex 
 je¸rhma (pr¸to je¸rhma tou Minkowski):Je¸rhma 3.1.1 'Estw K anoiktì, summetrikì w
 pro
 to o, kurtì s¸ma ston Rn .An jKj > 2n, tìte to K perièqei toul�qiston èna u 2 Znnfog.To apotèlesma autì den epidèqetai belt�wsh. An jewr soume ton kÔbo Q =fx : jxij < 1; i = 1; : : : ; ng, tìte jQj = 2n, all� Q \Zn = fog.To Je¸rhma 3.1.1 genikeÔetai amèsw
 gia tuqìn plègma � ston Rn . Arke� naparathr soume ìti � = T (Zn) gia k�poion T 2 GL(n) me j detT j = det�, kai naqrhsimopoi soume to Je¸rhma 3.1.1 gia to summetrikì kurtì s¸ma T�1(K):Je¸rhma 3.1.2 'Estw � èna plègma ston Rn , kai K èna anoiktì, summetrikì w
pro
 to o, kurtì s¸ma ston Rn . An jKj > 2n det�, tìte to K perièqei toul�qistonèna u 2 �nfog. 2Perigr�foume pr¸ta thn arqik  apìdeixh tou Minkowski: JewroÔme ènakleistì, summetrikì w
 pro
 to o, kurtì s¸ma K. Gia k�je � > 0, jewroÔme tos¸ma �K. AfoÔ to K e�nai fragmèno, gia mikr� � èqoume �K\Zn = fog, kai afoÔtoK perièqei m�a mp�la me kèntro to o, gia meg�la � ja èqoume �K\(Znnfog) 6= ;.AfoÔ o 2 �K, apì thn kurtìthta tou K èpetai ìti: an 0 < � < �0, tìte �K ��0K. Pa�rnonta
 up� ìyin kai to gegonì
 ìti to K e�nai kleistì, sumpera�noumeìti, gia k�je � > 0, �K =\f�0K : �0 > �g:Eidikìtera, an or�soume�1 = inff� > 0 : �K \ (Znnfog 6= ;g;tìte(�) �1K \ (Znnfog) 6= ;;up�rqei dhlad  èna
 el�qisto
 �1 > 0 gia ton opo�o to �1K perièqei mh mhdenikìakèraio shme�o (to opo�o, bèbaia, ja br�sketai sto sÔnorì tou). Gia thn apìdeixhth
 (�), stajeropoioÔme �� > �1 kai jewroÔme fj�nousa akolouj�a �� > �n ! �1.To ��K perièqei peperasmèna to pl jo
 mh mhdenik� akèraia shme�a, kai, gia



35k�je n, k�poio apì aut� an kei sto �nK. Up�rqoun loipìn u 6= o, u 2 Zn, kaiupakolouj�a �kn tètoia ¸ste u 2 �knK gia k�je n. Tìte,u 2\n �knK = �1K:Sth sunèqeia, gia k�je � > 0, jewroÔme ta sÔnola �K+u, u 2 Zn. Gia mikr� �, tasÔnola �K+u e�nai xèna an� dÔo. Me èna epiqe�rhma an�logo pro
 to prohgoÔmeno,de�qnoume ìti up�rqei el�qisto
 �0 > 0 gia ton opo�o up�rqei u 2 Znnfog tètoio¸ste �0K \ (�0K + u) 6= ;.L mma 3.1.1 Gia k�je kleistì s¸ma K isqÔei h isìthta �1 = 2�0.Apìdeixh: 'Estw x 2 �0K \ (�0K + u), u 2 Znnf0g. Tìte, lìgw th
 summetr�a
tou K, èqoume u� x 2 �0K kai x 2 �0K, �ra u 2 2�0K. Epomènw
,�1 � 2�0:Apì thn �llh pleur�, an u 2 �1K \ (Znnfog), tìte, parathr¸nta
 ìti �u=2 2(�1=2)K apì th summetr�a tou K, gr�foumeu2 = �u2 + u 2 �12 K \ ��12 K + u� ;epomènw
, �0 � (�1=2). 2O Minkowski olokl rwne to epiqe�rhm� tou w
 ex 
: Ta �0K + u, u 2 Zn,èqoun xèna eswterik�. Autì èqei san sunèpeia thn anisìthta j�0Kj � 1 (L mmatou Bli
hfeldt, blèpe parak�tw). SÔmfwna me to L mma, autì shma�nei ìti�n1 jKj � 2n:An upojèsoume ìti to K den perièqei mh mhdenikì akèraio shme�o, tìte �1 > 1,dhlad  jKj < 2n. Epomènw
, k�je kleistì, summetrikì w
 pro
 to o kurtì s¸maK me ìgko jKj � 2n, perièqei mh mhdenikì u 2 Zn.Gia thn per�ptwsh tou anoiktoÔ K, upojètonta
 ìti jKj > 2n, br�skoume � < 1tètoio ¸ste �njKj > 2n, opìte j�Kj = �njKj > 2n. Efarmìzonta
 to prohgoÔmenoapotèlesma, br�skoume mh mhdenikì akèraio shme�o u 2 �K � K. 2Parathr sei
: To epiqe�rhma tou Minkowski (eidikìtera h eisagwg  twn para-mètrwn �0; �1 kai to L mma 3.1.1), e�nai shmantikì gia istorikoÔ
 lìgou
. Tonod ghse ston orismì th
 nìrma
 pou ep�getai apì to K (ton opo�o sunant -same sto Kef�laio 2), kai ston orismì twn diadoqik¸n elaq�stwn tou K (taopo�a ja sunant soume sto Kef�laio 4).H apìdeixh d�nei ìti, an to K upoteje� kleistì, tìte h anisìthta jKj � 2n e�naiarket  gia na exasfal�soume mh mhdenikì akèraio shme�o sto K.D�noume t¸ra thn apìdeixh tou L mmato
 tou Bli
hfeldt [Bl1℄, to opo�o qrh-simopoi jhke sto epiqe�rhma tou Minkowski, kai katìpin apodeiknÔoume to pr¸toje¸rhma tou Minkowski qwr�
 na k�noume qr sh twn paramètrwn �0 kai �1:



36Je¸rhma 3.1.3 'Estw M èna Jordan metr simo uposÔnolo tou Rn , me jM j > 1.Up�rqoun x 6= y sto M tètoia ¸ste x� y 2 Znnfog.Apìdeixh: H apl  apìdeixh pou ja d¸soume, ofe�letai ston Hajos [Ha℄. Upojè-toume ìti jM j > 1. An to M den e�nai fragmèno, parathroÔme ìti h tom  tou Mme mp�la kat�llhla meg�lh
 akt�na
 ja èqei ìgko megalÔtero apì 1. Upojètoumeloipìn, qwr�
 periorismì th
 genikìthta
, ìti to M e�nai fragmèno. JewroÔme tojemeli¸de
 parallhlep�pedo tou ZnP = fx 2 Rn : 0 � xi < 1; i = 1; : : : ; ng:To sÔnolo twn u 2 Zn gia ta opo�a (u + P ) \ M 6= ;, e�nai peperasmèno, a
upojèsoume ìti e�nai to fu1; : : : ; ur0g. Gia k�je r = 1; : : : ; r0, or�zoume Mr =(ur + P ) \M , kai pa�rnoume th metafor� M 0r = Mr � ur � P . ParathroÔme ìti,apì to Je¸rhma 1.2.2,r0Xr=1 jM 0rj = r0Xr=1 jMrj = r0Xr=1 j(ur + P ) \M j = Xu2Zn j(u+ P ) \M j = jM j > 1;�ra ta M 0r prèpei na epikalÔptontai. Up�rqoun dhlad  r 6= s 2 f1; : : : ; r0g kaiz 2 M 0r \M 0s. Tìte, ta x = z + ur kai y = z + us an koun sto M , kai x � y =ur � us 2 Znnfog. 2Parat rhsh To �dio isqÔei an upojèsoume ìti to M e�nai fragmèno, kleistì, kaijM j � 1. Giat� an p�roume m�a fj�nousa akolouj�a �r ! 1, èqoume j�rM j > 1,�ra up�rqoun xr ; yr 2 �rM tètoia ¸ste o 6= xr � yr 2 Zn. Tìte, oi (xr), (yr)èqoun upakolouj�e
 xkr ! x 2 M , ykr ! y 2 M , kai eÔkola elègqoume ìtix� y 2 Znnfog.Apìdeixh tou jewr mato
 3.1.1: JewroÔme to M = K=2. To M e�nai Jordanmetr simo kai, apì thn upìjes  ma
, jM j > 1. Apì to L mma tou Bli
hfeldt,up�rqoun x; y 2 M tètoia ¸ste o 6= x � y 2 Zn. 'Omw
, apì ton orismì tou M ,up�rqoun w1; w2 2 K me x = w1=2 kai y = w2=2. To K e�nai summetrikì w
 pro
to o, �ra �w2 2 K, kai kurtì, �rax� y = w1 + (�w2)2 2 K:Dhlad , o 6= x� y 2 K \ Zn. 23.2 'Alle
 apode�xei
 kai genikeÔsei
 tou jewr ma-to
D�noume t¸ra dÔo akìma apode�xei
 tou pr¸tou jewr mato
 tou Minkowski. Hpr¸th bas�zetai se m�a epèktash tou L mmato
 tou Bli
hfeldt, thn opo�a apèdeixeo Mordell [Mor℄. H apìdeix  th
 qrhsimopoie� thn arq  tou Diri
hlet, e�nai dhlad arijmhtik 
 fÔsew
:



37L mma 3.2.1 'Estw k 2 N, kai M Jordan metr simo uposÔnolo tou Rn me jM j >k. Tìte, up�rqei z 2 Rn tètoio ¸ste to M + z na perièqei toul�qiston k + 1diakekrimèna akèraia shme�a.Apìdeixh: Gia k�je r 2 N, jewroÔme to plègma (1=r)Zn. Sumbol�zoume me Nrton plhj�rijmo tou sunìlou M \ (1=r)Zn. Apì ton orismì tou Jordan metr simousunìlou kai ti
 parathr sei
 sthn Par�grafo 2.1(a), èqoumelimr!1 jM jNr(1=r)n = 1;dhlad , gia meg�la r isqÔei h anisìthtaNr > rnk:Pa�rnoume èna tètoio r 2 N, kai jewroÔme to sÔnoloAr = fu 2 Zn : (1=r)u 2Mg:To Ar èqei plhj�rijmo Nr > rnk, kai ta shme�a tou an koun se rn to polÔ kl�sei
upolo�pwn modr. Epomènw
, mporoÔme na broÔme u1; : : : ; uk+1 2 Ar ta opo�aan koun sthn �dia kl�sh modr. Tìte, ta shme�a u1r ; : : : ; uk+1r an koun sto M , kaita xi = ui � u1r 2 Zn; i = 1; : : : ; k + 1:'Ara, an jèsoume z = (1=r)u1, to M + z perièqei k + 1 akèraia shme�a. 2Qrhsimopoi¸nta
 to L mma tou Mordell, o van der Corput [vdC℄ gen�keuse topr¸to je¸rhma tou Minkowski w
 ex 
:Je¸rhma 3.2.1 'Estw k 2 N, kai K èna anoiktì, summetrikì w
 pro
 to o, kurtìs¸ma ston Rn , me ìgko jKj > 2nk. Tìte, to K perièqei toul�qiston k zeug�riaakera�wn shme�wn �ui 6= o.Apìdeixh: To K=2 èqei ìgko megalÔtero apì k. Apì to L mma tou Mordell,up�rqoun z 2 Rn kai v1; : : : ; vk+1 diakekrimèna akèraia shme�a, tètoia ¸stez + vi 2 12K; i = 1; : : : ; k + 1:MporoÔme na upojèsoume ìti ta vi e�nai diatetagmèna lexikografik�. Dhlad ,an i < i0 tìte vis < vi0s , ìpou s e�nai o pr¸to
 de�kth
 gia ton opo�o vis 6= vi0s . Tìte,gia k�je i = 1; : : : ; k èqoumeui := vi+1�v1 = (z+vi+1)� (z+v1) 2 �12K � 12K�\ (Znnfog) = K \ (Znnfog) ;



38kai, ta zeug�ria �ui, i = 1; : : : ; k, e�nai diakekrimèna, giat� k�je ui èqei jetik  thnpr¸th mh mhdenik  suntetagmènh tou (opìte, den mpore� na sumbe� ui = �uj ani 6= j). 2O Siegel [Si℄ apèdeixe ènan genikì tÔpo apì ton opo�o prokÔptei w
 pìrismato pr¸to je¸rhma tou Minkowski. H apìdeixh autoÔ tou tÔpou qrhsimopoie� thntautìthta tou Parseval. H idèa e�nai h ex 
:'Estw K anoiktì summetrikì kurtì s¸ma ston Rn , � h qarakthristik  sun�r-thsh tou K=2, kai �(x) = Xu2Zn�(u+ x):Tìte, h �(x1; : : : ; xn) e�nai periodik  w
 pro
 k�je metablht , me per�odo 1. AnP = fx : 0 � xi < 1; i = 1; : : : ; ng e�nai to sÔnhje
 jemeli¸de
 parallhlep�pedotou Zn, o tÔpo
 tou Parseval m�
 d�neiZP �2(x)dx = Xu2Zn j�(u)j2;ìpou �(u) = ZP �(x)e�2�ihu;xidx= Xu2ZnZP �(u+ x)e�2�ihu;xidx= ZRn �(x)e�2�ihu;xidx;e�nai oi suntelestè
 Fourier th
 �.Je¸rhma 3.2.2 'Estw K anoiktì summetrikì kurtì s¸ma ston Rn pou den periè-qei mh mhdenikì akèraio shme�o, kai �, � ìpw
 parap�nw. Tìte,2n = jKj+ 4njKj Xu2Znnfog j�(u)j2:Apìdeixh: AfoÔ K \ Zn = fog, ta sÔnola u+ 12K, u 2 Zn, e�nai xèna, epomènw
u 6= u0 =) �(x+ u)�(x+ u0) = 0:Autì èqei san sunèpeia thn �2 = � ston Rn , �ra�(o) = ZP �(x)dx = ZP �2(x)dx = j�(o)j2 + Xu2Znnfog j�(u)j2:'Omw
, �(o) = ZRn �(x)dx = jKj2n ;



39�ra jKj2n = jKj24n + Xu2Znnfog j�(u)j2;kai h apìdeixh oloklhr¸netai an pollaplasi�soume ta dÔo mèlh th
 teleuta�a
isìthta
 me 4n=jKj. 2Pìrisma 3.2.1 'Estw K anoiktì summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . An K \Zn =fog, tìte jKj � 2n. 2'Estw K kleistì kurtì s¸ma ston Rn , to opo�o perièqei to o sto eswterikìtou. O suntelest 
 asummetr�a
 tou K w
 pro
 to o, e�nai o mikrìtero
 � =�(K) > 0 gia ton opo�o x 2 K =)�x 2 �K:Parathr ste ìti, �(K) � 1 gia k�je K, me isìthta an kai mìno an to K e�nai sum-metrikì w
 pro
 to o. O Mahler [Mah1℄ parat rhse ìti h apìdeixh tou jewr mato
tou Minkowski gia th summetrik  per�ptwsh, ousiastik� qrhsimopoie� to gegonì
ìti � = 1, kai apèdeixe thn ex 
 gen�keus  tou:Je¸rhma 3.2.3 'Estw K kurtì s¸ma ston Rn , pou perièqei to o sto eswterikìtou. An jKj > (1 + �(K))n, tìte K \ (Znnfog) 6= ;.Apìdeixh: JewroÔme to s¸ma K1 = (1 + �)�1K. Tìte, jK1j > 1, �ra up�rqounx; y 2 K1 tètoia ¸ste y � x 2 Znnfog. Ta K kai K1 e�nai omoiojetik�, �ra èqounton �dio suntelest  asummetr�a
, kai afoÔ x 2 K1 sumpera�noume ìti ���1x 2 K1.Tìte, qrhsimopoi¸nta
 thn kurtìthta tou K1, blèpoume ìtiy � x = (1 + �)� 11 + � y + �1 + � (���1x)� 2 (1 + �)K1 = K:Dhlad , y � x 2 K \ (Znnfog). 23.3 Efarmogè
 sth jewr�a twn arijm¸n(a) Omogene�
 grammikè
 morfè
H piì gnwst  efarmog  tou Jewr mato
 touMinkowski afor� sust mata omo-gen¸n grammik¸n morf¸n:Je¸rhma 3.3.1 'Estw �i(x1; : : : ; xn) = ai1x1+ : : :+ainxn, i = 1; : : : ; n, omogene�
grammikè
 morfè
, me pragmatikoÔ
 suntelestè
 aij , kai mh mhdenik  or�zousa �.An t1; : : : ; tn > 0 kai t1t2 : : : tn = j�j, tìte up�rqei (x1; : : : ; xn) 2 Znnfog tètoio¸ste j�i(x1; : : : ; xn)j � ti; i = 1; : : : ; n:



40Apìdeixh: JewroÔme to parallhlep�pedoP = fx : j�i(x1; : : : ; xn)j � ti; i = 1; : : : ; ng:An T e�nai o grammikì
 metasqhmatismì
 pou or�zetai apì ton p�naka (aij), tìteP = T�1(P1), ìpou P1 = fx : jxij � ti; i = 1; : : : ; ng:'Ara, jP j = jT�1(P1)j = jP1jj�j = 2n t1t2 : : : tnj�j = 2n:Apì to Je¸rhma tou Minkowski, up�rqei x 2 P \ (Znnfog). 2Efarmog  'Estw a1; : : : ; an 2 R. Up�rqoun akèraioi u1; : : : ; un+1 tètoioi ¸stejun+1ai � uij � 1u1=nn+1 ; i = 1; : : : ; n:Apìdeixh: Jètoume �n+1(x1; : : : ; xn+1) = xn+1, kai�i(x1; : : : ; xn+1) = xn+1ai � xi; i = 1; : : : ; n:Tìte j�j = 1, �ra gia k�je t > 1 up�rqei (u1; : : : ; un+1) 2 Znnfog me thn idiìthtajun+1j � t; jun+1ai � uij � t�1=n:To un+1 den mpore� na e�nai �so me mhdèn, giat� tìte ìloi oi ui, i � n ja  tanapolÔtw
 mikrìteroi tou 1, dhlad  �soi me mhdèn. Ep�sh
, antikajist¸nta
, anqreiaste�, ìlou
 tou
 ui me tou
 ant�jetoÔ
 tou
, mporoÔme na upojèsoume ìtiun+1 > 0. 'Epetai ìtijun+1ai � uij � 1t1=n � 1u1=nn+1 ; i = 1; : : : ; n: 2(b) Tetragwnikè
 morfè
Sth sunèqeia, efarmìzoume to Je¸rhma tou Minkowski se m�a jetik� orismènhtetragwnik  morf :Je¸rhma 3.3.2 'Estw A = (aij) summetrikì
, jetik� orismèno
 n � n p�naka
.JewroÔme thn tetragwnik  morf T (x1; : : : ; xn) = T (x) = hAx; xi:An D = det(aij) e�nai h diakr�nousa th
 T , mporoÔme na broÔme (u1; : : : ; un) 2Znnfog tètoio ¸ste T (u1; : : : ; un) � 4� ��(n2 + 1)2D�1=n :



41Apìdeixh: Up�rqei summetrikì
, jetik� orismèno
 B tètoio
 ¸ste B2 = A. Or�-zoume Kr = fx 2 Rn : T (x) � rg;ìpou r > 0. 'Eqoume T (x) � r an kai mìno an kBxk22 � r. Dhlad , Kr =prB�1(Dn). Epomènw
,jKrj = rn=2det(B)!n = rn=2pD �n=2�(n2 + 1) :Epilègoume r0 > 0 ètsi ¸ste na èqoume jKr0 j = 2n. Tìte, apì to Je¸rhma touMinkowski, mporoÔme na broÔme (u1; : : : ; un) 2 Kr0 \ (Znnfog), dhlad ,T (u1; : : : ; un) � r0 = 4� ��(n2 + 1)2D�1=n : 2(g) Ginìmeno grammik¸n morf¸n'Estw �i(x1; : : : ; xn) = ai1x1 + : : : + ainxn, i = 1; : : : ; n, omogene�
 grammikè
morfè
, me pragmatikoÔ
 suntelestè
 aij , kai mh mhdenik  or�zousa �. Pa�rnonta
t1 = : : : = tn = j�j1=n sto Je¸rhma 3.3.1, blèpoume ìti up�rqei (x1; : : : ; xn) 2Znnfog tètoio ¸ste nYi=1 j�i(x1; : : : ; xn)j � j�j:MporoÔme na d¸soume èna kalÔtero �nw fr�gma gia to ginìmeno twn �i:Je¸rhma 3.3.3 An �i kai � ìpw
 parap�nw, up�rqei (x1; : : : ; xn) 2 Znnfog tètoio¸ste nYi=1 j�i(x1; : : : ; xn)j � n!nn j�j:Apìdeixh: To qwr�o fx : Qni=1 j�ij � rg, r > 0, den e�nai kurtì, perièqei ìmw
 toKr = fx 2 Rn : nXi=1 j�i(x)j � nr1=ng;giat�, apì thn anisìthta arijmhtikoÔ - gewmetrikoÔ mèsou, gia k�je x1; : : : ; xn 2 R,nYi=1 j�i(x)j �  1n nXi=1 j�i(x)j!n :An T e�nai o grammikì
 metasqhmatismì
 pou or�zetai apì ti
 �i, tìte Kr =T�1(K1r ), ìpou K1r = fx : nXi=1 jxij � nr1=ng:



42'Ara, jKrj = jK1r jjdetT j = 2nnnrn!j�j :Autì
 ja e�nai �so
 me 2n an r = r0 = n!j�j=nn, kai tìte, to Je¸rhma tou Min-kowski m�
 exasfal�zei x 2 Kr0 \ (Znnfog), dhlad , x 2 Znnfog gia to opo�onYi=1 j�i(x)j �  1n nXi=1 j�i(x)j!n � r0 = n!nn j�j: 2(d) To Je¸rhma tou LagrangeQrhsimopoi¸nta
 to Je¸rhma touMinkowski, ja apode�xoume to ex 
 Je¸rhmatou Lagrange:Je¸rhma 3.3.4 K�je fusikì
 arijmì
 n gr�fetai sth morf  n = x21+x22+x23+x24,ìpou x1; x2; x3; x4 2 Z.Gia thn apìdeixh ja qreiastoÔme èna l mma:L mma 3.3.1 'Estw 
1; : : : ; 
m 2 Zn, kai �1; : : : ; �m 2 N. Or�zoume� = fx 2 Zn : hx; 
ii � 0(mod�i); i = 1; : : : ;mg:Tìte, to � e�nai plègma, kai det� � �1 : : : �m.Apìdeixh: EÔkola elègqoume ìti to � e�nai prosjetik  upoom�da tou Zn, �rae�nai kai diakrit  upoom�da tou Rn . An jèsoume � = �1 : : : �m, tìte to plègma�Zn = f�x : x 2 Zngperièqetai sto �, kai autì de�qnei ìti to � perièqei n grammik¸
 anex�rthta dia-nÔsmata: gia par�deigma, ta �ei, i = 1; : : : ; n. 'Ara, to � e�nai upoplègma touZn. Ep�sh
, det� = jZn : �j, �ra, gia na d¸soume fr�gma gia thn det�, arke� naperigr�youme ta sÔmploka tou Zn w
 pro
 to �. JewroÔme to sÔnoloA = fa = (a1; : : : ; an) 2 Zm; 0 � ai < �ig:To A èqei plhj�rijmo �1 : : : �m. Gia k�je a 2 A, stajeropoioÔme xa 2 Zn (anup�rqei), tètoio ¸ste hxa; 
ii � ai(mod�i); i = 1; : : : ;m:Tìte, Zn =[(xa +�);



43epomènw
, jZn : �j � jAj = �1 : : : �m. 2Apìdeixh tou Jewr mato
: Exet�zoume pr¸ta thn per�ptwsh pou o n e�naieleÔjero
 tetrag¸nwn, dhlad , n = p1 : : : pm, ìpou pk diakekrimènoi pr¸toi.Isqurismì
: An p pr¸to
, up�rqoun ap; bp 2 Z tètoioi ¸ste a2p+b2p+1 � 0(modp).Apìdeixh: An p = 2, pa�rnoume a2 = 1 kai b2 = 0. An o p e�nai peritì
 pr¸to
,elègqoume ìti oi a2, 0 � a < p=2 e�nai aniso�pìloipoi modp, kai to �dio isqÔei giatou
 �1� b2, 0 � b < p=2. AfoÔ to pl jo
 twn a kai b e�nai p+ 1, up�rqoun dÔoapì autoÔ
 pou an koun sthn �dia kl�sh modp. Autì shma�nei upoqrewtik� ìtiup�rqoun 0 � ap; bp < p=2 me thn idiìthtaa2p � �1� b2p(modp);dhlad , a2p + b2p + 1 � 0(modp). 2Or�zoume� = fx 2 Z4 : x1 � apix3 + bpix4(modpi); x2 � bpix3 � apix4(modpi); i � mg:SÔmfwna me to L mma 3.3.1, to � e�nai plègma, kaidet� � (p1 : : : pm)2 = n2:JewroÔme th mp�la B = fx : x21 + x22 + x23 + x24 < 2ng. O ìgko
 th
 e�nai �so
 mejBj = 2n2�2 > 16n2 � 24det�:Apì to Je¸rhma tou Minkowski, up�rqei (x1; x2; x3; x4) 2 � tètoio ¸ste(�) 0 < x21 + x22 + x23 + x24 < 2n:'Omw
,x21 + x22 + x23 + x24 � (apix3 + bpix4)2 + (bpix3 � apix4)2 + x23 + x24 (modpi)� (a2pi + b2pi + 1)x23 + (a2pi + b2pi + 1)x24 (modpi)� 0(modpi)gia k�je i = 1; : : : ;m, �ra njx21 + x22 + x23 + x24. Apì thn (�) sumpera�noume ìtin = x21 + x22 + x23 + x24.Sth genik  per�ptwsh, gr�foume ton fusikì arijmì n sth morf  n = l2m ìpouom e�nai eleÔjero
 tetrag¸nwn, kai efarmìzoume to prohgoÔmeno gia na gr�youmeton m sth morf  m = y21 + y22 + y23 + y24 , yi 2 Z. Tìte,n = (ly1)2 + (ly2)2 + (ly3)2 + (ly4)2: 2(e) To Je¸rhma prosèggish
 tou Diri
hletJa efarmìsoume to Je¸rhma tou Minkowski sto prìblhma th
 prosèggish
pragmatik¸n arijm¸n apì rhtoÔ
 (je¸rhma tou Diri
hlet):



44Je¸rhma 3.3.5 Up�rqei stajer� 
 > 0 me thn idiìthta: gia k�je a 2 R, up�rqounq 2 N osod pote meg�lo
, kai p 2 Z, tètoioi ¸steja� pq j � 
q2 :Apìdeixh: QrhsimopoioÔme thn �dia idèa me aut n th
 Efarmog 
 3.3.1. MporoÔmena upojèsoume ìti o a e�nai �rrhto
 (an o a e�nai rhtì
, tìte to prìblhma den èqeikamm�a duskol�a). 'Estw M > 0. AfoÔ a =2 Q, up�rqei Q > 1 tètoio
 ¸stetM := minfjaq � pj : q �M; q 2 N; p 2 Zg> 1Q:Or�zoume K = �(x; y) 2 R2 : jax� yj � 1Q; jxj � Q	:To K e�nai parallhlìgrammo, me embadìn jKj = (2Q)(2=Q) = 4. Apì to Je¸rhmatou Minkowski, up�rqei (q; p) 2 K \ (Z2nfog). 'Eqoume q 6= 0, giat� alli¸
 jae�qame jpj � 1=Q, dhlad  p = 0. Ep�sh
, lìgw th
 summetr�a
 tou K, mporoÔmena upojèsoume ìti q > 0 (dhlad , q 2 N). Autì shma�nei ìti 0 < q � Q kaijaq � pj � 1=Q, �ra ja� pq j � 1qQ � 1q2 :Tèlo
, apì ton orismì tou tM , èqoumejaq � pj � 1Q < tM ;�ra, q > M . 2To Je¸rhma 3.3.5 genikeÔetai w
 ex 
:Je¸rhma 3.3.6 Up�rqei stajer� 
 > 0 me thn idiìthta: an a1; : : : ; an 2 R, up�r-qoun q 2 N osod pote meg�lo
, kai p1; : : : ; pn 2 Z, tètoioi ¸stejai � piq j � 
q1+ 1n :Apìdeixh: 'Estw M > 0. H apìdeixh e�nai entel¸
 an�logh me aut n tou Jew-r mato
 3.3.5: mporoÔme na upojèsoume ìti oi a1; : : : ; an den e�nai ìloi rhto�. Toparallhlep�pedo sto opo�o efarmìzoume to Je¸rhma tou Minkowski, e�nai toK = f(x; y1; : : : ; yn) 2 Rn+1 : jaix� yij � 1Q1=n ; jxj � Qg;ìpou Q > 1 tìso meg�lo
 ¸stetM := minfmaxi�n �jaiq � pij : q �M; q 2 N; pi 2 Z	g > 1Q: 2



Kef�laio 4To deÔtero je¸rhma touMinkowski
4.1 Diadoqik� el�qista summetrikoÔ kurtoÔ s¸-mato
Sto Kef�laio autì jewroÔme èna anoiktì, summetrikì w
 pro
 to o kurtì s¸maK ston Rn . O Minkowski ìrise ta diadoqik� el�qista tou K w
 ex 
: Gia k�je� > 0 jewroÔme to s¸ma �K. To K e�nai fragmèno, an loipìn to � e�nai arket�mikrì, tìte �K \ Zn = fog. Apì thn �llh pleur�, to K perièqei m�a mp�la mekèntro to o. An loipìn to � e�nai arket� meg�lo, tìte to �K perièqei n grammik¸
anex�rthta dianÔsmata tou Zn. Epomènw
, gia k�je i = 1; : : : ; n, up�rqoun � > 0tètoia ¸ste to �K na perièqei toul�qiston i grammik¸
 anex�rthta dianÔsmatatou Zn. Or�zoume�i = inff� > 0 : dim(�K \ Zn) � ig; i = 1; : : : ; n;ìpou dim(�K \ Zn) e�nai h di�stash tou upoq¸rou pou par�getai apì ta akèraiashme�a tou �K.L mma 4.1.1 IsqÔeiAi := f� > 0 : dim(�K \ Zn) � ig = (�i;1):Apìdeixh: E�nai fanerì ìti an � 2 Ai kai � > �, tìte � 2 Ai. 'Ara, to Ai e�naidi�sthma. Mènei loipìn na doÔme ìti �i =2 Ai. An to �iK perie�qe i grammik¸
anex�rthta akèraia shme�a, tìte to �dio ja �sque kai gia k�poio �K me to � l�gomikrìtero apì to �i, giat� to K èqei upoteje� anoiktì. 245



46 Oi arijmo� �i onom�zontai diadoqik� el�qista tou K (w
 pro
 to plègmaZn). E�nai fanerì ìti 0 < �1 � �2 � : : : � �n:Mpore� na sumbe� k�poia apì ta �i na e�nai �sa. Gia par�deigma, an K = fx : jxij <1g, tìte �1 = : : : = �n = 1.Prìtash 4.1.1 'Estw K anoiktì, summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Up�rqoungrammik¸
 anex�rthta dianÔsmata u1; : : : ; un 2 Zn pou ikanopoioÔn ta ex 
:(a) ui =2 hu1; : : : ; ui�1i, i = 1; : : : ; n.(b) ui =2 �iK, i = 1; : : : ; n.(g) ui 2 �iK, i = 1; : : : ; n.Apìdeixh: Or�zoume epagwgik� u1; : : : ; un 2 Zn pou ikanopoioÔn ta (a)-(g): Upo-jètoume ìti èqoun oriste� ta u1; : : : ; uj , kai ìti �j < �j+1 (jètoume �0 = 0 kaiu0 = o). Tìte u1; : : : ; uj 2 �j+1K, kai to L mma 4.1.1 m�
 exasfal�zei ìtidim(�j+1K \ Zn) = j:De�qnoume pr¸ta ìti to �j+1K perièqei toul�qiston j+1 grammik¸
 anex�rthtaakèraia shme�a: JewroÔme �0 > �j+1. To �0K perièqei peperasmèna to pl jo
akèraia shme�a. 'Estw B0 to sÔnolo twn akera�wn shme�wn tou �0K pou den an kounsto �j+1K. To B0 e�nai mh kenì, giat� �0 > �j+1. 'Ola ta u 2 B0 pou den an kounsto �j+1K èqoun jetik  apìstash apì to �j+1K, kai e�nai peperasmèna to pl jo
,�ra mporoÔme na broÔme � 2 (�j+1; �0) me thn idiìthta �K \ Zn = �j+1K \ Zn.'Omw
 � > �j+1, �ra dim(�K \Zn) � j + 1. 'Epetai ìtidim(�j+1K \ Zn) = k > j:Up�rqoun loipìn grammik¸
 anex�rthta uj+1; : : : ; uk sto sÔnoro tou �j+1K,ta opo�a den an koun ston upìqwro h�j+1K \ Zni. Ta u1; : : : ; uk ikanopoioÔn ta(a)-(g), kai apì thn kataskeu , �j+1 = : : : = �k :Suneq�zoume me ton �dio trìpo, or�zonta
 ta ui kat� om�de
. 2Parat rhsh Ta �i or�zontai monos manta apì to K, en¸ to fu1; : : : ; ung mpore�na mhn epilègetai kat� monadikì trìpo. Ta dianÔsmata ui th
 Prìtash
 4.1.1onom�zontai elaqistik� dianÔsmata tou K (w
 pro
 to plègma Zn).SÔmfwna me to pr¸to je¸rhma tou Minkowski, afoÔ �1K \Zn = fog, to �1Kprèpei na èqei ìgko to polÔ �so me 2n:Je¸rhma 4.1.1 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Tìte, �n1 jKj � 2n. 2



47Pa�rnonta
 up� ìyin tou ìla ta diadoqik� el�qista �1; : : : ; �n tou K, o Min-kowski [Mi2℄ apèdeixe k�ti isqurìtero (to deÔtero je¸rhma tou Minkowski):Je¸rhma 4.1.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Tìte,�1�2 : : : �njKj � 2n: 2'Amesh gen�keush tou Jewr mato
 4.1.2 gia tuqìn plègma � ston Rn e�nai toex 
:Je¸rhma 4.1.3 'Estw � plègma ston Rn , kai K summetrikì kurtì s¸ma stonRn . Tìte, �1�2 : : : �njKj � 2n det�;ìpou �i = inff� > 0 : dim(�K \ �) � ig; i = 1; : : : ; n: 2Sti
 epìmene
 dÔo paragr�fou
 ja doÔme dÔo arket� diaforetikè
 apode�xei
tou Jewr mato
 4.1.2.4.2 Pr¸th apìdeixh tou jewr mato
H idèa th
 pr¸th
 apìdeixh
 ja g�nei piì kajar  apì thn ex 
 (lanjasmènh) apì-peira: D�netai to anoiktì summetrikì kurtì s¸ma K ston Rn , upojètoume ìtiu1; : : : ; un e�nai m�a epilog  elaqistik¸n dianusm�twn tou, kai ìti�1�2 : : : �njKj > 2n:JewroÔme ton grammikì metasqhmatismì T pou or�zetai apì ti
 T (ui) = �iui,i = 1; : : : ; n. Tìte, to W = T (K) èqei ìgko jW j = �1 : : : �njKj > 2n, opìte topr¸to je¸rhma tou Minkowski m�
 d�nei a1; : : : ; an 2 R tètoia ¸steo 6= w = a1�1u1 + : : :+ an�nun 2W \ Zn:AfoÔ w 6= o, up�rqei k � n me thn idiìthtaak 6= 0; ak+1 = : : : = an = 0:Gr�foume to w sthn ex 
 morf :(�) w = �1(a1u1+: : :+akuk)+(�2��1)(a2u2+: : :+akuk)+: : :+(�k��k�1)akuk:AfoÔ w = T (a1u1 + : : : + akuk), gnwr�zoume ìti a1u1 + : : : + akuk 2 K. A
upojèsoume prì
 stigm n ìti ta dianÔsmata a2u2 + : : : + akuk; : : : ; akuk e�nai ìlamèsa sto K. Tìte, apì thn kurtìthta tou K kai thn (�), sumpera�noume ìtiw 2 �1K + (�2 � �1)K + : : :+ (�k � �k�1)K = �kK:



48Autì ìmw
 e�nai �topo. Ja e�qamew 2 �kKnhu1; : : : ; uk�1i;dhlad  to w ja  tan akèraio shme�o tou �kK grammik¸
 anex�rthto pro
 tau1; : : : ; uk�1, k�ti pou antif�skei pro
 ton orismì tou �k kai twn ui.O Minkowski qrhsimopo�hse aut n akrib¸
 thn idèa tou {metasqhmatismoÔ}tou s¸mato
 K:Apìdeixh tou Jewr mato
 4.1.2: 'Opw
 kai prin, jewroÔme k�poia elaqistik�dianÔsmata u1; : : : ; un tou K, kai gr�foume to tuqìn stoiqe�o tou K sth morf a = a1u1 + : : :+ anun.Gia k�je a = a1u1 + : : :+ anun 2 Rn kai k = 1; : : : ; n� 1, or�zoumeL(ak+1; : : : ; an) = fx = nXi=1 xiui 2 Rn : xk+1 = ak+1; : : : ; xn = ang;ton susqetismèno upìqwro twn shme�wn pou sump�ptoun me to a sti
 suntetagmène
xk+1; : : : ; xn (w
 pro
 th b�sh fu1; : : : ; ung). Gia a 2 K or�zoume b(ak+1; : : : ; an)to kèntro b�rou
 tou K\L(ak+1; : : : ; an). [Profan¸
, b(a1; : : : ; an) = a.℄ Dhlad ,h i suntetagmènh (i � k) tou b(ak+1; : : : ; an) d�netai apì to
i(ak+1; : : : ; an) := ZK\L(ak+1;:::;an) xidxk : : : dx1:To b(ak+1; : : : ; an) an kei sto K \ L(ak+1; : : : ; an), kai ìle
 oi apeikon�sei
 a 7!b(ak+1; : : : ; an) e�nai paragwg�sime
 w
 pro
 ai sto K.L mma 4.2.1 O metasqhmatismì
 T : K ! K pou or�zetai apì thna = (a1; : : : ; an) 7! �1b(a1; : : : ; an)+(�2��1)b(a2; : : : ; an)+ : : :+(�n��n�1)b(an)e�nai èna pro
 èna.Apìdeixh: To b(ak+1; : : : ; an) gr�fetai sth morf b(ak+1; : : : ; an) = kXj=1 
j(ak+1; : : : ; an)uj + nXj=k+1 ajuj ;ìpou 
j sunart sei
 pou exart¸ntai mìno apì ta ak+1; : : : ; an, j = 1; : : : ; k.'Estw a =Pnk=1 akuk 2 K. Tìte, T (a) =Pnk=1 dkuk, ìpou(�) dk = �kak + n�1Xj=k(�j+1 � �j)
j(ak+1; : : : ; an) = �kak + h(ak+1; : : : ; an):



49Gia na de�xoume ìti o T e�nai èna pro
 èna, arke� na elègxoume ìti oi suntetagmène
dk prosdior�zoun monos manta ti
 suntetagmène
 ak. Gia k = n, h (�) d�nei dn =�nan, �ra an = dn=�n. Tìte,dn�1 = �n�1an�1 + h(dn=�n);ap� ìpou prosdior�zetai to an�1, kai phga�nonta
 pro
 ta p�sw prosdior�zoumemonos manta ta an�2; : : : ; a1 gia ta opo�a T (a) =Pnk=1 dkuk. 2L mma 4.2.2 O metasqhmatismì
 T {pollaplasi�zei} ton ìgko tou K me ton pa-r�gonta �1 : : : �n: jT (K)j = �1 : : : �njKj:Apìdeixh: AfoÔ o T e�nai èna pro
 èna kai diafor�simo
, arke� na parathr soumeìti h or�zousa th
 Iakwbian 
 tou T e�nai stajer  kai �sh me �1 : : : �n sto K. Autìe�nai sunèpeia tou orismoÔ tou T . H Iakwbian  tou T e�nai �nw trigwnikì
 p�naka
(to dk exart�tai mìno apì ta ak; : : : ; an), kai�dk(ak; : : : ; an)�ak = �k; k = 1; : : : ; n;apì thn (�). 2A
 upojèsoume t¸ra ìti �1 : : : �njKj > 2n. Apì to L mma 4.2.2 kai to je¸rhmaant�strofh
 apeikìnish
, to T (K) e�nai anoiktì kai fragmèno, kai jT (K)j > 2n,opìte, efarmìzonta
 to L mma tou Bli
hfeldt gia to T (K)2 , br�skoume y1 6= y2 2T (K) tètoia ¸ste y1 � y22 2 Znnfog:JewroÔme ta (monadik�) a1 6= a2 2 K gia ta opo�a T (a1) = y1 kai T (a2) = y2, kaigr�foume a1 = nXj=1 a1juj ; a2 = nXj=1 a2juj :AfoÔ a1 6= a2, up�rqei k � n tètoio ¸ste a1k 6= a2k, kai a1j = a2j , j = k + 1; : : : ; n.Tìte, y1 � y22 = �1 12(b(a11; : : : ; a1n)� b(a21; : : : ; a2n)) + : : :+ (�k � �k�1)12(b(a1k; : : : ; a1n)� b(a2k; : : : ; a2n)):Apì thn kurtìthta kai th summetr�a tou K, kai apì to gegonì
 ìti ìle
 oi bpa�rnoun timè
 sto K, sumpera�noume ìtiy1 � y22 2 �1K + : : :+ (�k � �k�1)K = �kK:



50Dhlad , y1 � y22 2 �kK \ (Znnfog):'Omw
, h k-st  suntetagmènh tou (y1 � y2)=2 (w
 pro
 th b�sh fu1; : : : ; ung) e�nai12 ��ka1k + h(a1k+1; : : : ; a1n)� �ka2k � h(a2k+1; : : : ; a2n)� = 12�k(a1k � a2k) 6= 0;dhlad  to (y1 � y2)=2 e�nai grammik¸
 anex�rthto apì ta u1; : : : ; uk�1. Autì e�nai�topo, afoÔ to �kK den mpore� na perièqei k grammik¸
 anex�rthta akèraia shme�a.24.3 DeÔterh apìdeixh tou jewr mato
H deÔterh apìdeixh pou ja d¸soume ofe�letai ston Estermann [Es℄, kai bas�zetaisthn pl rh ekmet�lleush th
 teqnik 
 tou Bli
hfeldt. Onom�zoume �1; : : : ; �n tadiadoqik� el�qista tou D(K) = K �K. An to K e�nai summetrikì, tìte D(K) =2K, opìte èqoume �i = �i=2, i = 1; : : : ; n. Arke� loipìn na de�xoume ìti(�) �1�2 : : : �njKj � 1:JewroÔme m�a epilog  u1; : : : ; un elaqistik¸n dianusm�twn tou D(K). Tau1; : : : ; un e�nai grammik¸
 anex�rthta, epomènw
, apì to Je¸rhma 1.1.2 up�rqeib�sh fw1; : : : ; wng tou Zn me thn idiìthtaui 2 hw1; : : : ; wii; i = 1; : : : ; n:Parat rhsh: JewroÔme ton grammikì metasqhmatismì T pou or�zetai apì ti
T (ei) = wi, ìpou feigi�n h sun jh
 b�sh tou Zn. Tìte, jdetT j = 1 kai o Taf nei anallo�wto to Zn, �ra ta T�1(K) kai K èqoun ton �dio ìgko kai ta �diadiadoqik� el�qista, afoÔ u 2 �K \ Zn an kai mìno an T�1(u) 2 T�1(�K \ Zn) =�T�1(K)\Zn, � > 0. Epiplèon, isqÔei T�1(D(K)) = D(T�1(K)), arke� loipìn nade�xoume thn (�) me thn epiplèon upìjesh ìti wi = ei, i = 1; : : : ; n.Tìte, an a = (a1; : : : ; an) 2 �iD(K) \ Zn, isqÔei ìti ai = : : : = an = 0 (toa prèpei na an kei ston upìqwro pou par�getai apì ta u1; : : : ; ui�1, �ra gr�fetaisan grammikì
 sunduasmì
 twn e1; : : : ; ei�1). Sunoy�zonta
 ìle
 autè
 ti
 para-thr sei
, blèpoume ìti, qwr�
 periorismì th
 genikìthta
, to zhtoÔmeno e�nai toex 
:Je¸rhma 4.3.1 'Estw K (summetrikì) kurtì s¸ma, kai 0 < �1 � : : : � �n 2 R tadiadoqik� el�qista tou D(K). Upojètoume ìti, an a = (a1; : : : ; an) 2 �iD(K)\Zn,tìte ai = : : : = an = 0. Tìte, �1 : : : �njKj � 1:



51H summetr�a tou K den e�nai apara�thth gia thn apìdeixh tou Jewr mato
 4.3.1.Orismì
 Gia k�je i = 1; : : : ; n, or�zoume �i : Rn ! Rn , me�i(x1; : : : ; xi; : : : ; xn) = (x1; : : : ; fxig; : : : ; xn):Ep�sh
, or�zoume Pi = �1 Æ : : : Æ �i, kai P0 = Id.L mma 4.3.1 Gia k�je z 2 Rn , isqÔei jPn(K + z)j = jPn(K)j.Apìdeixh: Gia k�je u 2 Zn kai z 2 Rn , isqÔei Pn(K + z + u) = Pn(K + z).MporoÔme loipìn na upojèsoume ìti to z = z1e1+ : : :+znen an kei sto jemeli¸de
parallhlep�pedo tou Zn w
 pro
 th sun jh b�sh. Dhlad , ìti 0 � zj < 1, j =1; : : : ; n.Ep�sh
, arke� na apode�xoume to zhtoÔmeno sthn per�ptwsh z = ziei. Giat� tìte,jPn(K + z)j = jPn(K + z1e1 + : : :+ znen)j= jPn(K + z1e1 + : : :+ zn�1en�1)j = : : : = jPn(K + z1e1)j= jPn(K)j:Upojètoume loipìn, qwr�
 periorismì th
 genikìthta
, ìti z = z1e1, 0 < z1 < 1.Or�zoumeA = Pn(K) \ fx : 0 � x1 < 1� z1g; B = Pn(K) \ fx : 1� z1 � x1 < 1g:Tìte, Pn(K + z) = (A+ z1e1) [ (B + (z1 � 1)e1) =: A1 [ B1;kai afoÔ A1 \ B1 = ;, blèpoume ìtijPn(K + z)j = jA1j+ jB1j = jAj+ jBj = jPn(K)j: 2L mma 4.3.2 An t � 1, tìte jPn(tK)j � jPn(K)j.Apìdeixh: An o 2 K, tìte apì thn kurtìthta tou K èpetai ìti K � tK, opìte tozhtoÔmeno e�nai profanè
. An ìqi, epilègoume z 2 Rn tètoio ¸ste o 2 (K + z), kaiefarmìzoume to L mma 4.3.1:jPn(tK)j = jPn(tK + tz)j = jPn(t(K + z))j � jPn(K + z)j = jPn(K)j: 2Piì genik�, gia k�je i = 1; : : : ; n pa�rnoume:L mma 4.3.3 An t � 1, tìte jPi(tK)j � tn�ijPi(K)j.



52Apìdeixh: StajeropoioÔme i � n � 1. Gia k�je x 2 Rn gr�foume x = (x0; x00),ìpou x0 = (x1; : : : ; xi), x00 = (xi+1; : : : ; xn). An M � Rn , or�zoumehM ;x00i = fx0 2 Ri : (x0; x00) 2Mg; x00 2 Rn�i :Isqurismì
: An t > 0, tìtehPi(tM); tx00i = Pi(htM ; tx00i) = Pi(thM;x00i):Apìdeixh: H deÔterh isìthta e�nai profan 
. Gia thn pr¸th, jewroÔme tuqìny 2 hPi(tM); tx00i. Tìte, (y; tx00) 2 Pi(tM), dhlad  up�rqei (z; w) 2 tM tètoio¸ste Pi(z; w) = (y; tx00). AfoÔ o metasqhmatismì
 Pi mpore� na metab�llei mìnoti
 pr¸te
 i suntetagmène
 tou (z; w), èpetai ìti w = tx00 kai Pi(z) = y. Dhlad ,z 2 htM ; tx00i, �ra y 2 Pi(htM ; tx00i). 'Etsi, apode�qjhke hhPi(tM); tx00i � Pi(htM ; tx00i):O ant�strofo
 egkleismì
 apodeiknÔetai an�loga. 2Ja qrhsimopoi soume ton isqurismì, kai thn parat rhsh ìti, an t � 1 tìtejPi(thK;x00i)j � jPi(hK;x00i)j;h opo�a e�nai sunèpeia tou L mmato
 4.3.2, afoÔ k�je hK;x00i e�nai kurtì uposÔnolotou Ri :Oloklhr¸nonta
 pr¸ta w
 pro
 x0 2 Ri kai met� w
 pro
 x00 2 Rn�i , gr�foumeton ìgko tou Pi(tK) sth morf jPi(tK)j = ZRn�i jhPi(tK);x00ijdx00:K�nonta
 thn allag  metablht 
 x00 = ty00 kai qrhsimopoi¸nta
 ti
 parathr sei
ma
, èqoume jPi(tK)j = tn�i ZRn�i jhPi(tK); ty00ijdy00= tn�i ZRn�i jPi(thK; y00i)jdy00� tn�i ZRn�i jPi(hK; y00i)jdy00= tn�ijPi(K)j:H per�ptwsh i = n kalÔptetai apì to L mma 4.3.2. 2L mma 4.3.4 'EstwW kurtì s¸ma ston Rn . An D(W )\Zn = fog, tìte j�i(W )j =jW j gia k�je i = 1; : : : ; n.



53Apìdeixh: H apìdeixh e�nai entel¸
 an�logh me aut n tou L mmato
 tou Bli
h-feldt. An jewr soume ta sÔnola (u + P ) \ W ìpou u 2 Zn kai P to sÔnhje
jemeli¸de
 parallhlep�pedo tou Zn, tìte ta �i((u + P ) \W ) den epikalÔptontai,alli¸
 to D(W ) ja perie�qe mh mhdenikì akèraio shme�o, par�llhlo pro
 to ei.'Ara, j�i(W )j =Xu j�i((u+ P ) \W )j =Xu j(u+ P ) \W j = jW j: 2Apìdeixh tou Jewr mato
 4.3.1: H apìdeixh ja basiste� ston akìloujo isqu-rismì:Isqurismì
: Gia k�je i = 1; : : : ; n, èqoumejPi(�iK)j = jPi�1(�iK)j:Apìdeixh: AfoÔ Pi = �i ÆPi�1, sÔmfwna me to L mma 4.3.4 arke� na de�xoume ìti(Pi�1(�iK)� Pi�1(�iK)) \Zn = fog; i = 1; : : : ; n:'Estw ìti up�rqoun x; y 2 �iK tètoia ¸ste o 6= Pi�1(x) � Pi�1(y) 2 Zn. Tìte,x � y 2 (�iD(K)) \ Zn, kai apì thn upìjesh tou Jewr mato
 prèpei na isqÔeixj = yj , j = i; : : : ; n. 'Omw
 tìte, Pi�1(x) = Pi�1(y), �topo. 2Efarmìzonta
 t¸ra to L mma 4.3.4 gia to Pi�1(�iK) me t = �i=�i�1 � 1, pa�rnoumejPi(�iK)j = jPi�1(�iK)j � � �i�i�1�n+1�i jPi�1(�i�1K)j; i = 2; : : : ; n:Gia i = 1 gr�foume apl¸
 jP1(�1K)j = j�1Kj = �n1 jKj:Pollaplasi�zonta
 kat� mèlh, blèpoume ìtijPn(�nK)j � �n1 nYi=2� �i�i�1�n+1�i jKj = �1�2 : : : �njKj:'Omw
 Pn(�nK) � P , �ra jPn(�nK)j � 1. 'Epetai ìti�1�2 : : : �njKj � 1: 2Den e�nai dÔskolo na d¸soume k�tw fr�gma gia to ginìmeno �1 : : : �n twndiadoqik¸n elaq�stwn tou K. O Minkowski apèdeixe to ex 
:Je¸rhma 4.3.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn , kai �1; : : : ; �n ta dia-doqik� el�qista tou K. Tìte, �1�2 : : : �njKj � 2nn! :



54Apìdeixh: Up�rqoun grammik¸
 anex�rthta dianÔsmata ui 2 Zn tètoia ¸ste k�jeui na an kei sto sÔnoro tou �iK. Or�zoumevi = ui�i ; i = 1; : : : ; n:Tìte, �vi 2 K gia k�je i, �ra h kurt  j kh A = 
of�v1; : : : ;�vng twn �vi èqeiìgko to polÔ �so me jKj. 'Omw
,jAj = j
of�v1; : : : ;�vngj = 2nj det(v1; : : : ; vn)jn! ;kai j det(v1; : : : ; vn)j = j det(u1; : : : ; un)j�1�2 : : : �n � 1�1�2 : : : �n ;giat� ta ui e�nai akèraia dianÔsmata, opìte det(u1; : : : ; un) 2 Znf0g. Sundu�zonta
ta parap�nw, èqoume�1�2 : : : �njKj � �1�2 : : : �njAj � 2nj det(u1; : : : ; un)jn! � 2nn! : 2



Kef�laio 5To je¸rhma twn Minkowskikai Hlawka
5.1 To je¸rhma epilog 
 tou MahlerSkopì
 ma
 se aut n thn par�grafo e�nai na apode�xoume to Je¸rhma epilog 
tou Mahler, to opo�o exasfal�zei thn Ôparxh {sugkl�nousa
} upakolouj�a
 giak�je {fragmènh} akolouj�a plegm�twn. Gia th diatÔpwsh tou Jewr mato
, prèpeipr¸ta na or�soume austhr� ti e�nai èna fragmèno sÔnolo plegm�twn, kaj¸
 kaithn ènnoia th
 sÔgklish
 pou ja qrhsimopoi soume.Orismo� (a) 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . 'Ena plègma � lègetaiapodektì gia to K, an to mìno shme�o tou � pou an kei sto eswterikì tou Ke�nai to o. To � lègetai austhr� apodektì gia to K an K \ � = fog.(b) Gia k�je � > 0, sumbol�zoume me �Dn th mp�la me kèntro to o kai akt�na �:�Dn = fx 2 Rn : kxk2 � �g:'Ena sÔnolo L plegm�twn tou Rn lègetai fragmèno, an up�rqoun jetikè
 stajerè
� kai � tètoie
 ¸ste:(i) K�je � 2 L e�nai apodektì gia thn �Dn.(ii) Gia k�je � 2 L, isqÔei det� � �.(g) Gia k�je n� n p�naka B, or�zoume kBk = maxi;j jbij j. H k � k e�nai nìrma stonq¸ro twn pin�kwn (ousiastik�, h k � k1 ston Rn2 ). Oi basikè
 idiìthte
 aut 
 th
nìrma
 perigr�fontai sto ex 
 L mma:L mma 5.1.1 (a) 'Estw Am; A 2 L(Rn ). Tìte, kAm � Ak ! 0 an kai mìno ana(m)ij ! aij gia k�je i; j � n.(b) Gia k�je A;B 2 L(Rn ), kABk � nkAk � kBk.(g) Gia k�je A 2 L(Rn ) kai k�je x 2 Rn , kAxk2 � nkAk � kxk2.55



56Apìdeixh: To (a) e�nai fanerì, afoÔkAm �Ak = maxi;j�n ja(m)ij � aij j:Gia to (b), parathroÔme ìti (AB)ij =Pnk=1 aikbkj . 'Omw
, gia k�je i; j � n,j nXk=1 aikbkj j � nXk=1 jaij jjbij j � nXk=1 kAk � kBk = nkAk � kBk:�ra, kABk = maxi;j�n j nXk=1 aikbkj j � nkAk � kBk:Gia to (g), qrhsimopoioÔme thn anisìthta Cau
hy-S
hwarz:kAxk2 = 0B� nXi=10� nXj=1 aijxj1A21CA1=2
� 0� nXi=10� nXj=1 a2ij1A0� nXj=1 x2j1A1A1=2
= kxk20� nXi;j=1 a2ij1A1=2� kxk2 �n2kAk2�1=2 ;dhlad , kAxk2 � nkAk � kxk2: 2Me th bo jeia aut 
 th
 nìrma
 or�zoume m�a ènnoia {perioq 
} gia ta plègmatatou Rn :'Estw � èna plègma tou Rn , kai A = fu1; : : : ; ung m�a b�sh tou �, thn opo�ataut�zoume me ton p�naka Aij = huj ; eii. Gia k�je " > 0, h (A; ")-geitoni� tou �e�nai to sÔnolo ìlwn twn plegm�twn �0 tou Rn ta opo�a èqoun k�poia b�sh A0 th
opo�a
 o p�naka
 ikanopoie� thn kA�A0k < ".(d) H ènnoia th
 (A; ")-geitoni�
 m�
 epitrèpei na or�soume sÔgklish akolouji¸nplegm�twn. Lème ìti h akolouj�a plegm�twn f�mg sugkl�nei sto plègma � touRn w
 pro
 th b�sh A tou �, an gia k�je " > 0, up�rqei m0(") 2 N tètoio
 ¸ste:gia k�je m � m0, to �m an kei sthn (A; ")-geitoni� tou �. Lème ìti h akolouj�aplegm�twn f�mg sugkl�nei sto plègma � tou Rn , an sugkl�nei sto � w
 pro
k�je b�sh A tou �.SÔmfwna me autìn ton orismì, gia na elègxoume ìti �m ! �, prèpei na elèg-xoume th sÔgklish gia tuqoÔsa epilog  th
 b�sh
 A tou �. 'Opw
 ja doÔme ìmw
,arke� na elegqje� h sÔgklish w
 pro
 k�poia b�sh A tou �:



57L mma 5.1.2 'Estw ìti �m ! � w
 pro
 k�poia b�sh A tou �. Tìte, �m ! �.Apìdeixh: AfoÔ �m ! � w
 pro
 thn A, up�rqei akolouj�a fAmg b�sewn twn�m ant�stoiqa, me kAm �Ak ! 0:'Estw B m�a �llh b�sh tou �. Up�rqei akèraio
 p�naka
 U me detU = �1, tètoio
¸ste B = AU . Or�zoume Bm = AmU . Tìte, k�je Bm e�nai b�sh tou �m, kaikBm �Bk = kAmU �AUk = k(Am �A)Uk � nkUk � kAm �Ak ! 0:'Ara, �m ! � w
 pro
 thn B. 2To epìmeno je¸rhma de�qnei ìti autì
 o orismì
 sÔgklish
 e�nai {swstì
}: an�m ! �, tìte, gia meg�la m, ta shme�a tou �m br�skontai {kont�} sta shme�atou �:Je¸rhma 5.1.1 'Estw �m;� plègmata ston Rn , me �m ! �. Tìte,(a) Gia k�je x 2 �, up�rqei akolouj�a shme�wn xm 2 �m me xm ! x.(b) An gia k�poio x 2 Rn up�rqei akolouj�a shme�wn xm 2 �m me xm ! x,tìte x 2 �.Apìdeixh: (a) 'Estw x 2 �. An A e�nai m�a b�sh tou �, to x gr�fetai sth morf x = Au, ìpou u 2 Zn. AfoÔ �m ! �, up�rqoun b�sei
 Am twn �m ant�stoiqa, mekAm �Ak ! 0. Or�zoume xm = Amu. Tìte, xm 2 �m kaikxm � xk2 = k(Am �A)uk2 � nkAm �Ak � kuk2 ! 0:Dhlad , xm ! x.(b) StajeropoioÔme b�sei
 Am; A twn �m;�. K�je xm gr�fetai xm = Amumìpou um 2 Zn. AfoÔ h b�sh A tou � e�nai b�sh tou Rn , to x gr�fetai x = Ay giak�poio y 2 Rn . Skopì
 ma
 e�nai na de�xoume ìti y 2 Zn.O A e�nai antistrèyimo
, kai h z 7! kAzk2 e�nai suneq 
 sthn Sn�1. 'Ara,pa�rnei el�qisth gn sia jetik  tim  a. Dhlad ,kAzk2 � a; z 2 Sn�1:AfoÔ Am ! A, up�rqei m0 2 N me thn idiìthta: gia k�je m � m0, kAm � Ak <a=2n. Tìte, qrhsimopoi¸nta
 to L mma 5.1.1, blèpoume ìti gia k�je m � m0 kaik�je z 2 Sn�1,kAmzk2 � kAzk2 � k(Am �A)zk2 � a� nkAm �Ak � kzk2 > a2 :Dhlad , an m � m0, èqoumekAmzk2 � a2kzk2; z 2 Rn :



58Apì ti
 Amum = xm ! x = Ay kai Amy ! Ay, èpetai ìti Am(um � y)! o. 'Ara,gia m � m0, kum � yk2 � 2akAm(um � y)k2 ! 0;dhlad , um ! y. AfoÔ um 2 Zn gia k�je m, sumpera�noume ìti y 2 Zn. 'Epetaiìti x = Ay 2 �. 2Gia thn apìdeixh tou Jewr mato
 tou Mahler ja qreiastoÔme ep�sh
 to ex 
:Je¸rhma 5.1.2 Gia k�je n 2 N up�rqei stajer� C(n) > 0 me thn akìloujhidiìthta: An � e�nai èna plègma ston Rn , tìte up�rqei b�sh A = fu1; : : : ; ung tou� tètoia ¸ste nYi=1 kuik2 � C(n) det �:H Ôparxh tètoiwn {anhgmènwn b�sewn}, kaj¸
 kai di�fora fr�gmata gia thstajer� C(n), ja suzhthjoÔn leptomer¸
 sto Kef�laio 7.Je¸rhma 5.1.3 K�je fragmènh akolouj�a plegm�twn èqei sugkl�nousa upako-louj�a.Apìdeixh: 'Estw f�mg fragmènh akolouj�a plegm�twn ston Rn . Dhlad , up�r-qoun jetikè
 stajerè
 � kai � tètoie
 ¸ste: gia k�je m 2 N, (�Dn)Æ \ �m = fogkai det�m � �. ParathroÔme ìtij�Dnj = !n�n � 2n det�mapì to pr¸to je¸rhma tou Minkowski, dhlad infm2Ndet �m = a > 0:Gia k�je m, epilègoume b�sh Am = fu(m)1 ; : : : ; u(m)n g tou �m, me thn idiìthtanYi=1 ku(m)i k2 � C(n) det �m � C(n)�:AfoÔ k�je �m e�nai epitreptì gia thn �Dn, sumpera�noume ìti ku(m)i k2 � � giak�je m 2 N, i = 1; : : : ; n. 'Ara,ku(m)i k2 � C(n)��n�1 ; m 2 N; i = 1; : : : ; n:Apì to je¸rhma Bolzano-Weierstrass, up�rqoun aÔxousa akolouj�a fusik¸n kmkai u1; : : : ; un 2 Rn , tètoia ¸steu(km)i ! ui; i = 1; : : : ; n:



59To A = fu1; : : : ; ung e�nai grammik¸
 anex�rthto, giat� detA = limdetAkm =limdet�km � a. JewroÔme to plègma � pou par�getai apì to A. Tìte, det� =limdet�km � �, kai kuik2 = lim ku(km)i k2 � �, dhlad  to � e�nai apodektì gia thn�Dn. Tèlo
, kAkm �Ak � maxi�n kukmi � uik2 ! 0;epomènw
, �km ! �. 25.2 H kr�simh or�zousa'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . H kr�simh or�zousa �(K) tou Ke�nai to inf det �, ìpou to in�mum pa�rnetai p�nw apì ìla ta plègmata � pou e�naiapodekt� (isodÔnama, austhr� apodekt�) gia to K.To pr¸to je¸rhma tou Minkowski m�
 d�nei amèsw
 èna k�tw fr�gma gia thnkr�simh or�zousa tou K:Prìtash 5.2.1 Gia k�je summetrikì kurtì s¸ma K ston Rn , èqoume�(K) � 2�njKj:Apìdeixh: 'Estw � èna plègma, apodektì gia to K. AfoÔ to K den perièqei mhmhdenikì stoiqe�o tou �, to pr¸to je¸rhma tou Minkowski m�
 lèei ìtijKj � 2n det�:Pa�rnonta
 in�mum w
 pro
 ìla ta K-apodekt� plègmata, katal goume sto zh-toÔmeno. 2Parat rhsh Aplè
 sunèpeie
 tou orismoÔ th
 kr�simh
 or�zousa
 e�nai oi ex 
:(a) An K �W , tìte �(K) � �(W ).(b) Gia k�je t > 0, �(tK) = tn�(K).(g) An A 2 GL(n), tìte �(AK) = j detAj�(K).O Mahler apèdeixe ìti gia k�je summetrikì kurtì s¸ma K up�rqei toul�qistonèna K-apodektì plègma me thn el�qisth dunat  or�zousa (dhlad , to in�mum stonorismì th
 �(K) e�nai minimum). Autì
  tan kai èna
 apì tou
 lìgou
 gia tou
opo�ou
 apèdeixe to je¸rhma epilog 
 th
 Paragr�fou 5.1:Prìtash 5.2.2 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Up�rqei plègma � toopo�o e�nai apodektì gia to K kai èqei or�zousadet� = �(K):



60Apìdeixh: To K perièqei m�a mp�la me kèntro to o kai akt�na � > 0. 'Epetai ìti,k�je plègma pou e�nai apodektì gia to K e�nai apodektì gia thn �Dn. JewroÔmeakolouj�a �m apodekt¸n gia to K plegm�twn, medet �m ! �(K):H f�mg e�nai fragmènh akolouj�a: k�je �m e�nai apodektì gia thn �Dn, kai hfdet�mg e�nai sugkl�nousa akolouj�a, �ra fragmènh. Apì to Je¸rhma epilo-g 
 tou Mahler, pern¸nta
 se upakolouj�a, mporoÔme na upojèsoume ìti up�rqeiplègma � ston Rn , tètoio ¸ste �m ! �. Profan¸
,det� = limm!1 det�m = �(K):Mènei na de�xoume ìti to � e�nai apodektì gia to K. Upojètoume to ant�jeto.Tìte, up�rqei x 2 �, to opo�o e�nai eswterikì shme�o tou K. Apì to Je¸rhma5.1.1, up�rqei akolouj�a fxmg, xm 2 �m, me xm ! x. AfoÔ to x e�nai eswterikìshme�o tou K, gia meg�la m to xm ja e�nai eswterikì shme�o tou K. Autì ìmw
e�nai �topo, giat� ìla ta �m e�nai K-apodekt�. 2To er¸thma to opo�o prokÔptei apì ta parap�nw, e�nai an o lìgo
 �(K)=jKje�nai �nw fragmèno
. O Minkowski [Mi1℄ isqur�sthke ìti gia k�je summetrikìkurtì s¸ma K me ìgko jKj < 2�(n) = 2(1+2�n+3�n+ : : :), up�rqei K-apodektìplègma � me or�zousa det� = 1. Dhlad ,�(K)jKj � 12�(n) :Aut  h eikas�a tou Minkowski apode�qjhke to 1944 apì ton Hlawka [Hl℄. Thn apì-deixh autoÔ tou jewr mato
 (to opo�o anafèretai w
 Je¸rhma Minkowski-Hlawka),ja suzht soume sthn epìmenh par�grafo.5.3 To je¸rhma twn Minkowski kai HlawkaJa apode�xoume to Je¸rhma twnMinkowski-Hlawka, gia summetrik� kurt� s¸mata.To �dio apotèlesma isqÔei gia m�a eurÔterh kl�sh summetrik¸n uposunìlwn touRn (ta legìmena astrìmorfa qwr�a).Je¸rhma 5.3.1 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn . Tìte,�(K)jKj � 12�(n) :H apìdeixh ja basiste� se dÔo genikìtera l mmata gia Riemann-oloklhr¸sime
sunart sei
 me sumpag  forèa. To pr¸to ofe�letai stou
 Davenport kai Rogers[DR℄, en¸ to deÔtero e�nai to basikì l mma tou Hlawka [Hl℄:



61L mma 5.3.1 'Estw f : Rn ! R m�a suneq 
 sun�rthsh pou mhden�zetai èxw apìèna fragmèno sÔnolo (èqei sumpag  forèa). Gia k�je 
 2 R, or�zoumeVf (
) = Z 1�1 : : : Z 1�1 f(x1; : : : ; xn�1; 
)dx1 : : : dxn�1:'Estw �0 èna plègma ston Rn�1 me or�zousa det�0, kai èstw Æ > 0. Gia k�jey = (y1; : : : ; yn�1) 2 Rn�1 , sumbol�zoume me �y to plègma pou par�getai apì ta �0kai (y; Æ). Dhlad , �y = fx+m(y; Æ) : x 2 �0;m 2 Zg:Tìte, up�rqei z = (z1; : : : ; zn�1) me thn idiìthta(�) Xx2�z;xn 6=0 f(x) � 1det�0 Xi2Znf0gVf (iÆ):Apìdeixh: Up�rqei antistrèyimo
 grammikì
 metasqhmatismì
 T0 tou Rn�1 tè-toio
 ¸ste �0 = T0(Zn�1). Ton epekte�noume se ènan T 2 GL(n), or�zonta
T (en) = en. ParathroÔme ìtiVf (
) = (det �0)VfÆT (
)kai Xx2�y;xn 6=0 f(x) = Xx2hZn�1;T�1yi;xn 6=0(f Æ T )(x)ìpou hZn�1; T�1(y)i to plègma pou par�getai apì ton Zn�1 kai to T�1(y). Anloipìn upojèsoume ìti to L mma isqÔei sthn per�ptwsh �0 = Zn�1, pern�me sthgenik  per�ptwsh w
 ex 
: an m�
 d¸soun f : Rn ! R suneq , me sumpag  forèa,br�skoume w 2 Rn�1 tètoio ¸steXx2hZn�1;(w;Æ)i;xn 6=0(f Æ T )(x) � Xi2Znf0gVfÆT (iÆ);kai jètonta
 z = T0(w) èqoumeXx2�z;xn 6=0 f(x) = Xx2hZn�1;wi;xn 6=0(f Æ T )(x)� Xi2Znf0gVfÆT (iÆ)= 1det�0 Xi2Znf0gVf (iÆ):MporoÔme loipìn na upojèsoume ìti �0 = Zn�1.



62Isqurismì
: IsqÔei h isìthtaZ 10 : : : Z 10 0� Xx2�y;xn 6=0 f(x)1A dy1 : : : dyn�1 = Xi2Znf0gVf (iÆ):Apìdeixh tou isqurismoÔ: 'Eqoume upojèsei ìti�0 = f(m1; : : : ;mn�1) : m1; : : : ;mn�1 2 Zg:'Ara, Xx2�y;xn 6=0 f(x) =Xi 6=0 Xm1;:::;mn�12Zf(m1 + iy1; : : : ;mn�1 + iyn�1; iÆ):Krat�me stajerì to i 2 Znf0g, kai jewroÔme toJ(i; Æ) = Z 10 : : : Z 10 Xm1;:::;mn�12Zf(m1 + iy1; : : : ;mn�1 + iyn�1; iÆ)dy1 : : : dyn�1:To olokl rwma autì up�rqei, giat� h f e�nai suneq 
 kai èqei sumpag  forèa,opìte to �jroisma pou oloklhr¸noume e�nai ousiastik� �jroisma peperasmènwnto pl jo
 suneq¸n sunart sewn. K�nonta
 thn allag  metablht 
 zk = iyk,k = 1; : : : ; n� 1, èqoumeJ(i; Æ) = 1in�1 Z i0 : : : Z i0 Xm1;:::;mn�12Zf(m1 + z1; : : : ;mn�1 + zn�1; iÆ)dz1 : : : dzn�1:'Omw
, h pro
 olokl rwsh sun�rthsh e�nai periodik  w
 pro
 k�je m�a apì ti
pr¸te
 (n� 1) suntetagmène
, me per�odo 1 (giat�, ta m1; : : : ;mn�1 diatrèqoun toZ, kai ajro�zoume w
 pro
 ìle
 ti
 epilogè
 tou
). 'Epetai ìtiJ(i; Æ) = Z 10 : : : Z 10 Xm1;:::;mn�12Zf(m1 + z1; : : : ;mn�1 + zn�1; iÆ)dz1 : : : dzn�1= Z 1�1 : : : Z 1�1 f(z1; : : : ; zn�1; iÆ)dz1 : : : dzn�1= Vf (iÆ):Ajro�zonta
 w
 pro
 i 2 Znf0g, pa�rnoume to zhtoÔmeno. 2Apì ton isqurismì èpetai �mesa ìti up�rqoun z1; : : : ; zn�1 2 [0; 1℄ tètoia ¸steXx2�z;xn 6=0 f(x) � Xi2Znf0gVf (iÆ);kai h apìdeixh tou l mmato
 e�nai pl rh
, sÔmfwna me ti
 arqikè
 ma
 parathr sei
.2



63L mma 5.3.2 'Estw g : Rn ! R Riemann-oloklhr¸simh sun�rthsh, me sumpag forèa, kai èstw " > 0. Tìte, up�rqei plègma � ston Rn , me or�zousa det� = 1,tètoio ¸ste Xx2�nfog g(x) < ZRn g(x)dx + ":Apìdeixh: MporoÔme na broÔme suneq  f : Rn ! R me sumpag  forèa, tètoia¸ste: f � g pantoÔ, kai ZRn f(x)dx < ZRn g(x)dx + "2 :Isqurismì
: An to Æ > 0 e�nai arket� mikrì, tìteÆXi 6=0 Z 1�1 : : : Z 1�1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn�1 < ZRn f(x)dx + "2 :Apìdeixh tou isqurismoÔ: Up�rqei kÔbo
Q = [�M;M ℄n tètoio
 ¸ste f(x) = 0an x =2 Q. H f e�nai suneq 
 sto Q, �ra omoiìmorfa suneq 
. Up�rqei loipìnÆ0 > 0 tètoio ¸ste: an 0 < Æ < Æ0, tìtekx� x0k2 < Æ =) jf(x)� f(x0)j < "2(2M)n�1(2M + 2) :'Estw 0 < Æ < minfÆ0; 1g. Jètoume Q1 = [�M;M ℄n�1 � Rn�1 , kai k = [M=Æ℄ + 1.Tìte, ZRn f(x)dx = ZQ f(x1; : : : ; xn)dx1 : : : dxn= kXi=1 Z iÆ(i�1)Æ ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; xn)dx1 : : : dxn+ �1Xi=�k Z (i+1)ÆiÆ ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; xn)dx1 : : : dxn;kai ÆXi 6=0 Vf (iÆ) = ÆXi 6=0 Z 1�1 : : : Z 1�1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn�1= Æ kXi=1 ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn�1+ Æ �1Xi=�k ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn�1



64 = kXi=1 Z iÆ(i�1)Æ ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn+ �1Xi=�k Z (i+1)ÆiÆ ZQ1 f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)dx1 : : : dxn:Afair¸nta
, blèpoume ìtiÆ � Xi 6=0 Vf (iÆ)� ZRn f(x)dx= kXi=1 Z iÆ(i�1)Æ ZQ1 [f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)� f(x1; : : : ; xn�1; xn)℄dx1 : : : dxn�1+ �1Xi=�k Z (i+1)ÆiÆ ZQ1 [f(x1; : : : ; xn�1; iÆ)� f(x1; : : : ; xn�1; xn)℄dx1 : : : dxn< 2kÆ"(2M)n�12(2M)n�1(2M + 2) < "2 : 2Epilègoume to Æ < Æ0 na e�nai tìso mikrì ¸ste, tautìqrona, na isqÔei ìti f(x) = 0an jxj � 1=Æ1=(n�1). JewroÔme to plègma�0 = 1Æ1=(n�1)Zn�1ston Rn�1 . Tìte, gia k�je z = (z1; : : : ; zn�1) 2 Rn�1 , èqoume det�z = 1.ParathroÔme ìti xn 6= 0 gia k�je x 2 �znfog me f(x) 6= 0. Apì to L mma5.3.1, up�rqei z = (z1; : : : ; zn�1) me thn idiìthtaXx2�znfog f(x) = Xx2�z;xn 6=0 f(x)� 1det�0 Xi2Znf0gVf (iÆ)= Æ Xi2Znf0gVf (iÆ);kai, qrhsimopoi¸nta
 ton isqurismì, sumpera�noume ìtiXx2�znfog f(x) < ZRn f(x)dx + "2 :Pa�rnonta
 up� ìyin ton trìpo orismoÔ th
 f , blèpoume ìtiXx2�znfog g(x) < ZRn g(x)dx+ ":



65Apì thn kataskeu , det�z = 1. 'Ara, pa�rnonta
 � = �z èqoume apode�xei toL mma. 2Apìdeixh tou Jewr mato
 Minkowski-Hlawka: Arke� na de�xoume th sune-pagwg  jKj < 2�(n) =) �(K) � 1:JewroÔme th sun�rthsh g(x) = 1Xi=1 �(i)�K(ix);ìpou � e�nai h sun�rthsh tou M�obius, h opo�a or�zetai w
 ex 
: �(i) = 1 an i = 1,�(i) = 0 an up�rqei pr¸to
 p me p2ji, kai �(i) = (�1)k an i = p1 : : : pk, ìpou pjdiaforetiko� an� dÔo pr¸toi.Gia k�je plègma �, onom�zoume èna x 2 �nfog prwtarqikì gia to �, an toanoiqtì eujÔgrammo tm ma pou sundèei ta o kai x den perièqei shme�o tou �. Tìte,an M e�nai to sÔnolo twn prwtarqik¸n shme�wn tou �, èqoumeXx2�nfog g(x) = Xx2M 1Xj=1 g(jx)= Xx2M 1Xj=1 1Xi=1 �(i)�K(ijx)= Xx2M 1Xk=1�K(kx)Xijk �(i)= Xx2M �K(x);ìpou qrhsimopoi same to gegonì
 ìtiXijk �(k) = 0; k � 2:H tautìthta aut  e�nai �mesh sunèpeia tou orismoÔ th
 �: an k = pa11 : : : pass , tìteoi mh mhdeniko� ìroi sto parap�nw �jroisma proèrqontai mìno apì tou
 eleÔjerou
tetrag¸nwn diairète
 tou k. Piì sugkekrimèna,Xijk �(i) = �(1) +�s1�(�1)1 +�s2�(�1)2 + : : :�ss�(�1)s = (1 + (�1))s = 0:To K e�nai summetrikì, �ra toXx2�nfog g(x) = Xx2M �K(x)



66e�nai �rtio
 fusikì
   0. Apì thn �llh pleur�, apì thn upìjes  ma
 gia ton ìgkotou K, ZRn g(x)dx = 1Xi=1 �(i) ZRn �K(ix)dx = 1Xi=1 �(i) jKjin = jKj�(n) < 2;ìpou qrhsimopoi same thnZRn �K(ix)dx = 1in ZRn �K(y)dy = jKjin ; i 2 N;kai thn tautìthta �(n) 1Xi=1 �(i)in =  nXk=1 1kn! 1Xi=1 �(i)in != 1Xl=1 Xk�i=l �(i)ln= 1Xl=1 1ln Xijl �(i) = 11n = 1:Apì to L mma tou Hlawka, gia kat�llhla mikrì " > 0, up�rqei plègma � tou Rnme or�zousa det� = 1, tètoio ¸steXx2M �K(x) = Xx2�nfog g(x) < ZRn g(x)dx+ " < 2;to opo�o shma�nei ìti M \K = ;. AfoÔ to K den perièqei prwtarqik� shme�a tou�, sumpera�noume ìti � \K = fog. 'Ara,�(K) � det� = 1: 2



Kef�laio 6Pa
kings th
 sfa�ra

6.1 Orismo�Sumbol�zoume me En thn kl�sh ìlwn twn elleiyoeid¸n tou Rn pou den perièqoun stoeswterikì tou
 kanèna shme�o tou Znnfog. To prìblhma pou ja m�
 apasqol seise autì to Kef�laio e�nai na dojoÔn akribe�
 ektim sei
 gia thn posìthta�n = supfjEj : E 2 Eng:Den e�nai dÔskolo na de� kane�
 ìti to prìblhma autì e�nai isodÔnamo me to prì-blhma tou upologismoÔ th
 kr�simh
 or�zousa
 �(Dn) th
 mp�la
 (to opo�o suzh-t same gia genikì summetrikì kurtì s¸ma K sto prohgoÔmeno Kef�laio).Prìtash 6.1.1 �(Dn)�n = !n.Apìdeixh: Up�rqei plègma � = T (Zn) to opo�o e�nai Dn-apodektì, kai èqei or�-zousa det� = det T = �(Dn). Tìte, to elleiyoeidè
 T�1(Dn) 2 En, �ra�n � jT�1(Dn)j = !ndetT = !n�(Dn) :Gia thn ant�strofh anisìthta, parathroÔme ìti an E = S(Dn) e�nai èna elleiyoeidè
pou ikanopoie� thn S(Dn) \ Zn = fog, tìte to plègma � = S�1(Zn) e�nai Dn-apodektì. 'Ara, jEj = !ndetS�1 = !ndet� � !n�(Dn) :'Epetai ìti �n = supfjEj : E 2 Eng � !n�(Dn) ;to opo�o oloklhr¸nei thn apìdeixh. 267



68 M�a ènnoia pou sundèetai sten� me to prìblhma, e�nai h ènnoia tou pa
kingapì mp�le
 ston Rn . M�a oikogèneia P = fxi + rDn : i 2 Ig apì mp�le
 akt�na
r > 0, lègetai pa
king an oi xi + rDn èqoun xèna eswterik�.Or�zoume �nw kai k�tw puknìthta tou P w
 ex 
: gia k�je R > 0, jewroÔmethn RDn, kai ti
 xi + rDn oi opo�e
 tèmnoun thn RDn. An N(R) e�nai to pl jo
twn stoiqe�wn tou fi 2 I : (xi + rDn) \ (RDn) 6= ;g, or�zoumeÆ(P ) = lim supR!1 N(R)!nrn!nRnkai Æ(P ) = lim infR!1 N(R)!nrn!nRn :Oi arijmo� Æ(P ) kai Æ(P ) e�nai h �nw kai k�tw puknìthta tou P , ant�stoiqa. AnÆ(P ) = Æ(P ), tìte aut  h koin  tim  e�nai h puknìthta Æ(P ) tou P .'Estw � èna plègma ston Rn . 'Ena pa
king me kèntra sto � e�nai èna pa
kingth
 morf 
 P = fx+ rDn : x 2 �g:Prìtash 6.1.2 'Estw P = fx+ rDn : x 2 �g èna pa
king me kèntra sto plègma�. Tìte, Æ(P ) = !nrndet� :Apìdeixh: 'Estw R > 0. To pl jo
 N(R) twn x + rDn, x 2 �, pou tèmnoun thnRDn, ikanopoie� thn anisìthtajRDn \ �j � N(R) � j(R+ r)Dn \ �j:'Ara, jRDn \ �jjRDnj � N(R)jRDnj � j(R+ r)Dn \ �jjRDnj :Pa�rnonta
 ìrio kaj¸
 R!1, kai qrhsimopoi¸nta
 thn Prìtash 1.2.4, blèpoumeìti 1det� = limR!1 N(R)!nRn :'Ara, up�rqei to Æ(P ) = limR!1 N(R)!nrn!nRn = !nrndet� : 2Or�zoume Æn to supremum twn Æ(P ), ìpou P pa
king me mp�le
 akt�na
 1 kaikèntra se k�poio plègma � tou Rn . Tìte,Æn = sup� !ndet � ;



69ìpou to sup e�nai p�nw apì ìla ta plègmata � gia ta opo�a h oikogèneia P =fx+Dn : x 2 �g e�nai pa
king. ParathroÔme ìti èna plègma � epidèqetai pa
kingapì mp�le
 akt�na
 1 an kai mìno an e�nai 2Dn-apodektì. 'Ara,(�) Æn = !n2n�(Dn) :H (�) kai h Prìtash 6.1.1 m�
 d�noun to ex 
:Je¸rhma 6.1.1 �n = 2nÆn. 26.2 H mèjodo
 tou Bli
hfeldtSthn prohgoÔmenh par�grafo e�dame ìti �n = 2nÆn. Ja perigr�youme thn mèjodotou Bli
hfeldt [Bl2℄ gia thn ekt�mhsh th
 Æn apì p�nw. Se sunduasmì me thnparap�nw isìthta, to apotèlesma tou Bli
hfeldt d�nei to ex 
:Je¸rhma 6.2.1 Gia k�je n 2 N, isqÔei h anisìthta�n � n+ 22 2n=2:H apìdeixh aut 
 th
 anisìthta
 bas�zetai se dÔo l mmata.L mma 6.2.1 'Estw D : [0;+1) ! [0;+1) suneq 
 sun�rthsh, kai t0 > 0 methn idiìthta: D(t) = 0, gia k�je t > t0. Upojètoume ìti gia k�je pa
king P =fxi +Dn : i 2 Ng tou Rn apì mp�le
 akt�na
 1, kai gia k�je y 2 Rn , isqÔei1Xi=1D(ky � xik2) � 1:Tìte, Æn � 1n R t00 tn�1D(t)dt :Apìdeixh: 'Estw P èna pa
king tou Rn apì mp�le
 akt�na
 1. JewroÔme tuqìn(meg�lo) R > 0. Oi mp�le
 tou P pou tèmnoun thn RDn e�nai peperasmène
 topl jo
, kai qwr�
 periorismì th
 genikìthta
 mporoÔme na upojèsoume ìti e�nai oixi +Dn, i = 1; : : : ; N .JewroÔme thn (R + 1)Dn. AfoÔ (xi +Dn) \ RDn 6= ;, i � N , sumpera�noumeìti xi 2 (R+ 1)Dn; i = 1; : : : ; N:



70Epomènw
, apì thn upìjes  ma
 ìti D(t) = 0 an t > t0, blèpoume ìti: gia k�jei = 1; : : : ; N , èqoume D(ky � xik2) = 0 an y =2 (R + t0 + 1)Dn. Dhlad ,ZRnD(ky � xik2)dy = Z(R+t0+1)Dn D(ky � xik2)dy; i = 1; : : : ; N:Qrhsimopoi¸nta
 kai thn P1i=1D(ky � xik2) � 1, èqoume!n(R+ t0 + 1)n = Z(R+t0+1)Dn 1dy� Z(R+t0+1)Dn NXi=1D(ky � xik2)dy= NXi=1 Z(R+t0+1)Dn D(ky � xik2)dy= NXi=1 ZRnD(ky � xik2)dy= N ZRnD(kwk2)dw:Upolog�zoume to teleuta�o olokl rwma se polikè
 suntetagmène
: qrhsimopoi¸n-ta
 to gegonì
 ìti h D(kwk2) exart�tai mìno apì to m ko
 tou w, kai mhden�zetaian kwk2 > t0, pa�rnoumeZRnD(kwk2)dw = ZSn�1 Z t00 tn�1D(t)dtd� = n!n Z t00 tn�1D(t)dt;giat� to {embadìn} th
 Sn�1 e�nai �so me n!n. Sundu�zonta
 ta parap�nw, pa�r-noume (R+ t0 + 1)n � Nn Z t00 tn�1D(t)dt:Upojètoume t¸ra ìti to P èqei kèntra se èna plègma �. Tìte,Æ(P ) = limR!1 N(R)!n!nRn � limR!1�R+ t0 + 1R �n 1n R t00 tn�1D(t)dt= 1n R t00 tn�1D(t)dt :Apì ton orismì tou Æn, Æn � 1n R t00 tn�1D(t)dt : 2O Bli
hfeldt epèlexe kat�llhlh sun�rthsh D, qrhsimopoi¸nta
 thn ex 
 para-t rhsh (anisìthta tou Bli
hfeldt):



71L mma 6.2.2 An y; x1; : : : ; xm 2 Rn , tìtemXi=1 mXj=1 kxi � xjk22 � 2m mXi=1 ky � xik22:Apìdeixh: ParathroÔme pr¸ta ìti arke� na apode�xoume thn anisìthta sthn per�-ptwsh y = 0:(�) mXi=1 mXj=1 kxi � xjk22 � 2m mXi=1 kxik22:(Katìpin efarmìzoume aut n thn eidik  per�ptwsh gia ta o; y � x1; : : : ; y � xm.)Gia thn apìdeixh th
 (�), gr�foumemXi=1 mXj=1 kxi � xjk22 = mXi=1 mXj=1 �kxik22 � 2hxi; xji+ kxjk22�= 2m mXi=1 kxik22 � 2h mXi=1 xi; mXj=1 xji� 2m mXi=1 kxik22: 2Je¸rhma 6.2.2 Æn � n+22 2�n=2.Apìdeixh: JewroÔme th sun�rthshD(t) = � 1� t22 ; 0 � t � p20 ; t > p2:'Estw P = fxi+Dn : i 2 Ig èna pa
king tou Rn . Gia k�je y 2 Rn , jewroÔme ta xigia ta opo�a ky � xik2 � p2. E�nai fanerì ìti to pl jo
 tou
 e�nai peperasmèno,mporoÔme loipìn na ta arijm soume san x1; : : : ; xm, ìpou m = m(y). Gia ìla taupìloipa xi, èqoume D(ky � xik2) = 0, apì ton orismì th
 D. 'Ara,Xi2I D(ky�xik2) = mXi=1 D(ky�xik2) = mXi=1 �1� ky � xik222 � = m� 12 mXi=1 ky�xik22:Apì thn anisìthta touBli
hfeldt, qrhsimopoi¸nta
 kai to gegonì
 ìti kxi�xjk2 � 2an i 6= j, pa�rnoumemXi=1 ky � xik22 � 12m mXi=1 mXi=1 kxi � xjk22 � 12m4m(m� 1) = 2(m� 1):



72'Ara, Xi2I D(ky � xik2) � m� 122(m� 1) = 1:Upolog�zoume toZ p20 tn�1(1� t2=2)dt = � tnn � tn+22(n+ 2)�p20 = 2n=2n � 2n=2n+ 2 = 2n(n+ 2)2n=2:AfoÔ h D ikanopoie� ti
 upojèsei
 tou L mmato
 6.2.1, sumpera�noume ìtiÆn � 1n Rp20 tn�1(1� t2=2)dt = n+ 22 2�n=2: 2AfoÔ �n = 2nÆn, h apìdeixh tou Jewr mato
 6.2.1 e�nai pl rh
.6.3 Elleiyoeid  qwr�
 akèraia shme�aSe aut n thn par�grafo exet�zoume to ant�strofo prìblhma: na breje� ellei-yoeidè
 me ìso g�netai megalÔtero ìgko, to opo�o den perièqei akèraia shme�a stoeswterikì tou. To kalÔtero gnwstì apotèlesma ofe�letai ston K. Ball [Ba℄, kaiqrhsimopoie� to L mma tou Bang [Ban℄:L mma 6.3.1 'Estw x1; : : : ; xm monadia�a dianÔsmata ston Rn , kai w1; : : : ; wm je-tiko� pragmatiko� arijmo�. Up�rqei epilog  pros mwn "1; : : : ; "m 2 f�1; 1g, tètoia¸ste to u =Pmi=1 "iwixi na ikanopoie� ti
jhu; xiij � wi; i = 1; : : : ;m:Apìdeixh: Gia k�je " = ("1; : : : ; "m) 2 f�1; 1gm, jètoume u(") = Pmi=1 "iwixi.Epilègoume eke�no to u = u("�) pou èqei to megalÔtero m ko
 (an up�rqoun peris-sìtera apì èna tètoia u("), epilègoume opoiod pote apì aut�).Gia k�je j = 1; : : : ;m, or�zoumeuj = u("�)� 2"�jwjxj :K�je uj e�nai th
 morf 
 u("), me "i = "�i an i 6= j, kai "j = �"�j . 'Ara,ku("�)k22 � kujk22 = ku("�)� 2"�jwjxjk22= ku("�)k22 � 4wj"�j hu("�); xji+ 4w2j kxjk22:'Epetai ìti jhu("�); xjij � "�j hu("�); xji � 4w2jkxjk224wj = wj ;gia k�je j = 1; : : : ;m. 2H akrib 
 diatÔpwsh tou jewr mato
 tou Ball e�nai h ex 
:



73Je¸rhma 6.3.1 Gia k�je " > 0 up�rqei elleiyoeidè
 E ston Rn pou den perièqeishme�a tou Znnfog, kai èqei ìgkojEj > 2(n� 1)� ":Apìdeixh: JewroÔme thn kl�sh ìlwn twn elleiyoeid¸n th
 morf 
ER = fx 2 Rn : hu; xi2 + kxk22 � R2g; u 2 Rn ; R > 0:Gia k�je R > 0, prospajoÔme arqik� na broÔme u = uR 2 Rn , tètoio ¸ste to ER namhn perièqei akèraia shme�a ektì
 apì to o. Dhlad , zht�me gia k�je z 2 Znnfogna isqÔei hu; zi2 + kzk22 � R2:H anisìthta aut  ikanopoie�tai profan¸
 an kzk2 � R. Periorizìmaste loipìn sta0 < kzk2 < R, kai zht�me jhu; zkzk2 ij �s R2kzk22 � 1:Jètoume wz =p(R=kzk2)2 � 1, krat�me èna mìno ~z apì ta�z gia k�je 0 < kzk2 <R, kai efarmìzoume to L mma tou Bang: up�rqoun "~z 2 f�1; 1g, tètoia ¸stejhX~z "~zw~z ~zk~zk2 ; ~zk~zk2 i � w~z ; 0 < kzk2 < R:IsodÔnama, up�rqoun "z 2 f�1; 1g, tètoia ¸ste to di�nusmau = u(R) = 12 X0<kzk2<R "zwz zkzk2na ikanopoie� ti
 jhu; zkzk2 ij � wz; 0 < kzk2 < R:Gi� aut n thn epilog  tou u èqoume exasfal�sei ìti ER \ Zn = fog. Gia tonupologismì tou ìgkou tou ER, qreiazìmaste m�a ekt�mhsh gia to m ko
 tou u. Giato skopì autì, jewroÔme to monadia�o di�nusma � sth dieÔjunsh tou u. An K(R)e�nai to m ko
 tou u, èqoumeK(R) = kuk2 = hu; �i = 12 X0<kzk2<R "z hz; �ikzk2 wz� 12 X0<kzk2<R jhz; �ijkzk2 s R2kzk22 � 1 =: ~K(R):



74Jètoume v = z=R. Tìte,~K(R) = 12 Xv2 1RZn\Dnnfog jhv; �ijkvk2 s 1kvk22 � 1:Kaj¸
 to R ! 1, to parap�nw �jroisma (pollaplasiasmèno ep� R�n) e�nai èna�jroisma Riemann gia to 12 ZDn jhv; �ijkvk2 s 1kvk22 � 1dv:Dhlad , limR!1 ~K(R)!nRn = 12!n ZDn jhv; �ijkvk2 s 1kvk22 � 1dv:Gia ton upologismì tou teleuta�ou oloklhr¸mato
, pa�rnoume polikè
 suntetagmè-ne
: limR!1 ~K(R)!nRn = n!n2!n ZSn�1 Z 10 jh�; �ij�n�1r 1�2 � 1d��(d�)= n2 ZSn�1 jh�; �ij�(d�) � Z 10 �n�2p1� �2d�:ParathroÔme ìti to pr¸to olokl rwma e�nai anex�rthto tou � 2 Sn�1. MporoÔmeloipìn na upojèsoume ìti � = e1. Gr�foumeZDn jz1jdz = n!n ZSn�1 jh�; e1ij�(d�) � Z 10 �nd� = n!nn+ 1 ZSn�1 jh�; e1ij�(d�);kai ZDn jz1jdz = 2 Z 10 !n�1t(1� t2)(n�1)=2dt;opìte, ZSn�1 jh�; �ij�(d�) = 2!n�1 R 10 t(1� t2)(n�1)=2dt(n!n)=(n+ 1)= 2(n+ 1)!n�1n!n �� 1n+ 1(1� t2)(n+1)=2�10= 2!n�1n!n :Tèlo
, Z 10 �n�2p1� �2d� = 12 Z 10 tn�12 �1(1� t) 32�1dt= �((n� 1)=2)�(3=2)2�((n+ 2)=2) :



75Pa�rnonta
 up� ìyin thn !k = �k=2=�((k=2) + 1), katal goume sthnlimR!1 ~K(R)!nRn = 2!n�1n!n �(n�12 )p�2�(n2 )= 2n �(n�1)=2�(n2 + 1)�n=2�(n�12 + 1) �(n�12 )p�22�(n2 )= 12(n� 1) :Autì shma�nei ìti, gia meg�la R,!nRn~K(R) > 2(n� 1)� "2 :ParathroÔme ep�sh
 ìti lim ~K(R) = +1, alli¸
 ja e�qamelimR!1 ~K(R)!nRn = 0:Apì thn �llh pleur�, o ìgko
 tou ER e�nai �so
 me ton ìgko touE0R = fx 2 Rn : hK(R)e1; xi2 + kxk22 � R2g;o opo�o
 upolog�zetai eÔkola: to E0R èqei (n � 1) hmi�xone
 �sou
 me R, kai ènan�so me R=p1 +K2(R). 'Ara,jERj = !nRnp1 +K2(R) � !nRnq1 + ~K2(R) ;to opo�o gia meg�la R e�nai megalÔtero apì!nRn~K(R) � "2 > 2(n� 1)� ":'Etsi, èqoume apode�xei ìti up�rqoun elleiyoeid  qwr�
 mh tetrimmèna akèraia sh-me�a, ta opo�a èqoun ìgko osod pote kont� sto 2(n� 1). 2'Amesh sunèpeia e�nai to akìloujo k�tw fr�gma gia to �n:Je¸rhma 6.3.2 Gia k�je n 2 N, �n � 2(n� 1). 2Parathr sei
 (a) Melet¸nta
 mìno ta prwtarqik� shme�a tou Zn kai qrhsimo-poi¸nta
 th sun�rthsh touM�obius ìpw
 sthn apìdeixh tou Jewr mato
Minkowski-Hlawka, mpore� kane�
 na apode�xei k�ti l�go isqurìtero:�n � 2(n� 1)�(n):(b) Sthn kateÔjunsh tou Jewr mato
 tou Bli
hfeldt, to kalÔtero gnwstì apotè-lesma e�nai autì twn Kabatjanskii kai Levenstein [KL℄:�n � (1:32)n ' 2[0:401+on(1)℄n:
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Kef�laio 7Anhgmène
 b�sei

7.1 To prìblhmaSthn apìdeixh tou Jewr mato
 Epilog 
 tou Mahler, qrhsimopoi same to ex 
je¸rhma:Je¸rhma 7.1.1 Gia k�je n 2 N up�rqei stajer� C(n) > 0 pou ikanopoie� to ex 
:An � e�nai èna plègma ston Rn , tìte up�rqei b�sh A = fu1; : : : ; ung tou � me thnidiìthta nYi=1 kuik2 � C(n) det �:Tètoie
 b�sei
 onom�zontai anhgmène
. To genikì prìblhma th
 {anagwg 
}diatup¸netai w
 ex 
: D�netai èna plègma � ston Rn , kai zht�me ènan algìrijmoo opo�o
 na prosdior�zei m�a b�sh fu1; : : : ; ung tou � (anhgmènh b�sh), h opo�a naèqei {kalè
} gewmetrikè
   arijmhtikè
 idiìthte
.To prìblhma autì apasqìlhse tou
 Lagrange, Seeber, Gauss, Diri
hlet, Her-mite, Korkin kai Zolotarev, kai �llou
. Sun jw
 h prosp�jeia  tan na breje� b�shtou � h opo�a na ikanopoie� fr�gma th
 morf 
nYi=1 kuik2 � C(n) det �;gia m�a ìso g�netai kalÔterh stajer� C(n). Ax�zei na anafèroume dÔo tètoiou
{algìrijmou
 anagwg 
}:(a) Anagwg  kat� Minkowski. Pa�rnoume san u1 to di�nusma u 2 �nfog pouèqei to mikrìtero m ko
:ku1k2 = minfkuk2 : u 2 �nfogg:77



78An ta u1; : : : ; uk èqoun epilege�, to uk+1 epilègetai ètsi ¸ste to fu1; : : : ; uk+1gna e�nai prwtarqikì sÔnolo (blèpe Kef�laio 1), kai to uk+1 na èqei to mikrìterodunatì m ko
. Me autìn ton trìpo orismoÔ twn ui, mpore� kane�
 na apode�xei ìtiC(n) � � 4��n=2 ��n+ 12 ��32� (n�1)(n�2)2 :(b) Anagwg  kat� Korkin-Zolotarev. 'Opw
 pr�n, u1 e�nai mh mhdenikì di�-nusma tou � pou èqei el�qisto m ko
. An ta u1; : : : ; uk èqoun epilege�, to uk+1epilègetai ètsi ¸ste na elaqistopoie� thn probol  ston hu1; : : : ; uki? an�mesa seìla ta v 2 � gia ta opo�a to fu1; : : : ; uk; vg e�nai prwtarqikì sÔnolo. O S
hnorr[S
℄ apèdeixe ìti, se aut n thn per�ptwsh,C(n) � nn;to opo�o e�nai kai to kalÔtero apotèlesma gia thn C(n) (p�nw apì ìle
 ti
 gnwstè
mejìdou
 anagwg 
).Den e�nai gnwstì an o algìrijmo
 twn Korkin kai Zolotarev [KZ℄ ektele�taise poluwnumikì qrìno. Sthn epìmenh paragrafo ja parousi�soume ton algìrijmotwn Lenstra, Lenstra kai Lov�asz: o algìrijmo
 autì
 xekin�ei me tuqoÔsa b�shtou plègmato
 kai thn metasqhmat�zei se anhgmènh. Den d�nei tìso isqur  ekt�mh-sh gia thn C(n), e�nai ìmw
 polÔ qr simo
 sti
 efarmogè
, giat� apaite� O(n4s)arijmhtikè
 pr�xei
, ìpou s to mègisto m ko
 (se yhf�a) twn suntetagmènwn twndianusm�twn th
 arqik 
 b�sh
.7.2 O algìrijmo
 twn Lenstra, Lenstra kai Lov�aszSe aut n thn par�grafo parousi�zoume ton algìrijmo anagwg 
 twn Lenstra,Lenstra kai Lovasz [LLL℄. Gia thn perigraf  tou algor�jmou ja qreiastoÔme thnorjogwniopo�hsh Gram-S
hmidt:'Estw u1; : : : ; un grammik¸
 anex�rthta dianÔsmata ston Rn . Or�zoume orjo-g¸nia dianÔsmata w1; : : : ; wn anadromik�, w
 ex 
: Jètoume w1 = u1, kai(�) wk = uk � k�1Xj=1 huk; wjihwj ; wjiwj ; k = 2; : : : ; n:EÔkola elègqoume ìti ta w1; : : : ; wn e�nai an� dÔo k�jeta, kaihw1; : : : ; wki = hu1; : : : ; uki; k = 1; : : : ; n:Eidikìtera, k�je ui gr�fetai sth morf ui = wi + i�1Xj=1 aijwj



79gia k�poiou
 aij 2 R, j = 1; : : : ; i� 1.Parathr sei
 (a) Ta parallhlep�peda pou or�zontai apì ta fu1; : : : ; ung kaifw1; : : : ; wng èqoun ton �dio ìgko:j det(u1; : : : ; un)j = j det(w1; : : : ; wn)j = nYj=1 kwjk2:(b) An j < i kai t 2 R, tìte ta dianÔsmata u1; : : : ; ui�1; ui� tuj ; : : : ; un e�nai gram-mik¸
 anex�rthta, kai to sÔnolo dianusm�twn pou prokÔptei me orjogwniopo�hshGram-S
hmidt apì aut�, e�nai p�li to fw1; : : : ; wng.(g) An antimetajèsoume ta ui; ui+1, an dhlad  jewr soume to sÔnolo dianusm�twnu01 = u1; : : : ; u0i�1 = ui�1; u0i = ui+1; u0i+1 = ui; : : : ; u0n = un;tìte to sÔnolo dianusm�twn fw01; : : : ; w0ng pou prokÔptei me thn orjogwniopo�hshGram-S
hmidt apì ta u0j ikanopoie� ti
w01 = w1; : : : ; w0i�1 = wi�1; w0i+2 = wi+2; : : : ; w0n = wn:Dhlad , an k�poia apì ta wj metablhjoÔn, aut� ja e�nai mìno ta wi; wi+1.Oi isqurismo� (a)-(g) prokÔptoun �mesa apì thn (�).Orismì
 'Estw � èna plègma ston Rn , fu1; : : : ; ung b�sh tou �, kai fw1; : : : ; wngh orjogwniopo�hsh Gram-S
hmidt th
 b�sh
. Gia k�je u 2 Rn , gr�foume u(i) giathn orjog¸nia probol  tou u ston upìqwro hwj : j � ii. Eidikìtera, ui(i) = wi,i = 1; : : : ; n.Lème ìti h b�sh fu1; : : : ; ung e�nai LLL-anhgmènh an ikanopoie� ta ex 
:(a) Gia k�je i � n, sthn an�lushui = wi + i�1Xj=1 aijwjtou ui èqoume jaij j � 1=2, j = 1; : : : ; i� 1.(b) Gia k�je i = 1; : : : ; n,kui(i)k22 = kwik22 � 43kui+1(i)k22 = 43kwi+1 + ai+1;iwik22:Je¸rhma 7.2.1 K�je plègma � ston Rn èqei m�a LLL-anhgmènh b�sh.Apìdeixh: Xekin�me me tuqoÔsa b�sh fu1; : : : ; ung tou �, kai ekteloÔme ta ex 
b mata:B ma 1: JewroÔme thn orjogwniopo�hsh Gram-S
hmidt fw1; : : : ; wng kai elèg-qoume an isqÔei h sunj kh (a).



80 An up�rqoun suntelestè
 aij me jaij j > 1=2 sthn (�), epilègoume zeug�ri (i; j)me jaij j > 1=2 kai to j mègisto. JewroÔme ton plhsièstero pro
 ton aij akèraiotij , kai tropopoioÔme th b�sh, pa�rnonta
 ta dianÔsmatau1; : : : ; ui�1; u0i = ui � tijuj ; ui+1; : : : ; un:H orjogwniopo�hsh twn u0j e�nai ta wj , kai t¸rau0i = wi + i�1Xj=1 a0ijwj ;me a0ij = aij � tij , dhlad  ja0ij j � 1=2. Epanalamb�nonta
 aut n th diadikas�a topolÔ �n2� forè
, pa�rnoume m�a nèa b�sh fu1; : : : ; ung tou �, h orjogwniopo�hsh th
opo�a
 ikanopoie� to (a).B ma 2: 'Estw i � n (to el�qisto dunatì) gia to opo�o den ikanopoie�tai h sunj kh(b). Metab�lloume th b�sh antimetajètonta
 ta ui kai ui+1:u01 = u1; : : : ; u0i�1 = ui�1; u0i = ui+1; u0i+1 = ui; u0i+2 = ui+2; : : : ; u0n = un:Tìte, gia thn orjogwniopo�hsh w0j twn u0j èqoumeu0i(i) = ui+1(i); u0i+1(i) = ui(i);dhlad  ikanopoie�tai h (b).Suneq�zoume thn ektèlesh aut¸n twn dÔo bhm�twn ìso e�nai dunatìn. An k�poiastigm  den mporoÔme na ektelèsoume kanèna apì ta dÔo, tìte autì shma�nei ìtièqoume katal xei se LLL-anhgmènh b�sh tou �. Autì pou prèpei na de�xoume e�naiìti o algìrijmo
 pou perigr�yame ja termat�sei opwsd pote.Gia to skopì autì, jewroÔme thn posìthtaD(u1; : : : ; un) = nYi=1 kwikn�i+12 ;ìpou fw1; : : : ; wng e�nai h orjogwniopo�hsh th
 b�sh
 sthn opo�a briskìmaste thdedomènh stigm . To B ma 1 den metab�llei thn posìthta D(u1; : : : ; un) giat�af nei anallo�wth thn orjogwniopo�hsh th
 b�sh
. Arke� loipìn na exet�soumeth metabol  pou prokale� h ektèlesh tou B mato
 2. To b ma autì metab�llei tadianÔsmata wi; wi+1, �raD(u01; : : : ; u0n)D(u1; : : : ; un) = kw0ikn�i+12 kw0i+1kn�i2kwikn�i+12 kwi+1kn�i2 :Isqurismì
: IsqÔoun oi anisìthte
kw0ik2kwik2 = kwi+1k2kw0i+1k2 < p32 :



81Apìdeixh tou isqurismoÔ: Gia thn pr¸th anisìthta parathroÔme ìti, afoÔekteloÔme to B ma 2, èqoumekui(i)k22 = kwik22 > 43kui+1(i)k22 = 43kwi+1 + ai+1;iwik22:Me thn antimet�jesh ìmw
 twn ui; ui+1, ja èqoume w0i = u0i+1(i + 1) = ui(i + 1),�ra kw0ik22 = ku0i+1(i+ 1)k22 = kui(i+ 1)k22 < 34kwik22:Gia th deÔterh anisìthta, jewroÔme to didi�stato upìqwro H = hwi; wi+1i. Pa-rathroÔme ìti ta dianÔsmata wi = ui(i) = u0i+1(i), wi+1, w0i = ui+1(i), kai w0i+1an koun ston H . Ta orjog¸nia tr�gwna owi+1w0i kai owiw0i+1 e�nai ìmoia, �rakw0i+1k2kwik2 = kwi+1k2kw0ik2 ;ap� ìpou èpetai ìti kw0i+1k2kwi+1k2 = kwik2kw0ik2 : 2Qrhsimopoi¸nta
 ton isqurismì, blèpoume ìtiD(u01; : : : ; u0n)D(u1; : : : ; un) = kw0ikn�i+12 kw0i+1kn�i2kwikn�i+12 kwi+1kn�i2 = kw0ik2kwik2 < p32 ;dhlad , k�je for� pou ekteloÔme to B ma 2, h D(u1; : : : ; un) mei¸netai {gewmetri-k�}.Isqurismì
: Jètoume � = minfkuk2 : u 2 �nfogg. Se k�je b ma, isqÔei hanisìthta D(u1; : : : ; un) � 
;ìpou 
 = 
(�; n) > 0.Apìdeixh tou isqurismoÔ: 'Estw �k to plègma pou par�getai apì ta u1; : : : ; uk.H mp�la akt�na
 � ston upìqwro hu1; : : : ; uki den perièqei mh mhdenikì shme�o tou�k, opìte to pr¸to je¸rhma tou Minkowski m�
 d�nei!k�k � 2k det�k = 2k kYi=1 kwik2:Pollaplasi�zonta
 kat� mèlh, pa�rnoumeD(u1; : : : ; un) = nYi=1 kwikn�i+12= nYk=1 det�k



82 � nYk=1 !k�k2k= ��2�n(n+1)=2 nYk=1!k: 2Autì shma�nei ìti den mpore� na sumbe� ep� �peiron epan�lhyh tou B mato
 2.An D0 e�nai h arqik  tim  th
 D(u1; : : : ; un), tìte met� apì m epanal yei
 touB mato
 2, ja èqoume D(u1; : : : ; un) < D0 p32 !m < 
an to m uperbe� k�poio m0. Dedomènou ìti èqoume kai èna �nw fr�gma gia topl jo
 twn allag¸n b�sh
 se k�je efarmog  tou B mato
 1, mporoÔme na d¸soume�nw fr�gma gia to pl jo
 twn allag¸n b�sh
 pou apaitoÔntai gia ton termatismìtou algor�jmou. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh tou jewr mato
. 2De�qnoume t¸ra ìti k�je LLL-anhgmènh b�sh ikanopoie� anisìthta th
 morf 
nYi=1 kuik2 � C(n) det �:Ja qreiastoÔme èna l mma:L mma 7.2.1 'Estw � èna plègma ston Rn , fu1; : : : ; ung tuqoÔsa b�sh tou �, kaifw1; : : : ; wng h orjogwniopo�hsh Gram-S
hmidt th
 b�sh
. Tìte,minfkuk : u 2 �nfogg � minfkw1k2; : : : ; kwnk2g:Apìdeixh: 'Estw u 2 �nfog. To u gr�fetai sth morf u = kXi=1 �iuiìpou �k 2 Znf0g kai k � n. Gnwr�zoume ìtiui = wi + i�1Xj=1 aijwj ; i � n;�ra u = kXi=1 �iwi;kai �k 2 Z, �k 6= 0. Apì thn kajetìthta twn wi pa�rnoumekuk22 = �21kw1k22 + : : :+ �kkwkk22 � kwkk22;dhlad , kuk2 � minfkw1k2; : : : ; kwnk2g: 2



83Je¸rhma 7.2.2 'Estw � plègma ston Rn , kai fu1; : : : ; ung m�a LLL-anhgmènhb�sh tou �. Tìte,(a) ku1k2 � 2(n�1)=2minfkuk2 : u 2 �nfogg.(b) ku1k2 � 2(n�1)=4(det �)1=n.(g) ku1k2 : : : kunk2 � 2 12 (n2) det �.Apìdeixh: (a) Ja de�xoume ìti(�) ku1k2 � 2(i�1)=2kwik2; i = 1; : : : ; n:Tìte, ku1k2 � minf2(i�1)=2kwik2; i � ng � 2(n�1)=2minfkwik2; i � ng;kai o isqurismì
 èpetai apì to L mma 7.2.1. Gia thn apìdeixh th
 (�), parathroÔmeìti h b�sh ma
 ikanopoie� ti
 sunj ke
 (a) kai (b) tou orismoÔ th
 LLL-anhgmènh
b�sh
, �ra kwik22 � 43kwi+1 + ai+1;iwik22= 43kwi+1k22 + 43a2i+1;ikwik22� 43kwi+1k22 + 13kwik22;epomènw
, kwi+1k22 � (1=2)kwik22. Pollaplasi�zonta
 kat� mèlh kai pa�rnonta
up� ìyin thn w1 = u1, pa�rnoume(��) kwik22 � 21�ikw1k22 = 21�iku1k22:(b) Pollaplasi�zonta
 thn (��) kat� mèlh, èqoumeku1k2n2 � nYi=1 2i�1 nYi=1 kwik22 = 2n(n�1)=2(det �)2giat� det� = j det(u1; : : : ; un)j = j det(w1; : : : ; wn)j = nYi=1 kwik2:Autì apodeiknÔei to (b).(g) Qrhsimopoi¸nta
 th sunj kh (a) tou orismoÔ th
 LLL-anhgmènh
 b�sh
, èqoumekuik22 = kwik22 + i�1Xj=1 a2ijkwjk22 � kwik22 + 14 i�1Xj=1 kwjk22� kwik22 + i�1Xj=1 2j�1kwik22 = 2i�1kwik22;



84kai, pollaplasi�zonta
 kat� mèlh, pa�rnoumenYi=1 kuik22 � 2n(n�1)=2 nYi=1 kwik22 = 2(n2)(det �)2: 2
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