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Kef�laio 1

Apotelèsmata thc diatrib c

1.1 Mia anagwg  thc eikasÐac thc isotropik c

stajer�c

΄Ενα κυρτό σώμα K στον Rn λέγεται ισοτροπικό αν έχει όγκο 1, κέντρο βάρους την αρχή

των αξόνων, και ο πίνακας αδρανείας του είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού πίνακα: υπάρχει

σταθερά LK > 0 τέτοια ώστε ∫
K

〈x, θ〉2dx = L2
K

για κάθε θ στην Ευκλείδεια μοναδιαία σφαίρα Sn−1
. Αποδεικνύεται ότι η αφινική κλάση κάθε

κυρτού σώματοςK περιέχει ένα, ουσιαστικά μοναδικό, ισοτροπικό κυρτό σώμα K̃. Λέμε ότι

το K̃ είναι η ισοτροπική θέση του K. Η ισοτροπική θέση παίζει κεντρικό ρόλο στην μελέτη

της κατανομής του όγκου των κυρτών σωμάτων. ΄Ενα σημαντικό παράδειγμα δίνει η εικασία

του υπερεπιπέδου, ένα από τα πιο γνωστά προβλήματα της ασυμπτωτικής κυρτής γεωμετρίας,

το οποίο ρωτάει αν υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 τέτοια ώστε maxθ∈Sn−1 |K ∩ θ⊥| > c

για κάθε n > 1 και για κάθε κυρτό σώμα K όγκου 1 στον Rn που έχει κέντρο βάρους το

0. Το ερώτημα αυτό τέθηκε από τον Bourgain [7], ο οποίος ενδιαφερόταν για Lp-φράγματα

για τον μεγιστικό τελεστή που ορίζεται με βάση τυχόν συμμετρικό κυρτό σώμα. Μπορεί

κανείς να ελέγξει ότι η εικασία του υπερεπιπέδου είναι ισοδύναμη με την παρακάτω εικασία:

Εικασία της ισοτροπικής σταθεράς. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

Ln := max{LK : K ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn} 6 C.
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Η εικασία αυτή έγινε ευρέως γνωστή από το άρθρο [46] των V. Milman και Pajor.

Περίπου την ίδια εποχή, ο Ball έδειξε στο [2] ότι η έννοια της ισοτροπικής σταθεράς και

η εικασία μπορούν να διατυπωθούν στην γλώσσα των λογαριθμικά κοίλων μέτρων. ΄Ενα

πεπερασμένο μέτρο Borel µ στον Rn λέγεται λογαριθμικά κοίλο αν, για κάθε λ ∈ (0, 1) και

για κάθε ζεύγος συμπαγών υποσυνόλων A,B του Rn, ισχύει

µ(λA+ (1− λ)B) > µ(A)λµ(B)1−λ.

΄Ενα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn λέγεται ισοτροπικό αν το κέντρο

βάρους του βρίσκεται στην αρχή των αξόνων και ο πίνακας αδρανείας του είναι ο ταυτοτικός

πίνακας. Σε αυτήν την περίπτωση, η ισοτροπική σταθερά του μέτρου ορίζεται να είναι ίση

με

(1.1.1) Lµ := sup
x∈Rn

(
fµ(x)

)1/n
,

όπου fµ είναι η πυκνότητα του µ ως προς το μέτρο Lebesgue.

΄Αμεση συνέπεια της κλασικής ανισότητας Brunn-Minkowski είναι το γεγονός ότι η δεί-

κτρια συνάρτηση ενός κυρτού σώματος είναι η πυκνότητα (ως προς το μέτρο Lebesgue) ενός

λογαριθμικά κοίλου μέτρου με συμπαγή φορέα. ΄Οπως θα δούμε στο Κεφάλαιο 3, ο ορισμός

της ισοτροπικής σταθεράς για τα λογαριθμικά κοίλα μέτρα συμφωνεί με τον ορισμό που δώ-

σαμε για την ισοτροπική σταθερά ενός κυρτού σώματος. Προφανώς, δεν είναι σωστό ότι όλα

τα λογαριθμικά κοίλα μέτρα έχουν συμπαγή φορέα, άρα τα ισοτροπικά κυρτά σώματα σχημα-

τίζουν μια γνήσια υποκλάση των ισοτροπικών λογαριθμικά κοίλων μέτρων. Αποδεικνύεται

όμως ότι, η γενίκευση της εικασίας της ισοτροπικής σταθεράς στην μεγαλύτερη κλάση των

ισοτροπικών λογαριθμικά κοίλων μέτρων οδηγεί σε ένα ισοδύναμο ουσιαστικά πρόβλημα -

ο λόγος είναι ότι έχει αναπτυχθεί κατάλληλη θεωρία που επιτρέπει την «μετάφραση» και

μεταφορά επιχειρημάτων και αποτελεσμάτων από την κλάση των σωμάτων σε εκείνη των

μέτρων και αντίστροφα. Γύρω στο 1990, ο Bourgain [8] απέδειξε ότι Ln 6 c 4
√
n log n και,

το 2006, η εκτίμηση αυτή βελτιώθηκε από τον Klartag [29] ο οποίος έδειξε ότι Ln 6 c 4
√
n.

Κεντρικό ρόλο στη μελέτη του προβλήματος, αλλά και στη μελέτη άλλων προβλημάτων

σχετικά με την κατανομή του όγκου στα κυρτά σώματα μεγάλων διαστάσεων, παίζει η

οικογένεια των Lq-κεντροειδών σωμάτων. Για κάθε κυρτό σώμα K όγκου 1 ή για κάθε

λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn, ορίζουμε τα Lq-κεντροειδή σώματα Zq(K)

ή Zq(µ), q ∈ (0,+∞), μέσω της συνάρτησης στήριξής τους hZq(K) ή hZq(µ), η οποία
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ορίζεται ως εξής: για κάθε y ∈ Rn,

(1.1.2) hZq(K)(y) := ‖〈·, y〉‖Lq(K) =

(∫
K

|〈x, y〉|qdx
)1/q

,

hZq(µ)(y) := ‖〈·, y〉‖Lq(µ) =

(∫
Rn
|〈x, y〉|qdµ(x)

)1/q

.

Τα σώματα αυτά εμπεριέχουν πληροφορία για την κατανομή των γραμμικών συναρτησοειδών

ως προς το ομοιόμορφο μέτρο στο K ή ως προς το μέτρο πιθανότητας µ. Τα Lq-κεντροειδή

σώματα εισήχθησαν, με διαφορετική κανονικοποίηση, από τους Lutwak και Zhang στο [39],

αλλά στο [51] για πρώτη φορά, και στο [52] αργότερα, ο Παούρης χρησιμοποίησε γεωμε-

τρικές ιδιότητές τους για να πάρει ακριβείς πληροφορίες για την κατανομή της Ευκλείδειας

νόρμας ως προς το ομοιόμορφο μέτρο σε ισοτροπικά κυρτά σώματα. Μια ασυμπτωτική

θεωρία των Lq-κεντροειδών σωμάτων άρχισε να αναπτύσσεται από τότε και μοιάζει να συμ-

βαδίζει με όλες τις σύγχρονες εξελίξεις σε αυτήν την περιοχή.

Αφετηρία αυτής της διατριβής είναι μια αναγωγή της εικασίας της ισοτροπικής σταθεράς

από τους Βριτσίου, Γιαννόπουλο και Παούρη στο [24], οι οποίοι έδειξαν ότι το ερώτημα αν

η Ln είναι φραγμένη από μια σταθερά ανεξάρτητη από την διάσταση n σχετίζεται άμεσα με

τη μελέτη της παραμέτρου

(1.1.3) I1(K,Z◦q (K)) =

∫
K

‖〈·, x〉‖Lq(K)dx

για τα ισοτροπικά κυρτά σώματα K. Γενικά, αν K είναι ένα κυρτό σώμα όγκου 1 με

βαρύκεντρο το 0 στον Rn, τότε για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον Rn και για κάθε

q ∈ (−n,∞), q 6= 0, ορίζουμε

(1.1.4) Iq(K,C) :=

(∫
K

‖x‖qCdx
)1/q

.

Ο συμβολισμός I1(K,Z◦q (K)) δικαιολογείται λοιπόν από το γεγονός ότι η ‖〈·, x〉‖Lq(K)

είναι η νόρμα που επάγεται στον Rn από το πολικό σώμα Z◦q (K) του Lq-κεντροειδούς

σώματος του K (στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζουμε εν συντομία την βασική ορολογία από την

θεωρία των κυρτών σωμάτων και στο Κεφάλαιο 3 τις βασικές ιδιότητες των Lq-κεντροειδών

σωμάτων).

Η αναγωγή που δίνεται στο [24] κινείται στην ίδια γραμμή με την προσέγγιση του Bour-

gain για το πρόβλημα στο [8]: ο Bourgain απέδειξε το φράγμα Ln = O( 4
√
nlogn) ξεκινώντας

από την ανισότητα

(1.1.5) nL2
K 6 I1

(
K, (T (K))◦

)
,
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και φράσσοντας την ποσότητα I1
(
K, (T (K))◦

)
, όπου ο T ∈ SL(n) είναι ένας συμμετρικός,

θετικά ορισμένος πίνακας με την ιδιότητα το μέσο πλάτος του T (K) να ικανοποιεί την

w(T (K)) 6 c
√
n logn (η ύπαρξη μιας τέτοιας γραμμικής εικόνας του K εξασφαλίζεται

από την εκτίμηση του Pisier για τη νόρμα της προβολής Rademacher, βλέπε [54]). Το

αποτέλεσμα του [24] είναι το εξής:

Θεώρημα 1.1.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά ρ ∈ (0, 1) με την εξής ιδιότητα: αν κ, τ > 1,

για κάθε n > n0(τ) και για κάθε ισοτροπικό κυρτό σώμα K στον Rn που ικανοποιεί την
ανισότητα

(1.1.6) logN(K, tBn2 ) 6
κn2 log2n

t2
για κάθε t > τ

√
n logn,

έχουμε ότι, αν ο q > 2 ικανοποιεί τις

(1.1.7) 2 6 q 6 ρ2n και I1(K,Z◦q (K)) 6 ρnL2
K ,

τότε

(1.1.8) L2
K 6 Cκ

√
n

q
log2n max

{
1,
I1(K,Z◦q (K))
√
qnL2

K

}
.

Το Θεώρημα 1.1.1 μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δώσουμε άνω φράγμα για την Ln,

υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχουν (κ, τ)-κανονικά ισοτροπικά κυρτά σώματα K στον Rn,
δηλαδή σώματα που ικανοποιούν την (1.1.6) για ένα ζεύγος σταθερών κ, τ , και ταυτόχρονα

έχουν «μέγιστη» ισοτροπική σταθερά, δηλαδή LK ' Ln. Η ύπαρξη τέτοιων σωμάτων έχει

αποδειχθεί από τους Δαφνή και Παούρη στο [14, Θεώρημα 5.7] (μια πλήρης απόδειξη δίνεται

και στο [24]).

Θεώρημα 1.1.2. Υπάρχουν θετικές σταθερές κ, τ και δ > 0 τέτοιες ώστε: για κάθε

n ∈ N μπορούμε να βρούμε ισοτροπικό κυρτό σώμα K στον Rn με τις εξής ιδιότητες:

(i) LK > δLn.

(ii) logN(K, tBn2 ) 6 κn2 log2n
t2 για κάθε t > τ

√
n logn.

Για κάθε ισοτροπικό κυρτό σώμα K στον Rn, οι δύο συνθήκες της (1.1.7) ικανοποιούν-

ται για q = 2, διότι I1(K,Z◦2 (K)) 6
√
nL2

K . Συνεπώς, το Θεώρημα 1.1.1 μας δίνει

(1.1.9) L2
K 6 C1

√
n log2 n

για κάθε ισοτροπικό σώμα το οποίο είναι επιπλέον κανονικό. Δεδομένου ότι, για κάποιες

απόλυτες σταθερές κ, τ και δ > 0, υπάρχουν (κ, τ)-κανονικά ισοτροπικά κυρτά σώματα
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K στον Rn με LK > δLn, από την (1.1.9) έχουμε άμεσα ένα άνω φράγμα ουσιαστικά

ισοδύναμο με αυτό του Bourgain: Ln 6 C2
4
√
n logn.

Αυτό όμως που παρουσιάζει μεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι ότι η γνώση της συμπεριφοράς

της παραμέτρου I1(K,Z◦q (K)) θα μπορούσε να μας επιτρέψει να χρησιμοποιήσουμε πολύ

μεγαλύτερες τιμές του q. Συνδυάζοντας τα προηγούμενα δύο θεωρήματα έχουμε το εξής:

για δοσμένα q > 2 και
1
2 6 s 6 1, ένα άνω φράγμα της μορφής I1(K,Z◦q (K)) 6 C1q

s
√
nL2

K

για όλα τα ισοτροπικά κυρτά σώματα K στον Rn οδηγεί στην εκτίμηση

(1.1.10) Ln 6
C2

4
√
n logn

q
1−s
2

.

Κάποια απλά άνω και κάτω φράγματα, που ισχύουν για κάθε ισοτροπικό κυρτό σώμα K

στον Rn είναι τα εξής:

(i) Για κάθε 2 6 q 6 n,

(1.1.11) c1 max
{√

nL2
K ,
√
qn,R(Zq(K))LK

}
6 I1(K,Z◦q (K)) 6 c2q

√
nL2

K .

(ii) Αν 2 6 q 6
√
n, τότε

(1.1.12) c1 max
{√

nL2
K ,
√
qnLK

}
6 I1(K,Z◦q (K)) 6 c2q

√
nL2

K .

΄Οπως είδαμε, οποιαδήποτε βελτίωση του εκθέτη του q στο άνω φράγμα I1(K,Z◦q (K)) 6

cq
√
nL2

K θα οδηγούσε στο άνω φράγμα Ln 6 Cnα για κάποιον α < 1
4 . Μια εικασία είναι

ότι, στην πραγματικότητα, ισχύει I1(K,Z◦q (K)) 6 c
√
qnL2

K , τουλάχιστον όταν το q είναι

«μικρό», για παράδειγμα αν 2 6 q �
√
n.

Το ερώτημα αυτό είναι η αφετηρία για τα αποτελέσματα που περιγράφουμε στην επόμενη

Παράγραφο. Κάποιες βασικές πληροφορίες για την γεωμετρία του Zq(K), όταν q 6
√
n,

είναι ήδη γνωστές (βλέπε Κεφάλαιο 3): η ακτίνα όγκου και το μέσο πλάτος του Zq(K)

είναι και οι δύο της ίδιας τάξης
√
qLK . Η γνώση όμως αυτών των παραμέτρων δεν είναι

αρκετή για να βελτιώσουμε τα ύπάρχοντα άνω φράγματα για την ποσότητα I1(K,Z◦q (K)).

Βασικά ερωτήματα σχετικά με το ακριβές ασυμπτωτικό σχήμα των σωμάτων Zq(K), την

τοπική τους δομή και την συμπεριφορά των αριθμών κάλυψης N(Zq(K), t
√
qLKB

n
2 ) και

N(
√
qLKB

n
2 , tZq(K)) καθώς το t > 1 αυξάνει, θα αποτελέσουν το αντικείμενο της μελέ-

της μας στη συνέχεια. Η μελέτη αυτή θα γίνει στο γενικότερο πλαίσιο των ισοτροπικών

λογαριθμικά κοίλων μέτρων.
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1.2 Apotelèsmata thc diatrib c

ΤοΚεφάλαιο 2 υπενθυμίζει βασικούς ορισμούς και κλασικά αποτελέσματα της ασυμπτω-

τικής κυρτής γεωμετρίας τα οποία χρησιμοποιούνται συχνά σε αυτήν την διατριβή.

Στο Κεφάλαιο 3 εισάγουμε αρχικά την κλάση των λογαριθμικά κοίλων μέτρων πι-

θανότητας, τα ισοτροπικά λογαριθμικά κοίλα μέτρα και τις ιδιότητες συγκέντρωσης των

λογαριθμικά κοίλων μέτρων πιθανότητας οι οποίες προκύπτουν άμεσα από την ανισότητα

Brunn-Minkowski, τις οποίες εκφράζουμε στην μορφή αντίστροφων ανισοτήτων Hölder

για ημινόρμες. Κατόπιν, ορίζουμε την οικογένεια των Lq-κεντροειδών σωμάτων ενός ισο-

τροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου µ στον Rn και περιγράφουμε συνοπτικά τις βασικές

ιδιότητες της οικογένειας {Lq(µ) : q > 2}. Αξίζει τον κόπο να αναφέρουμε κι εδώ δύο από

αυτές, που παίζουν ιδιαίτερα σημαντικό ρόλο στα επόμενα:

(i) Αν fµ είναι η πυκνότητα του µ ως προς το μέτρο Lebesgue, τότε fµ(0)1/n|Zn(µ)|1/n '
1.

(ii) Για κάθε 1 6 k < n και για κάθε F ∈ Gn,k και q > 1, έχουμε

PF (Zq(µ)) = Zq(πF (µ)),

όπου πF (µ) είναι η περιθώρια κατανομή του µ ως προς τον F , που ορίζεται από την

σχέση πF (µ)(A) := µ(P−1
F (A)) για κάθε Borel υποσύνολο του F .

Η πρώτη σημαντική εφαρμογή της θεωρίας των Lq-κεντροειδών σωμάτων είναι η ανισότητα

του Παούρη [51]: για κάθε ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn

ισχύει

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 > ct
√
n}) 6 exp

(
−t
√
n
)

για κάθε t > 1, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Η ανισότητα είναι σχεδόν άμεση

συνέπεια του εξής αποτελέσματος: υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 ώστε, αν µ είναι

ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn τότε

Iq(µ) 6 c2I2(µ)

για κάθε q 6 c1
√
n, όπου η ποσότητα Iq(µ) ορίζεται, για κάθε 0 6= q > −n, ως εξής:

Iq(µ) =

(∫
Rn
‖x‖q2dµ(x)

)1/q

.
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Περιγράφουμε επίσης την απόδειξη ενός δεύτερου αποτελέσματος του Παούρη [52], το

οποίο επεκτείνει το προηγούμενο. Αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο

πιθανότητας στον Rn τότε, για κάθε 1 6 q 6 c3
√
n ισχύει

I−q(µ) ' Iq(µ).

Ειδικότερα, για κάθε 1 6 q 6 c3
√
n ισχύει Iq(µ) 6 cI2(µ), όπου c > 0 είναι μια απόλυτη

σταθερά. Από την ανισότητα I−q(µ) ≤ cI2(µ), με q '
√
n, προκύπτει ότι αν 0 < ε < ε0

τότε

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 < ε
√
n}) 6 εc4

√
n,

όπου ε0, c4 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Με άλλα λόγια, τα αποτελέσματα αυτού του

Κεφαλαίου δίνουν μια εκτίμηση για την συγκέντρωση του μέτρου σε έναν «όχι και τόσο

λεπτό» δακτύλιο γύρω από την ακτίνα
√
n: έχουμε

µ({x ∈ Rn : c
√
n 6 ‖x‖2 6 C

√
n}) > 1− on(1),

όπου 0 < c < 1 < C είναι απόλυτες σταθερές. Το καλύτερο γνωστό αποτέλεσμα για

την συγκέντρωση ενός ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου σε έναν λεπτό δακτύλιο

οφείλεται στους Guédon και E. Milman. Ισχύει

(1.2.1) µ
(∣∣ ‖x‖2 −√n∣∣ > t

√
n
)
6 C exp(−c

√
nmin(t3, t))

για κάθε t > 0, όπου C, c > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Τα αποτελέσματα της διατριβής αποδεικνύονται στα επόμενα τρία Κεφάλαια. Δίνουμε

εδώ μια σύντομη περιγραφή τους και κάποια σχόλια.

Στο Κεφάλαιο 4 δίνουμε νέες πληροφορίες για την τοπική δομή των σωμάτων Zq(µ)

και έναν αριθμό από εφαρμογές τους. Το πρώτο μας βασικό αποτέλεσμα αφορά τις προβολές,

διάστασης ανάλογης του n, των κεντροειδών σωμάτων.

Θεώρημα 1.2.1. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Σταθερο-
ποιούμε 1 6 α < 2. Για κάθε 0 < ε < 1 και για κάθε q 6

√
εn υπάρχουν k > (1− ε)n και

F ∈ Gn,k ώστε

(1.2.2) PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c(2− α)ε

1
2 + 2

α
√
q BF ,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά (ανεξάρτητη από το α, το ε, το μέτρο µ, το q και το

n). Επιπλέον, για κάθε 2 6 q 6 εn υπάρχουν k > (1− ε)n και F ∈ Gn,k ώστε

(1.2.3) PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c1(2− α)ε

1
2 + 2

α

Lεn

√
q BF ⊇

c2(2− α)ε
1
4 + 2

α

4
√
n

√
q BF ,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.
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Η απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.1 δίνεται στην Παράγραφο 4.3. Χρησιμοποιούμε το

θεώρημα του Pisier για την ύπαρξη α-κανονικών ελλειψοειδών για συμμετρικά κυρτά σώ-

ματα. Συνδυάζουμε αυτό το αποτέλεσμα με τις γνωστές ιδιότητες των Lq-κεντροειδών

σωμάτων και με αποτελέσματα από το [19] για την περιγεγραμμένη ακτίνα των τομών των

α-κανονικών σωμάτων. Σημειώνουμε ότι το δυϊκό αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια της

M∗-ανισότητας, διότι είναι γνωστό ότι το μέσο πλάτος του Zq(µ) είναι της τάξης της
√
q:

αν 2 6 q 6
√
n και αν ε ∈ (0, 1) και k = (1 − ε)n, τότε ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,k

ικανοποιεί την

(1.2.4) PF (Z◦q
(
µ)
)
⊇ c1

√
ε

√
q
BF

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− exp(−c2εn), όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Στην Παράγραφο 4.4 συζητάμε φράγματα για τους αριθμούς κάλυψης της Ευκλείδειας

μπάλας από το Zq(µ). Στα [22] και [23] αποδείχθηκε ότι αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογα-

ριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn τότε, για κάθε 1 6 q 6 n και για κάθε t > 1,

(1.2.5) logN
(
Zq(µ), c1t

√
qBn2

)
6 c2

n

t2
+ c3

√
qn

t
,

όπου c1, c2, c3 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.2.1 και ένα

αποτέλεσμα από το [38] εξασφαλίζουμε «κανονικές» εκτιμήσεις για τους δυϊκούς αριθμούς

κάλυψης.

Θεώρημα 1.2.2. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον

Rn. ΄Εστω 1 6 α < 2. Τότε, για κάθε q 6
√
n και για κάθε

(1.2.6) 1 6 t 6 min
{√

q, c1(2− α)−1(n/q2)
α+4
2α

}
έχουμε

(1.2.7) logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 c(α)

n

t
2α
α+4

max

{
log

√
2q

t
, log

1

(2− α)t

}
,

όπου c(α) 6 C(2−α)−2/3
και c1, C είναι απόλυτες σταθερές. Επιπλέον, για κάθε 2 6 q 6 n

και για κάθε

(1.2.8) 1 6 t 6 min

{
√
q, c2(2− α)−1Ln

(
n

q

)α+4
2α
}

έχουμε

(1.2.9) logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 c(α)L

2α
α+4
n

n

t
2α
α+4

max

{
log

2q

t2
, log

Ln
(2− α)t

}
,
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όπου η c(α) είναι όπως παραπάνω και c2 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Παρατηρήστε ότι, αφού Zq(µ) ⊇ Bn2 , ενδιαφερόμαστε να φράξουμε αυτούς τους αριθ-

μούς κάλυψης όταν το t βρίσκεται στο διάστημα [1,
√
q]. Αναλύοντας τους περιορισμούς στο

Θεώρημα 1.2.2 βλέπουμε ότι, για κάθε q 6 n3/7
, η (1.2.7) ισχύει για κάθε t στο διάστημα

που μας ενδιαφέρει, και το ίδιο ισχύει για την (1.2.9) εφόσον q 6
√
Lnn

3/4
. Παρόλο που

αυτές οι εκτιμήσεις δεν μοιάζουν να είναι βέλτιστες, μπορούμε να συμπεράνουμε από αυτές

ότι το Zq(µ), όταν q 6 n3/7
, είναι β-κανονικό κυρτό σώμα υπό την έννοια του θεωρήματος

του Pisier (για κάποια συγκεκριμένη τιμή του β). Συνέπεια αυτού είναι ένα άνω φράγμα

για την παράμετρο

M
(
Zq(µ)

)
=

∫
Sn−1

‖x‖Zq(µ) dσ(x).

Θυμηθείτε ότι η δυϊκή ανισότητα Sudakov των Pajor και Tomczak-Jaegermann (βλέπε

π.χ. [54]) δίνει 2-κανονικές εκτιμήσεις για τους αριθμούς κάλυψης N(Bn2 , tC) συναρτήσει

της M(C), ακριβέστερα μας εξασφαλίζει ότι

logN(Bn2 , tC) 6 cn

(
M(C)

t

)2

για κάθε t > 1. Στην Παράγραφο 4.5 χρησιμοποιούμε αντίστροφα τις εκτιμήσεις αριθμών

κάλυψης της Παραγράφου 4.4 για να δώσουμε άνω φράγματα για το M(Zq(µ)).

Θεώρημα 1.2.3. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
1 6 q 6 n3/7

,

(1.2.10) M
(
Zq(µ)

)
6 C

(log q)5/6

6
√
q

.

Επιπλέον, για κάθε q με L2
n log2 q 6 q 6

√
Ln n

3/4
,

(1.2.11) M
(
Zq(µ)

)
6 C

3
√
Ln(log q)5/6

6
√
q

.

Παρατηρήστε τώρα ότι, αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn με ισοτροπική

σταθερά LK , τότε το μέτρο µK με πυκνότητα fµK (x) := LnK1K/LK (x) είναι ισοτροπικό

και, για κάθε q > 0, ισχύει Zq(K) = LKZq(µK). Χρησιμοποιώντας επίσης το γεγονός ότι

M(K) 6 M(Zq(K)) για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα K και για κάθε q > 0, μπορούμε

να χρησιμοποιήσουμε τα προηγούμενα φράγματα για το M(Zq(µK)) και να δώσουμε άνω

φράγμα για το M(K) στην ισοτροπική περίπτωση.
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Θεώρημα 1.2.4. ΄Εστω K ένα συμμετρικό ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

M(K) 6 C
4
√
Ln(log n)5/6

LK 8
√
n

.

Αυτό είναι ένα ερώτημα που μέχρι πρόσφατα δεν είχε προσελκύσει ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

Ο Π. Βαλέττας, χρησιμοποιώντας μια κάπως διαφορετική προσέγγιση [58], έχει δείξει ότι

M(K) 6
C(log n)1/3

12
√
nLK

για κάθε ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn, όπου C > 0 είναι μια απόλυτη

σταθερά. Σημειώνουμε ότι, από την άλλη πλευρά, υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις για το

αντίστοιχο ερώτημα σχετικά με το μέσο πλάτος, οι όποίες οδηγούν στο άνω φράγμα

w(K) 6 Cn3/4LK

για κάθε ισοτροπικό κυρτό σώμα K στον Rn. ΄Ομως, το πρόβλημα αυτό παραμένει επίσης

ανοικτό (βλέπε [23] και τις αναφορές εκεί).

Κλείνουμε αυτό το Κεφάλαιο με κάποιες πρόσθετες παρατηρήσεις για την γεωμετρία

των κεντροειδών σωμάτων Zq(µ) και των πολικών τους. Δίνουμε κάτω φράγματα για την

περιγεγραμμένη ακτίνα των τομών τους – αυτά μάλιστα ιαχύουν για κάθε 1 6 k < n και

για κάθε F ∈ Gn,k. Λόγω δυϊσμού, αυτές οι εκτιμήσεις προσδιορίζουν την εγγεγραμμένη

ακτίνα των τυχαίων προβολών τους. Δίνουμε επίσης άνω φράγματα για τις παραμέτρους

M−k(Zq(µ)) και I−k(Zq(µ)).

Αφετηρία για το Κεφάλαιο 5 είναι μια πολύ γνωστή αρχή της ασυμπτωτικής θεωρίας

κυρτών σωμάτων που ισχυρίζεται ότι αποτελέσματα τοπικού χαρακτήρα, που περιγράφουν

την δομή των τομών και προβολών ενός συμμετρικού κυρτού σώματος C στον Rn μπορούν

να «μεταφραστούν» σε παράλληλα αποτελέσματα που περιγράφουν την σχέση του C με

τις ορθογώνιες εικόνες του, U(C). Αρκετά αποτελέσματα, όπως π.χ. η global εκδοχή του

θεωρήματος του Dvoretzky που αποδείχθηκε από τους V. Milman και Schechtman στο [48],

υποστηρίζουν αυτήν την αρχή. Το «θεώρημα του λόγου όγκων» μας δίνει ένα άλλο κλασικό

παράδειγμα. Οι Szarek και Tomczak-Jaegermann [57], γενικεύοντας προηγούμενη δουλειά

του Kashin [28] για τη μοναδιαία μπάλα του `n1 , απέδειξαν ότι αν C είναι ένα συμμετρικό

κυρτό σώμα στον Rn τέτοιο ώστε Bn2 ⊆ C και |C| = αn|Bn2 | για κάποιον α > 1 τότε, για

κάθε 1 ≤ k ≤ n, ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,k ικανοποιεί με πιθανότητα μεγαλύτερη από

1− e−n την

(1.2.12) Bn2 ∩ F ⊆ C ∩ F ⊆ (cα)
n
n−kBn2 ∩ F,
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όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Το global ανάλογο αυτού του ισχυρισμού είναι ότι,

με τις ίδιες υποθέσεις, υπάρχει U ∈ O(n) με την ιδιότητα

(1.2.13) Bn2 ⊂ C ∩ U(C) ⊂ cα2Bn2 ,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Με λίγα λόγια, το γεγονός ότι οι περισσότερες

n/2-διάστατες τομές του C είναι α2
-ισοδύναμες με την Ευκλείδεια μπάλα μεταφράζεται

στο γεγονός ότι η τομή του C με την τυχαία στροφή του, U(C), είναι ένα κυρτό σώμα

α2
-ισοδύναμο με την Bn2 .

Σε αυτό το Κεφάλαιο θεωρούμε την τομή του C με το U(C), όπου U ∈ O(n) είναι ένας

τυχαίος ορθογώνιος μετασχηματισμός του Rn, και ενδιαφερόμαστε κυρίως για την μέση τιμή

του όγκου και την περιγεγραμμένη ακτίνα R(C ∩ U(C)) := max{‖x‖2 : x ∈ C ∩ U(C)}
του C ∩ U(C). Αρχίζοντας από τον όγκο, είναι φανερό ότι |C ∩ U(C)| 6 1 για κάθε U ,

και το παράδειγμα της Ευκλείδειας μπάλας Bn2 όγκου 1 δείχνει ότι, σε πλήρη γενικότητα,

δεν μπορούμε να περιμένουμε κάτι καλύτερο από αυτό το τετριμμένο άνω φράγμα. Παρόλα

αυτά, θα δούμε ότι, υπό κάποιες φυσιολογικές προϋποθέσεις για το C, μπορούμε να δώσουμε

υποεκθετικά άνω φράγματα για την μέση τιμή

EU |C ∩ U(C)| =
∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U)

όπου ν είναι το μέτρο Haar στην O(n). Αφετηρία μας είναι μια απλή ολοκληρωτική αναπα-

ράσταση αυτής της μέσης τιμής: έχουμε

(1.2.14)

∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) =

∫
C

σ
(
Sn−1 ∩ 1

‖x‖2
C
)
dx,

όπου σ είναι το αναλλοίωτο ως προς στροφές μέτρο πιθανότητας στην μοναδιαία σφαίρα

Sn−1
. Συνεπώς, το πρόβλημα είναι να κατανοήσουμε την συμπεριφορά της συνάρτησης

σ(Sn−1∩tC) για μικρές τιμές του t ή, ισοδύναμα, την συμπεριφορά της συνάρτησης γn(αC)

για α ' 1. Μία παράμετρος που παίζει βασικό ρόλο σε εκτιμήσεις αυτού του τύπου εισήχθη

από τους Klartag και Vershynin στο [33]: όρισαν την παράμετρο d(C) ως εξής:

d(C) := min

{
− log σ

({
x ∈ Sn−1 : ‖x‖C 6

M(C)

2

})
, n

}
.

Χρησιμοποιώντας το B-θεώρημα των Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey [13], στην

Παράγραφο 5.4 αποδεικνύουμε το εξής φράγμα.
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Θεώρημα 1.2.5. Υπάρχει απόλυτη σταθερά B0 > 0 ώστε αν C είναι ένα συμμετρικό

κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn με
√
nM(C) > B0 τότε

(1.2.15)

∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) 6 e−cd(C),

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Η συνθήκη
√
nM(C) > B0 στο Θεώρημα 1.2.5 είναι μάλλον φυσιολογική: παρατηρή-

στε ότι αν εκφράσουμε τον όγκο του C σαν ολοκλήρωμα σε πολικές συντεταγμένες και

χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα Hölder τότε παίρνουμε

(1.2.16) vrad(C)M(C) > 1

με ισότητα αν το C είναι Ευκλείδεια μπάλα. Αν |C| = 1 τότε vrad(C) := (|C|/|Bn2 |)1/n '
√
n, το οποίο σημαίνει ότι τα σώματα για τα οποία ισχύει vrad(C)M(C) 6 B0 σχηματίζουν

μια μάλλον περιορισμένη κλάση σωμάτων.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.5 δίνεται στην Παράγραφο 5.2. Το γενικό άνω φράγμα

της (1.2.15) εξαρτάται από την τάξη μεγέθους της d(C). Δίνουμε κάποιες εφαρμογές στην

περίπτωση που το C είναι (κανονικοποιημένη) `np -μπάλα. Συζητάμε επίσης κάποιες κλασσι-

κές θέσεις του σώματος C από αυτήν την οπτική γωνία. Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι

αυτή όπου το σώμα βρίσκεται στην ισοτροπική θέση. Σε αυτήν την περίπτωση, κάνοντας

χρήση της ανισότητας του λεπτού δακτυλίου (βλέπε π.χ. [27]) παίρνουμε ένα ακόμα άνω

φράγμα.

Θεώρημα 1.2.6. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, είτε LK 6 1 ή

(1.2.17)

∫
O(n)

|K ∩ U(K)| dν(U) 6 c1e
−c2
√
n,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Η απόδειξη δείχνει μάλιστα ότι μπορεί κανείς να επιτύχει την ίδια υποεκθετική εκτίμηση

στο Θεώρημα 1.2.6 με την υπόθεση ότι LK > t, για οποιονδήποτε t >
√

2/π. Η επιλογή του

t έχει επίπτωση μόνο στην σταθερά c2 (δείτε την Πρόταση 5.2.8 για την ακριβή διατύπωση).

Παρατηρήστε ότι η συνθήκη του Θεωρήματος 1.2.6 είναι διαφορετική: ζητάμε η ισοτροπική

σταθερά LK του K να είναι αρκετά μεγάλη: LK > 1. Η εικασία της ισοτροπικής σταθεράς

ρωτάει αν υπάρχει απόλυτη σταθερά c0 > 0 ώστε LK 6 c0 για ολα τα ισοτροπικά κυρτά

σώματα σε οποιαδήποτε διάσταση – αν αυτό είναι σωστό, και ειδικότερα αν ισχύει για
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κάποια σταθερά c0 < 1, τότε προφανώς ο ισχυρισμός του Θεωρήματος 1.2.6 δεν παρουσιάζει

ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

Για να δώσουμε κάτω φράγματα για τον |C ∩ U(C)| χρησιμοποιούμε στοιχειώδεις ανι-

σότητες για αριθμούς κάλυψης. Μάλιστα, τα φράγματά μας ισχύουν για κάθε U ∈ O(n).

Στην Παράγραφο 5.1 δείχνουμε ότι, για κάθε % > 0 και για κάθε U ∈ O(n) ισχύει

(1.2.18) |C ∩ U(C)| >
[

min{(4%)n/2N(C, %Bn2 ), (4/%)n/2N(%Bn2 , C)}
]−2

,

όπου N(A,B) είναι ο αριθμός κάλυψης του A από το B, δηλαδή ο μικρότερος αριθμός

μεταφορών του B που απαιτούνται για να καλύψουμε το A. Κατόπιν, χρησιμοποιώντας

γνωστά αποτελέσματα για αριθμούς κάλυψης παίρνουμε το εξής.

Θεώρημα 1.2.7. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε
U ∈ O(n) έχουμε

(1.2.19) |C ∩ U(C)| > e−cnmin{w2(C)/n,nM2(C)},

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα, για κάθε 1 6 p 6 ∞ και για κάθε
U ∈ O(n) έχουμε

(1.2.20) |Bnp ∩ U(Bnp )| > e−cn,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά και Bnp είναι η «κανονικοποιημένη» `
n
p -μπάλα.

Η εξάρτηση από τα M(C) και w(C) στο Θεώρημα 1.2.7 υποδεικνύει ότι για να πάρουμε

κάποια μη-τετριμμένη πληροφορία θα πρέπει να θεωρήσουμε κάποια «καλή θέση» του σώ-

ματος C. Δίνουμε κάποια αποτελέσματα αυτού του τύπου: Αν το C είναι σε M -θέση με

σταθερά β τότε, για κάθε U ∈ O(n) έχουμε |C ∩ U(C)| > e−2(β+1)n
. ΄Ομοια, αν το K

είναι ένα ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn τότε

(1.2.21) |K ∩ U(K)| > (cLK)−n

για κάθε U ∈ O(n), όπου c > 4 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Στην Παράγραφο 5.3 υπενθυμίζουμε κάποια γνωστά αποτελέσματα από την τοπική θε-

ωρία των χώρων πεπερασμένης διάστασης με νόρμα, τα οποία οδηγούν σε άνω φράγματα

για την περιγεγραμμένη ακτίνα του C ∩U(C). Είναι γενικά γνωστό ότι αν διαθέτουμε άνω

φράγμα για την περιγεγραμμένη ακτίνα της τυχαίας k-διάστατης τομής C ∩ F του C όπου

k > (1 − c0)n (για κάποια μικρή απόλυτη σταθερά c0 ∈ (0, 1)) τότε το ίδιο ισχύει για την

περιγεγραμμένη ακτίνα της τυχαίας τομής C ∩ U(C). Υπάρχουν διάφορες εκδοχές αυτού
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του αποτελέσματος. Θυμίζουμε τις ισχυρότερες και πιο πρόσφατες (βλέπε [21], [59], [37]).

Ειδικότερα, συνδυάζοντας αυτά τα αποτελέσματα με την M∗-ανισότητα, παίρνουμε το εξής

πολύ γενικό αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.2.8. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Ο τυχαίος U ∈ O(n)

ικανοποιεί την

R(C ∩ U(C)) 6 cw(C)

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Στην τελευταία παράγραφο αυτού του Κεφαλαίου εφαρμόζουμε τα προηγούμενα αποτε-

λέσματα στα Lq-κεντροειδή σώματα Zq(µ) ενός ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου µ

στον Rn. Η μελέτη των τυχαίων στροφών του Zq(µ) αποδείχθηκε χρήσιμη σε πρόσφατες

εργασίες σχετικά με την εικασία του λεπτού δακτυλίου. Η πρόταση που ακολουθεί παίζει

βασικό ρόλο σε μια πρόσφατη εργασία των Klartag και E. Milman [32] η οποία βελτιώνει

κάποιες από τις εκτιμήσεις του [27]: αν 2 6 q 6
√
n τότε ο τυχαίος U ∈ O(n) ικανοποιεί

την

Zq(µ) + U(Zq(µ)) ⊇ c√q Bn2

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1−e−cn. Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της Παραγρά-

φου 5.3 και τις εκτιμήσεις του προηγούμενου Κεφαλαίου για την εγγεγραμμένη ακτίνα των

τυχαίων προβολών, διάστασης ανάλογης του n, του Zq(µ), δίνουμε μια διαφορετική απόδειξη

αυτής της πρότασης. Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε αντίστοιχο αποτέλεσμα

για το πολικό σώμα Z◦q (µ) – αυτό είναι μάλιστα απλούστερο. Η ακριβής διατύπωση είναι η

εξής.

Θεώρημα 1.2.9. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
q 6
√
n, ο τυχαίος U ∈ O(n) ικανοποιεί τις

Z◦q (µ) ∩ U(Z◦q (µ)) ⊆ c
√
nBn2 και Zq(µ) ∩ U(Zq(µ)) ⊆ c

√
nBn2

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n.

Στην περίπτωση του Zq(µ), το Θεώρημα 1.2.5 οδηγεί στην ακόλουθη εκτίμηση: ΄Ε-

στω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn και έστω 2 6 q 6
√
n. Αν

√
qM(Zq(µ)) > B1 τότε

(1.2.22)

∫
O(n)

|Zq(µ) ∩ U(Zq(µ))| dν(U) 6 e−c1n/q,
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όπου B1, c1 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Το ερώτημα να δοθεί άνω φράγμα για το

M(Zq(µ)) σχετίζεται φυσιολογικά με την αναγκαία συνθήκη για την (1.2.22). Αυτό ήταν

ένα από τα βασικά ερωτήματα που μελετήσαμε στο προηγούμενο Κεφάλαιο.

Στο Κεφάλαιο 6 συγκεντρώνουμε κάποιες παρατηρήσεις που συνδέονται άμεσα με

την αναγωγή του [24] για την εικασία της ισοτροπικής σταθεράς. Μελετάμε μια παραλλαγή

της παραμέτρου I1(K,Z◦q ) η οποία μπορεί να οριστεί για κάθε ζεύγος ισοτροπικών κυρτών

σωμάτων: αν K και M είναι συμπαγή σύνολα μέτρου 1 στον Rn τότε, για κάθε q > 1,

ορίζουμε την ποσότητα

(1.2.23) Yq(K,M) :=

(∫
K

∫
M

|〈x, y〉|qdy dx
)1/q

.

Ορίζουμε επίσης Yq(K) := Yq(K,K). Οι Lutwak, Yang και Zhang [41, Πόρισμα 6.3] απέ-

δειξαν ότι η ποσότητα Yq(K,M) ελαχιστοποιείται, αν αγνοήσουμε σύνολα μέτρου 0, ακριβώς

όταν το K = E είναι ελλειψοειδές με κέντρο το 0 και το M = E◦ είναι το πολλαπλάσιο

με όγκο 1 του πολικού του σώματος. Δεδομένου ότι Yq(K,M) = Yq(T (K), T−∗(M))

για κάθε T ∈ SL(n), έπεται ότι: Αν K και M είναι συμπαγή σύνολα μέτρου 1 στον Rn,
τότε Yq(K,M) > Yq(Bn2 ), όπου Bn2 είναι η Ευκλείδεια μπάλα όγκου 1 στον Rn. Απλός

υπολογισμός δείχνει ότι Yq(Bn2 ) ' √qn για κάθε 1 6 q 6 n και Yq(Bn2 ) ' n για κάθε

q > n.

Ζητάμε μια αντίστροφη ανισότητα στην περίπτωση που τα K και M είναι ισοτροπικά

κυρτά σώματα στον Rn. Με άλλα λόγια, ενδιαφερόμαστε για την τάξη μεγέθους των

ποσοτήτων

(1.2.24) Yq,n := max
K

Yq(K) και Y ∗q,n := max
K,M

Yq(K,M)

συναρτήσει των q > 1 και n. Παρατηρήστε ότι αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα

στον Rn τότε Y2(K) =
√
nL2

K . Οι εκτιμήσεις που αποδεικνύονται στην Παράγραφο 6.1

συνοψίζονται στο εξής:

Θεώρημα 1.2.10. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

(1.2.25) c1 max
{√

qn,
√
nL2

K , R
2(Zq(K)

}
6 Yq(K) 6 c2 max{q

√
n, q2}L2

K

για κάθε 2 6 q 6 n. Επιπλέον, αν 2 6 q 6
√
n, έχουμε

(1.2.26) Yq(K) > c3 max{
√
nL2

K ,
√
qnLK , R

2(Zq(K))}
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Γράφουμε B
n

1 για την κανονικοποιημένη `n1 -μπάλα. Απλός υπολογισμός δείχνει ότι, για

κάθε 2 6 q 6 n,

(1.2.27) Yq(K) > cmax{√qn, q2}.

Στην Παράγραφο 6.2 περιγράφουμε ένα παράδειγμα που δείχνει ότι η ίδια συμπεριφορά μπο-

ρεί να εμφανιστεί ακόμα κι αν περιοριστούμε στην κλάση των ισοτροπικών κυρτών σωμάτων

που είναι ομοιόμορφα (ως προς την διάσταση) κοντά στην μπάλα (η ίδια κατασκευή είχε

χρησιμοποιηθεί από τον Παούρη στο [50]).

Θεώρημα 1.2.11. Για κάθε n > 1 υπάρχει ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα εκ περιστροφής

K στον Rn ώστε dG(K,Bn2 ) 6 C και για κάθε 2 6 q 6 n,

(1.2.28) Yq(K) ' min
{
n,max{√qn, q2}

}
,

όπου c1, c2, c3 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Στην Παράγραφο 6.3 δίνουμε δύο επιχειρήματα που οδηγούν σε άνω φράγματα για την

Yq(K) στην unconditional περίπτωση. Για το πρώτο, εισάγουμε μία παράμετρο Yq(K), για

κάθε κυρτό σώμα K όγκου 1 στον Rn, ως εξής: Για κάθε y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn θεωρούμε

έναν τελεστή Ty : `n2 → `n2 του οποίου ο πίνακας είναι διαγώνιος και έχει συντεταγμένες

y1, . . . , yn. Αν yi 6= 0 για κάθε 1 6 i 6 n, γράφουμε T y := (det(Ty))
− 1
n Ty. Κατόπιν, για

κάθε 1 6 q 6 n ορίζουμε

(1.2.29) Yq(K) :=

(∫
K

(det(Ty))
q/n

Iqq (T y(K)) dy

)1/q

.

Μπορούμε τότε να δείξουμε ότι, για κάθε 1 6 q 6 n έχουμε

(1.2.30) Yq(K) 6 c1 (Iq(K) +R(Zq(K)) max{R(Zq(K)), R(Zlogn(K))}) ,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα, αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα

στον Rn, για κάθε 1 6 q 6 n έχουμε

(1.2.31) Yq(K) 6 c1 max
{√

nLK , qmax{q, log n})L2
K

}
,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Στην περίπτωση που το K είναι unconditional κυρτό σώμα στον Rn, μπορούμε να

συγκρίνουμε τις Yq(K) και Yq(K). Για κάθε 1 6 q 6 n,

(1.2.32) Yq(K) 6 c2
√
q Yq(K).

΄Ετσι, προκύπτει το εξής:
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Θεώρημα 1.2.12. ΄Εστω K ένα unconditional ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,
για κάθε 1 6 q 6 4

√
n,

(1.2.33) Yq(K) 6 c
√
qn.

Η δεύτερη μέθοδος χρησιμοποιεί ισχυρά ένα αποτέλεσμα του Lata la από το [34].

Θεώρημα 1.2.13. ΄Εστω K και M ισοτροπικά unconditional κυρτά σώματα στον Rn.
Για κάθε 1 6 q 6 n,

(1.2.34) Yq(K,M) :=

(∫
K

∫
M

|〈x, y〉|qdy dx
)1/q

6 c1(log n)
√
qn+ c2q

2.

Στην τελευταία παράγραφο του Κεφαλαίου 6 συνδέουμε το πρόβλημα της εκτίμησης της

ποσότητας I1(K,Z◦q (K)) με τους αριθμούς κάλυψης N(Zq(K), t
√
qLKB

n
2 ). Μια ενδιαφέ-

ρουσα παρατηρηση είναι ότι τα κεντροειδή σώματα ενός ισοτροπικού unconditional κυρτού

σώματος K στον Rn ικανοποιούν, για κάθε 2 6 q 6 n, την πολύ ισχυρή ανισότητα

(1.2.35) logN(Zq(K), ct
√
qBn2 ) 6

Cq log n

t2
,

για κάθε 1 6 t 6
√
q, όπου c, C > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Είναι άγνωστο αν αντίστοιχες εκτιμήσεις ισχύουν σε γενικότερο πλαίσιο. Κάνοντας

όμως την υπόθεση ότι, για κάποιον 2 6 q 6 n, ισχύει

(1.2.36) logN(Zq(K), c1t
√
qLKB

n
2 ) 6

q

t2

για κάθε 1 6 t 6 R(Zq)/(c1
√
qLK), μπορεί κανείς να δείξει το εξής:

Θεώρημα 1.2.14. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Υποθέτουμε ότι η
(1.2.36) ισχύει για κάποιον 2 6 q 6 n. Τότε:

(i) Αν 2 6 q 6
√
n έχουμε

(1.2.37) I1(K,Z◦q (K)) :=

∫
K

hZq(K)(x)dx 6 C
√
qnL2

K ,

και

(ii) Αν
√
n 6 q 6 n έχουμε

(1.2.38) I1(K,Z◦q (K)) :=

∫
K

hZq(K)(x)dx 6 Cq 4
√
nL2

K ,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.





Kef�laio 2

Basikèc ènnoiec

Δουλεύουμε στον Rn, ο οποίος είναι εφοδιασμένος με μια Ευκλείδεια δομή 〈·, ·〉. Συμβολί-

ζουμε με ‖·‖2 την αντίστοιχη Ευκλείδεια νόρμα, γράφουμε Bn2 για την Ευκλείδεια μοναδιαία

μπάλα και Sn−1
για τη μοναδιαία σφαίρα. Ο όγκος (μέτρο Lebesgue) συμβολίζεται με | · |.

Γράφουμε ωn για τον όγκο της Bn2 και σ για το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους με-

τασχηματισμούς μέτρο πιθανότητας στην Sn−1
. Η πολλαπλότητα Grassmann Gn,k των

k-διάστατων υποχώρων του Rn είναι εφοδιασμένη με το μέτρο πιθανότητας Haar νn,k. Για

κάθε k 6 n και F ∈ Gn,k συμβολίζουμε με PF την ορθογώνια προβολή από τον Rn στον

F . Επίσης, ορίζουμε BF = Bn2 ∩ F και SF = Sn−1 ∩ F . Το n-διάστατο μέτρο του Gauss

γn είναι το Borel μέτρο πιθανότητας με πυκνότητα (2π)−n/2 exp(−‖x‖22/2).

Τα γράμματα c, c′, c1, c2 κλπ. συμβολίζουν απόλυτες θετικές σταθερές, οι οποίες μπορεί

να αλλάζουν από γραμμή σε γραμμή. Οποτεδήποτε γράφουμε a ' b, εννοούμε ότι υπάρχουν

απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 έτσι ώστε c1a 6 b 6 c2a. Επίσης, ανK,D ⊆ Rn θα γράφουμε

K ' D αν υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 έτσι ώστε c1K ⊆ D ⊆ c2K.

2.1 Kurt� s¸mata

Κυρτό σώμα στον Rn είναι ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο C του Rn με μη κενό εσωτερικό.

Λέμε ότι το C είναι συμμετρικό αν «x ∈ C αν και μόνον αν −x ∈ C». Λέμε ότι το C έχει

κέντρο βάρους το 0 (ή την αρχή των αξόνων) αν

(2.1.1)

∫
C

〈x, θ〉 dx = 0
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για κάθε θ ∈ Sn−1
. Η ακτινική συνάρτηση ρC : Rn \ {0} → R+

του κυρτού σώματος C

με 0 ∈ int(C) ορίζεται ως εξής:

(2.1.2) ρC(x) = max{t > 0 : tx ∈ C}.

Η συνάρτηση στήριξης του C ορίζεται για κάθε y ∈ Rn ως εξής:

(2.1.3) hC(y) = max{〈x, y〉 : x ∈ C}.

Παρατηρήστε ότι για κάθε θ ∈ Sn−1
ισχύει ρC(θ) 6 hC(θ). Το μέσο πλάτος του C είναι η

ποσότητα

(2.1.4) w(C) =

∫
Sn−1

hC(θ) dσ(θ).

Η περιγεγραμμένη ακτίνα του C είναι η

(2.1.5) R(C) = max{‖x‖2 : x ∈ C}.

Αν το 0 είναι εσωτερικό σημείο του C, γράφουμε r(C) για την εγγεγραμμένη ακτίνα του C

(τον μεγαλύτερο r > 0 για τον οποίο rBn2 ⊆ C). Η ακτίνα όγκου του C είναι η ποσότητα

vrad(C) =

(
|C|
|Bn2 |

)1/n

.

Το πολικό σώμα C◦ του C ορίζεται να είναι το

(2.1.6) C◦ = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 6 1 για κάθε y ∈ C}.

Βασικές ιδιότητες του πολικού σώματος είναι οι ακόλουθες:

(i) 0 ∈ C◦.

(ii) Αν 0 ∈ int(C), τότε (C◦)◦ = C.

(iii) Για κάθε θ ∈ Sn−1
ισχύει ρC◦(θ) = 1/hC(θ).

(iv) Για κάθε T ∈ GL(n) ισχύει (TK)◦ = (T−1)∗(K◦).

Γράφουμε C για το πολλαπλάσιο όγκου 1 του κυρτού σώματος C ⊆ Rn, δηλαδή C := C
|C|1/n .
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2.1.1 Basikèc anisìthtec

Κάποιες βασικές ανισότητες για όγκους κυρτών σωμάτων οι οποίες θα φανούν χρήσιμες

είναι οι ακόλουθες:

(α) Η ανισότητα του Urysohn. Αν C είναι κυρτό σώμα στον Rn τότε

(2.1.7) w(C) >

(
|C|
|Bn2 |

)1/n

.

(β) Η ανισότητα Blaschke–Santaló. Αν C είναι συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn, ή γενι-

κότερα αν το C έχει κέντρο βάρους το C, τότε

(2.1.8) |C| |C◦| 6 |Bn2 |2.

(γ) Η ανισότητα των Bourgain–Milman. Υπάρχει απόλυτη σταθερά 0 < c < 1 τέτοια ώστε:

για κάθε n > 1 και για κάθε κυρτό σώμα C στον Rn με 0 ∈ int(C) ισχύει

(2.1.9) |C| |C◦| > cn|Bn2 |.

Η ανισότητα αυτή είναι γνωστή και ως αντίστροφη ανισότητα Santaló.

(δ) Η ανισότητα των Rogers–Shephard. Αν C είναι κυρτό σώμα στον Rn, τότε

(2.1.10) |C − C| 6
(

2n

n

)
|C|.

2.1.2 ArijmoÐ k�luyhc

΄Εστω A και B δύο κυρτά σώματα στον Rn. Ο αριθμός κάλυψης του A από το B είναι ο

μικρότερος φυσικός N για τον οποίο υπάρχουν N μεταφορές του B των οποίων η ένωση

καλύπτει το A:

(2.1.11) N(A,B) = min
{
N ∈ N : ∃x1, . . . , xN ∈ Rn ώστε A ⊆

N⋃
j=1

(xj +B)
}
.

Μια παραλλαγή του παραπάνω αριθμού κάλυψης ορίζεται ως εξής:

(2.1.12) N(A,B) = min
{
N ∈ N : ∃x1, . . . , xN ∈ A ώστε A ⊆

N⋃
j=1

(xj +B)
}
.

Από τον ορισμό βλέπουμε ότι N(A,B) 6 N(A,B). Μπορούμε επίσης εύκολα να ελέγ-

ξουμε ότι N(A,B − B) 6 N(A,B). Ειδικότερα, αν το B είναι συμμετρικό και κυρτό,

τότε N(A, 2B) 6 N(A,B). Θα χρησιμοποιήσουμε κάποιες βασικές ιδιότητες των αριθμών

κάλυψης: αν A,B,C είναι κυρτά σώματα, τότε:
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(i) N(A,B) 6 N(A,C) ·N(C,B).

(ii) N(A,C) 6 N(A,B) ·N(B,C).

(iii) N(A−A,B −B) 6 N(A,B)2
.

(iv) N(A+B,B + C) 6 N(A,B) ·N(B,C).

(v) 2−n |A+B|
|B| 6 N(A,B). Αν το B είναι συμμετρικό, τότε N(A, 2B) 6 |A+B|

|B| .

(vi) |A|
|A∩B| 6 N(A,B).

΄Εστω A,B κυρτά σώματα με το B συμμετρικό. Για κάθε t > 0 ορίζουμε

(2.1.13) St(A,B) = max{m ∈ N : ∃x1, . . . , xm ∈ A ώστε ‖xi − xj‖B > t για i 6= j}.

Από τον ορισμό ελέγχουμε εύκολα ότι

(2.1.14) N(A, tB) 6 St(A,B) 6 N(A, t2B).

Τέλος, θα χρειαστούμε δύο βασικά θεωρήματα για αριθμούς κάλυψης. Το πρώτο είναι η

ανισότητα του Sudakov:

Θεώρημα 2.1.1 (Sudakov). Αν C είναι κυρτό σώμα στον Rn, τότε για κάθε t > 0

ισχύει

(2.1.15) N(K, tBn2 ) 6 2 exp
(
cn (w(C)/t)

2
)
,

όπου c > 0 είναι απόλυτη σταθερά.

Το επόμενο θεώρημα δυϊσμού για τους αριθμούς κάλυψης αποδείχθηκε από τους Ar-

tstein, Milman και Szarek [1].

Θεώρημα 2.1.2. Υπάρχουν απόλυτες θετικές σταθερές α και β τέτοιες ώστε για κάθε

n > 1 και για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον Rn

(2.1.16) N(Bn2 , α
−1C◦)

1
β 6 N(C,Bn2 ) 6 N(Bn2 , αC

◦)
β

Ο Milman (βλέπε π.χ. [44]) απέδειξε ότι υπάρχει απόλυτη σταθερά β > 0 με την εξής

ιδιότητα: κάθε κυρτό σώμα C στον Rn με κέντρο βάρους το 0 έχει γραμμική εικόνα C̃

τέτοια ώστε |C̃| = |Bn2 | και

(2.1.17) max
{
N(C̃, Bn2 ), N(Bn2 , C̃), N(C̃◦, Bn2 ), N(Bn2 , C̃

◦)
}
6 exp(βn).
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Λέμε ότι ένα κυρτό σώμα C που ικανοποιεί αυτή την εκτίμηση είναι σε M -θέση με σταθερά

β.

Αργότερα, ο Pisier [53] έδωσε μια διαφορετική προσσέγγιση σε αυτό το αποτέλεσμα, που

δίνει περισσότερες πληροφορίες για την συμπεριφορά των αντίστοιχων αριθμών κάλυψης. Η

ακριβής διατύπωση είναι η ακόλουθη.

Θεώρημα 2.1.3 (Pisier). Για κάθε 1 6 α < 2 και κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον

Rn υπάρχει γραμμική εικόνα C̃ του C τέτοια ώστε

max
{
N(C̃, tBn2 ), N(Bn2 , tC̃), N(C̃◦, tBn2 ), N(Bn2 , tC̃

◦)
}
6 exp

(
c(α)n

tα

)
για κάθε t > 1, όπου η σταθερά c(α) εξαρτάται μόνο από το α, και c(α) = O

(
(2− α)−α/2

)
καθώς το α→ 2.

2.2 Q¸roi peperasmènhc di�stashc me nìrma

΄Εστω C συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Η απεικόνιση ‖ · ‖C : Rn → R+
με

(2.2.1) ‖x‖C = inf{t > 0 : x ∈ tC}

είναι νόρμα στον Rn. Ο χώρος (Rn, ‖ · ‖C) συμβολίζεται με XC . Αντίστροφα, αν X =

(Rn, ‖ · ‖) είναι ένας χώρος με νόρμα, τότε η μοναδιαία μπάλα C = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1} του

X είναι συμμετρικό κυρτό σώμα.

Ορίζουμε

M(C) :=

∫
Sn−1

‖θ‖Cdσ(θ).

Παρατηρώντας ότι ‖x‖C = hC◦(x) για κάθε x ∈ Rn βλέπουμε ότι M(C) = w(C◦) και ότι

M(C)−1 6 vrad(C) 6 w(C) = M(C◦).

Η ανισότητα στο αριστερό μέλος ελέγχεται εύκολα αν εκφράσουμε τον όγκο του C σαν

ολοκλήρωμα με πολικές συντεταγμένες και χρησιμοποιήσουμε τις ανισότητες Hölder και

Jensen, ενώ η ανισότητα στο δεξιό μέλος προκύπτει άμεσα από την ανισότητα του Urysohn.

Η δυϊκή ανισότητα Sudakov των Pajor και Tomczak-Jaegermann [49] δίνει άνω φράγμα

για τους αριθμούς κάλυψης N(Bn2 , tC) συναρτήσει της παραμέτρου M(C).

Θεώρημα 2.2.1 (Pajor-Tomczak). ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Για
κάθε t > 0,

logN(Bn2 , tC) 6 cn (M(C)/t)
2
,
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όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης την M∗-ανισότητα:

Θεώρημα 2.2.2. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε 1 6 k 6 n,

ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,k ικανοποιεί την

R(C ∩ F ) 6 c1

√
n

n− k
w(C)

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1−exp(−c2(n−k)), όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Η πρώτη απόδειξη της (2.2.2), με ασθενέστερη εξάρτηση από τον λόγο
n

n−k , δόθηκε

από τον Milman στο [42], και μια δεύτερη απόδειξη δόθηκε στο [43], με γραμμική εξάρτηση

από το
n

n−k . Το Θεώρημα 2.2.2 αποδείχτηκε, σε αυτήν την βέλτιστη μορφή, από τους Pajor

και Tomczak-Jaegermann στο [49]. Τέλος, ο Gordon [26] απέδειξε μία ακόμα πιο ακριβή

μορφή της ανισότητας, εξασφαλίζοντας ότι η τιμή της σταθεράς c1 μπορεί να υποτεθεί

(ασυμπτωτικά) ίση με 1.

΄Εστω X,Y δύο n-διάστατοι χώροι με νόρμα. Η απόσταση Banach–Mazur του X από

τον Y ορίζεται ως εξής:

(2.2.2) d(X,T ) = inf{‖T‖ · ‖T−1‖ | T : X → Y γραμμικός ισομορφισμός}.

Σε γεωμετρική γλώσσα η απόσταση Banach–Mazur περιγράφεται ως εξής: αν X = XK και

Y = XC (δηλαδή οι μοναδιαίες μπάλες των X,Y είναι τα κυρτά σώματα K,C αντίστοιχα)

τότε ο d(X,Y ) είναι ο μικρότερος d > 0 ώστε

(2.2.3) C ⊆ T (K) ⊆ dC

για κάποιον αντιστρέψιμο γραμμικό μετασχηματισμό T του Rn. Είναι προφανές ότι d(X,Y ) >

1 για κάθε δύο n-διάστατους χώρους, με ισότητα αν και μόνον αν οι χώροι είναι ισομετρικά

ισόμορφοι. ΄Ετσι, η απόσταση Banach–Mazur μετράει πόσο διαφέρουν δύο χώροι από το

να είναι ισομετρικοί.

Εκτός από την απόσταση Banach-Mazur θα χρησιμοποιήσουμε και την γεωμετρική από-

σταση dG(K,C) δύο συμμετρικών κυρτών σωμάτων K και C στον Rn. Είναι ο μικρότερος

d > 0 για τον οποίο υπάρχουν a, b > 0 με ab 6 d ώστε

(2.2.4)
1

a
C ⊆ K ⊆ bC.

Σταθεροποιούμε μια ορθοκανονική βάση {e1, . . . , en} στον Rn. Θα λέμε ότι ένα συμμετρικό

κυρτό σώμα C στον Rn είναι unconditional αν η {e1, . . . , en} είναι 1-unconditional βάση
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για την νόρμα ‖ · ‖C που επάγεται στον Rn από το C: αυτό σημαίνει ότι για κάθε επιλογή

πραγματικών αριθμών t1, . . . , tn και για κάθε επιλογή προσήμων εj = ±1 έχουμε

∥∥ε1t1e1 +

· · ·+ εntnen
∥∥
C

=
∥∥t1e1 + · · ·+ tnen

∥∥
C
. Θα λέμε ότι το C είναι 1-συμμετρικό αν για κάθε

επιλογή πραγματικών αριθμών t1, . . . , tn, και για κάθε μετάθεση σ του {1, . . . , n} και κάθε

επιλογή προσήμων εj = ±1 έχουμε

∥∥ε1tσ(1)e1 + · · ·+ εntσ(n)en
∥∥
C

=
∥∥t1e1 + · · ·+ tnen

∥∥
C
.

Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα [16] και [55] για τα βασικά στοιχεία της θεωρίας

Brunn–Minkowski και στα βιβλία [47] και [54] για την τοπική θεωρία των χώρων με νόρμα.





Kef�laio 3

Logarijmik� koÐla mètra

pijanìthtac

Σε αυτό το Κεφάλαιο παρουσιάζουμε συνοπτικά τα βασικά αποτελέσματα της θεωρίας των

λογαριθμικά κοίλων μέτρων πιθανότητας στα οποία χρησιμοποιούνται ουσιαστικά τα κεν-

τροειδή σώματα. Για περισσότερες πληροφορίες και λεπτομερείς αποδείξεις παραπέμπουμε

τον αναγνώστη στο βιβλίο [12].

3.1 Logarijmik� koÐla mètra pijanìthtac

Συμβολίζουμε με Pn την κλάση όλων των μέτρων πιθανότητας στον Rn τα οποία είναι απο-

λύτως συνεχή ως προς το μέτρο Lebesgue. Η πυκνότητα ενός μέτρου µ ∈ Pn συμβολίζεται

με fµ.

΄Εστω µ ∈ Pn. Λέμε ότι το µ έχει βαρύκεντρο το x0 ∈ Rn αν∫
Rn
〈x, θ〉 dµ(x) = 〈x0, θ〉

για κάθε θ ∈ Sn−1
. Ισοδύναμα, αν x0 = Eµ(x). Η υποκλάση CPn της Pn αποτελείται από

όλα τα κεντραρισμένα µ ∈ Pn. Αυτά είναι τα μέτρα µ ∈ Pn που έχουν βαρύκεντρο την

αρχή των αξόνων. Δηλαδή, µ ∈ CPn αν∫
Rn
〈x, θ〉dµ(x) = 0
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για κάθε θ ∈ Sn−1
.

Η υποκλάση SPn της Pn αποτελείται από όλα τα άρτια (συμμετρικά) μέτρα µ ∈ Pn: το

µ λέγεται άρτιο αν µ(A) = µ(−A) για κάθε σύνολο Borel A στον Rn.
΄Εστω f : Rn → [0,∞) μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση με πεπερασμένο, θετικό ολοκλή-

ρωμα. ΄Οπως στην περίπτωση των μέτρων, το βαρύκεντρο της f ορίζεται ως εξής:

bar(f) =

∫
Rn xf(x) dx∫
Rn f(x) dx

.

Ειδικότερα, η f έχει βαρύκεντρο (ή κέντρο βάρους) την αρχή των αξόνων αν∫
Rn
〈x, θ〉f(x) dx = 0

για κάθε θ ∈ Sn−1
. Τότε λέμε και ότι η f είναι κεντραρισμένη.

Ορισμός 3.1.1. ΄Ενα μέτρο µ ∈ Pn λέγεται λογαριθμικά κοίλο αν για κάθε ζεύγος μη

κενών συμπαγών συνόλων A,B στον Rn και για κάθε 0 < λ < 1 ισχύει

µ((1− λ)A+ λB) > µ(A)1−λµ(B)λ.

Μια συνάρτηση f : Rn → [0,∞) λέγεται λογαριθμικά κοίλη αν

f((1− λ)x+ λy) > f(x)1−λf(y)λ

για κάθε x, y ∈ Rn και για κάθε 0 < λ < 1.

΄Εστω f : Rn → [0,∞) μια λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση με
∫
Rn f(x) dx = 1 (τότε λέμε

ότι η f είναι λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα). Από την ανισότητα Prékopa-Leindler έπεται

ότι το μέτρο µ που έχει πυκνότητα την f είναι λογαριθμικά κοίλο. ΄Ενα θεώρημα του Borell

δείχνει ότι, αντίστροφα, αν µ είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn με

την ιδιότητα µ(H) < 1 για κάθε υπερεπίπεδο H, τότε το µ είναι απολύτως συνεχές ως προς

το μέτρο Lebesgue και έχει μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα f , δηλαδή dµ(x) = f(x) dx.

Παραδείγματα 3.1.2. (α) ΄Εστω K ένα κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Ορίζουμε ένα

μέτρο πιθανότητας µK στον Rn, θέτοντας

µK(A) = |K ∩A| =
∫
A

1K(x)dx

για κάθε Borel σύνολο A ⊆ Rn. Από την κυρτότητα του K έπεται ότι η 1K είναι λογαριθ-

μικά κοίλη συνάρτηση, άρα το µK είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας.
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(β) Για κάθε c > 0, η συνάρτηση fc(x) = exp(−c‖x‖22) είναι άρτια και λογαριθμικά κοίλη

στον Rn. ΄Επεται ότι, για κάθε c > 0, το μέτρο

γn,c(A) =
1

I(c)

∫
A

exp(−c‖x‖22)dx

όπου I(c) =
∫
Rn exp(−c‖x‖22)dx, είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας. Ειδικό-

τερα αυτό ισχύει για το τυπικό μέτρο του Gauss γn.

3.2 Isotropik� logarijmik� koÐla mètra

Ορίζουμε αρχικά την ισοτροπική θέση ενός κυρτού σώματος K και την ισοτροπική σταθερά

LK σαν μιά αναλλοίωτη της αφινικής κλάσης του K. Στην συνέχεια, δίνουμε έναν πιο

γενικό ορισμό στο πλαίσιο των λογαριθμικά κοίλων μέτρων.

3.2.1 Isotropik  jèsh enìc kurtoÔ s¸matoc

΄Ενα κυρτό σώμα K στον Rn λέγεται ισοτροπικό αν έχει όγκο |K| = 1, είναι κεντραρισμένο

(δηλαδή έχει βαρύκεντρο την αρχή των αξόνων), και υπάρχει μια σταθερά α > 0 ώστε

(3.2.1)

∫
K

〈x, y〉2dx = α2‖y‖22

για κάθε y ∈ Rn. Παρατηρήστε ότι αν το K ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη (3.2.1)

τότε ∫
K

‖x‖22dx =

n∑
i=1

∫
〈x, ei〉2dx = nα2,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγμένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική βάση

{e1, . . . , en} του Rn. Επίσης, εύκολα ελέγχουμε ότι αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό

σώμα στον Rn τότε το U(K) είναι επίσης ισοτροπικό για κάθε U ∈ O(n).

Δεν είναι δύσκολο να ελέγξουμε ότι η ισοτροπική συνθήκη (3.2.1) είναι ισοδύναμη με

καθεμία από τις παρακάτω συνθήκες:

(i) Για κάθε i, j = 1, . . . , n,

(3.2.2)

∫
K

xixjdx = α2δij ,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγμένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική βάση

{e1, . . . , en} του Rn.
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(ii) Για κάθε T ∈ L(Rn),

(3.2.3)

∫
K

〈x, Tx〉dx = α2(trT ).

Κάθε κεντραρισμένο κυρτό σώμαK στον Rn έχει μια θέση K̃ που είναι ισοτροπική. Λέμε

ότι το K̃ είναι μια ισοτροπική θέση τουK. Αποδεικνύεται ότι η ισοτροπική θέση ενός κυρτού

σώματος είναι μονοσήμαντα ορισμένη (αν αγνοήσουμε ορθογώνιους μετασχηματισμούς) και

ότι προκύπτει σαν λύση ενός προβλήματος ελαχιστοποίησης. Αν ορίσουμε

(3.2.4) B(K) = inf

{∫
TK

‖x‖22dx : T ∈ SL(n)

}
τότε μια θέση K1 του K είναι ισοτροπική αν και μόνο αν

(3.2.5)

∫
K1

‖x‖22dx = B(K).

Αν K1 και K2 είναι δύο ισοτροπικές θέσεις του K τότε υπάρχει U ∈ O(n) ώστε K2 =

U(K1).

Η προηγούμενη συζήτηση δείχνει ότι, για κάθε κεντραρισμένο κυρτό σώμα K στον Rn,
η σταθερά

L2
K =

1

n
min

{
1

|TK|1+ 2
n

∫
TK

‖x‖22dx
∣∣ T ∈ GL(n)

}
είναι καλά ορισμένη και εξαρτάται μόνο από την γραμμική κλάση του K. Επίσης, αν το K1

είναι ισοτροπική θέση του K τότε για κάθε θ ∈ Sn−1
έχουμε∫

K1

〈x, θ〉2dx = L2
K .

Η σταθερά LK ονομάζεται ισοτροπική σταθερά του K.

3.2.2 Isotropik� logarijmik� koÐla mètra

Γενικεύοντας τον ορισμό του ισοτροπικού κυρτού σώματος λέμε ότι ένα μέτρο µ ∈ Pn είναι

ισοτροπικό αν έχει βαρύκεντρο το 0 και ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη

(3.2.6)

∫
Rn
〈x, θ〉2 dµ(x) = 1

για κάθε θ ∈ Sn−1
. Εύκολα ελέγχουμε ότι αν το µ ∈ Pn έχει βαρύκεντρο το 0 τότε το µ

είναι ισοτροπικό αν και μόνο αν για κάθε γραμμική απεικόνιση T : Rn → Rn,∫
Rn
〈x, Tx〉 dµ(x) = tr(T ),
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ή ισοδύναμα,
∫
Rn xixj dµ(x) = δij για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n. Παρατηρήστε επίσης ότι αν

το µ είναι ισοτροπικό, τότε ∫
Rn
‖x‖22 dµ(x) = n.

Μπορούμε να ελέγξουμε ότι κάθε μη εκφυλισμένο κεντραρισμένο μέτρο µ ∈ Pn έχει μια

ισοτροπική εικόνα ν = µ ◦ S, όπου S : Rn → Rn είναι μια γραμμική απεικόνιση.

Τελείως ανάλογα, αν f είναι μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα με βαρύκεντρο το 0 τότε

η f λέγεται ισοτροπική αν ∫
Rn
〈x, θ〉2f(x) dx = 1

για κάθε θ ∈ Sn−1
. ΄Ενα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn το οποίο

δεν φέρεται από υπερεπίπεδο είναι ισοτροπικό αν και μόνο αν η πυκνότητά του fµ είναι

ισοτροπική λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση.

Παρατήρηση 3.2.1. Συγκρίνοντας τον ορισμό του ισοτροπικού κυρτού σώματος με

εκείνον του ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου βλέπουμε ότι ένα κυρτό σώμα K με

όγκο 1 και βαρύκεντρο το 0 στον Rn είναι ισοτροπικό αν και μόνο αν η συνάρτηση LnK1 1
LK

K

είναι μια ισοτροπική λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση.

Ορισμός 3.2.2 (Γενικός ορισμός της ισοτροπικής σταθεράς). ΄Εστω f μια λογαριθμικά

κοίλη συνάρτηση με πεπερασμένο θετικό ολοκλήρωμα. Τότε, μπορούμε να ορίσουμε τον

πίνακα συνδιακυμάνσεων Cov(f) της f ως τον πίνακα με συντεταγμένες

[Cov(f)]ij :=

∫
Rn xixjf(x) dx∫

Rn f(x) dx
−
∫
Rn xif(x) dx∫
Rn f(x) dx

∫
Rn xjf(x) dx∫
Rn f(x) dx

.

Παρατηρήστε ότι αν η f είναι ισοτροπική τότε ο Cov(f) είναι ο ταυτοτικός πίνακας.

Αν f είναι μια λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση με πεπερασμένο θετικό ολοκλήρωμα, η

ισοτροπική σταθερά της ορίζεται από την:

(3.2.7) Lf :=

(
supx∈Rn f(x)∫

Rn f(x)dx

) 1
n

[det Cov(f)]
1
2n .

Επίσης, αν µ είναι ένα μη εκφυλισμένο πεπερασμένο λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn με

πυκνότητα την fµ ως προς το μέτρο Lebesgue, τότε ορίζουμε την ισοτροπική του σταθερά

θέτοντας Lµ := Lfµ , δηλαδή

(3.2.8) Lµ :=

(
‖µ‖∞∫

Rn fµ(x)dx

) 1
n

[det Cov(µ)]
1
2n ,
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όπου

‖µ‖∞ := sup
x∈Rn

fµ(x)

και Cov(µ) := Cov(fµ).

Με βάση αυτόν τον ορισμό μπορούμε εύκολα να ελέγξουμε ότι η ισοτροπική σταθερά

Lµ είναι αφινικά αναλλοίωτη: έχουμε Lµ = Laµ◦A και Lf = Laf◦A για κάθε αντιστρέψιμο

αφινικό μετασχηματισμό A του Rn και για κάθε θετικό αριθμό a. Παρατηρούμε επίσης ότι:

(i) Ο Ορισμός 3.2.2 συμφωνεί με τον ορισμό που είχαμε δώσει για την ισοτροπική σταθερά

ενός κυρτού σώματος, με την έννοια ότι L1K = LK . ΄Ενας απλός τρόπος για να

το δούμε είναι να υποθέσουμε ότι το K είναι στην ισοτροπική θέση και μετά να

παρατηρήσουμε ότι ‖1K‖∞ = 1,
∫
1K(x) dx = 1 και Cov(1K) = L2

K I.

(ii) Αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn τότε
∫
fµ = 1 και

Cov(µ) = I, απ΄ όπου έπεται ότι Lµ = ‖µ‖1/n∞ . Επιπλέον, αφού το µ έχει εξ ορισμού

βαρύκεντρο το 0, μια ανισότητα του Fradelizi [15] εξασφαλίζει ότι

f(0) 6 ‖f‖∞ 6 enf(0),

συνεπώς Lµ ' (fµ(0))1/n
.

Είναι σχετικά απλό να δεί κανείς ότι οι ισοτροπικές σταθερές όλων των ισοτροπικών

λογαριθμικά κοίλων μέτρων πιθανότητας είναι ομοιόμορφα φραγμένες από κάτω, από μια

σταθερά c > 0 που είναι ανεξάρτητη από την διάσταση: αν f : Rn → [0,∞) είναι μια

ισοτροπική λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα, τότε

Lf = ‖f‖1/n∞ > c,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

3.2.3 ψα�ektim seic

Ορισμός 3.2.3. ΄Εστω (Ω,A, µ) ένας χώρος πιθανότητας και έστω f : Ω → R μια

A-μετρήσιμη συνάρτηση. Για κάθε α > 1 ορίζουμε την ψα νόρμα της f ως εξής:

(3.2.9) ‖f‖ψα := inf

{
t > 0 :

∫
Ω

exp

(
|f(ω)|
t

)α
dµ(ω) 6 2

}
,

αν φυσικά υπάρχουν t > 0 για τους οποίους
∫

Ω
exp

(
|f(ω)|
t

)α
dµ(ω) 6 2.
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Οι ψα-νόρμες είναι μια υποκλάση της οικογένειας των νορμών Orlicz. Κάθε τέτοια νόρ-

μα ορίζεται από μιά άρτια κυρτή συνάρτηση Φ : R → [0,+∞) που ικανοποιεί τις Φ(0) = 0

και limx→∞Φ(x) = +∞. Για κάθε τέτοια συνάρτηση, η μοναδιαία μπάλα του αντίστοι-

χου χώρου Orlicz αποτελείται από όλες τις A-μετρήσιμες συναρτήσεις f για τις οποίες∫
Ω

Φ(f(ω))dω 6 1, η δε νόρμα οποιασδήποτε A-μετρήσιμης συνάρτησης f για την οποία

το παραπάνω ολοκλήρωμα είναι πεπερασμένο, είναι ακριβώς ο μικρότερος θετικός αριθμός κ

για τον οποίον η f/κ ανήκει στη μοναδιαία μπάλα του χώρου. Οι ψα-νόρμες, οι οποίες μας

ενδιαφέρουν εδώ, είναι ακριβώς εκείνες οι νόρμες Orlicz που αντιστοιχούν στις συναρτήσεις

t ∈ R→ e|t|
α − 1.

Το επόμενο Λήμμα δίνει μια ισοδύναμη έκφραση για την ψα νόρμα μέσω των Lq-νορμών.

Λήμμα 3.2.4. ΄Εστω (Ω,A, µ) ένας χώρος πιθανότητας. ΄Εστω α > 1 και f : Ω → R
μια A-μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε,

‖f‖ψα ' sup
p>α

‖f‖Lp(µ)

p1/α
,

όπου οι σταθερές της ισοδυναμίας είναι απόλυτες σταθερές.

Ορισμός 3.2.5. ΄Εστω µ ∈ Pn, α > 1 και θ ∈ Sn−1
. Λέμε ότι το µ ικανοποιεί ψα

εκτίμηση στην διεύθυνση του θ με σταθερά bα = bα(θ) αν

(3.2.10) ‖〈·, θ〉‖ψα 6 bα‖〈·, θ〉‖2.

Λέμε ότι το µ είναι ψα-μέτρο με σταθερά Bα > 0 αν

(3.2.11) sup
θ∈Sn−1

‖〈·, θ〉‖ψα
‖〈·, θ〉‖2

6 Bα.

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 3.2.4 βλέπουμε ότι το µ ικανοποιεί ψα εκτίμηση στην διεύ-

θυνση του θ ∈ Sn−1
με σταθερά bα αν

(3.2.12) ‖〈·, θ〉‖q 6 cbαq
1/α‖〈·, θ〉‖2

για κάθε q > α.

Το επόμενο Λήμμα δίνει άλλη μία περιγραφή της ψα-νόρμας.

Λήμμα 3.2.6. ΄Εστω µ ∈ Pn και έστω α > 1 και θ ∈ Sn−1
.

(i) Αν το µ ικανοποιεί ψα-εκτίμηση με σταθερά b στην διεύθυνση του θ τότε για κάθε

t > 0 έχουμε µ({x : |〈x, θ〉| > t‖〈·, θ〉‖2}) 6 2e−t
a/bα
.
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(ii) Αν µ({x : |〈x, θ〉| > t‖〈·, θ〉‖2}) 6 2e−t
a/bα

για κάποιον b > 0 και για κάθε t > 0

τότε το µ ικανοποιεί ψα-εκτίμηση με σταθερά 6 cb στην διεύθυνση του θ, όπου c > 0

είναι μια απόλυτη σταθερά.

Το επόμενο βασικό λήμμα του Borell ισχύει στο γενικό πλαίσιο των λογαριθμικά κοίλων

μέτρων πιθανότητας.

Λήμμα 3.2.7. ΄Εστω µ ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο στην κλάση Pn. Για κάθε συμμε-
τρικό κλειστό κυρτό υποσύνολο A του Rn με µ(A) = α ∈ (0, 1) και για κάθε t > 1 έχουμε

(3.2.13) 1− µ(tA) 6 α

(
1− α
α

) t+1
2

.

Συνέπεια του λήμματος του Borell είναι το γεγονός ότι κάθε λογαριθμικά κοίλο μέτρο

µ ∈ Pn είναι ψ1-μέτρο (σε κάθε διεύθυνση) με μια απόλυτη σταθερά.

Θεώρημα 3.2.8. ΄Εστω µ ∈ Pn λογαριθμικά κοίλο. Αν η f : Rn → R είναι ημινόρμα
τότε για κάθε q > p > 1 έχουμε(∫

Rn
|f |p dµ

)1/p

6

(∫
Rn
|f |q dµ

)1/q

6 c
q

p

(∫
Rn
|f |p dµ

)1/p

,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Παρατηρήσεις 3.2.9. (α) Οι συναρτήσεις x 7→ |〈x, θ〉|, θ ∈ Sn−1
, ικανοποιούν τις

υποθέσεις του Θεωρήματος 3.2.8. Συνεπώς,

(3.2.14) ‖〈·, θ〉‖q 6 cq‖〈·, θ〉‖1

για κάθε θ ∈ Sn−1
και q > 1, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. ΄Επεται ότι

(3.2.15) ‖〈·, θ〉‖ψ1
6 c‖〈·, θ〉‖1

για κάθε θ ∈ Sn−1
. Το γεγονός αυτό παίζει πολύ βασικό ρόλο στα επόμενα.

3.3 H eikasÐa thc isotropik c stajer�c

΄Οπως είδαμε στο Κεφάλαιο 1, το πρώτο βασικό ανοικτό πρόβλημα για την γεωμετρία των

λογαριθμικά κοίλων μέτρων πιθανότητας είναι αν υπάρχει ομοιόμορφο άνω φράγμα, ανεξάρ-

τητο από την διάσταση, για τις ισοτροπικές σταθερές τους.
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Εικασία 3.3.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 ώστε

LK 6 C

για κάθε n > 1 και για κάθε κεντραρισμένο κυρτό σώμα K στον Rn. Ισοδύναμα, αν K
είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn τότε∫

K

〈x, θ〉2dx 6 C2

για κάθε θ ∈ Sn−1
.

Γενικότερα, υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 ώστε

Lµ 6 C

για κάθε n > 1 και για κάθε κεντραρισμένο λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον

Rn. Ισοδύναμα, αν f : Rn → [0,∞) είναι μια ισοτροπική λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα,

τότε

f(0)1/n 6 C,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Αφετηρία της Εικασίας 3.3.1 είναι η λεγόμενη εικασία του υπερεπιπέδου, η οποία ρωτάει

αν κάθε κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 έχει τουλάχιστον μία τομή με (n−1)-διάστατο

υπόχωρο η οποία να έχει όγκο μεγαλύτερο από μια απόλυτη σταθερά c > 0. Η σύνδεση

γίνεται φανερή από το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.3.2. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε θ ∈ Sn−1

έχουμε
c1
LK

6 |K ∩ θ⊥| 6 c2
LK

,

όπου c1, c2 > 0 απόλυτες σταθερές.

Από το Θεώρημα 3.3.2 γίνεται φανερή η σχέση της εικασίας της ισοτροπικής σταθεράς

με την ακόλουθη:

Εικασία 3.3.3 (εικασία του υπερεπιπέδου). Υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 με την

εξής ιδιότητα: αν K είναι ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn τότε υπάρχει
θ ∈ Sn−1

ώστε

(3.3.1) |K ∩ θ⊥| > c.
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Υποθέτουμε ότι η εικασία του υπερεπιπέδου ισχύει. Αν το K είναι ισοτροπικό, το

Θεώρημα 3.3.2 δείχνει ότι όλες οι τομές K ∩ θ⊥ έχουν όγκο φραγμένο από c2/LK . Αφού

η (3.3.1) πρέπει να ισχύει για τουλάχιστον ένα θ ∈ Sn−1
, συμπεραίνουμε ότι LK 6 c2/c.

Αντίστροφα, αποδεικνύεται ότι αν υπάρχει απόλυτο άνω φράγμα για την ισοτροπική σταθερά

τότε ισχύει η εικασία του υπερεπιπέδου.

΄Ετσι, η εικασία του υπερεπιπέδου ρωτάει, ισοδύναμα, αν υπάρχει απόλυτη σταθερά

C > 0 με την ιδιότητα

(3.3.2) Ln := max{LK : K ισοτροπικό στον Rn} 6 C

για κάθε n > 1. Ο Bourgain απέδειξε στο [8] ότι Ln 6 c 4
√
n logn, και ο Klartag [29] έδωσε

το φράγμα Ln 6 c 4
√
n. Μια δεύτερη απόδειξη του φράγματος του Klartag δίνεται στο [31].

3.4 Lq-kentroeid  s¸mata

Ορισμός 3.4.1. ΄ΕστωK ένα κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε q > 1 ορίζουμε το

Lq-κεντροειδές σώμα Zq(K) του K να είναι το συμμετρικό κυρτό σώμα που έχει συνάρτηση

στήριξης την

hZq(K)(y) = ‖〈·, y〉‖Lq(K) =

(∫
K

|〈x, y〉|qdx
)1/q

.

Από την ανισότητα Hölder είναι φανερό ότι αν 1 6 p 6 q 6 ∞ τότε Zp(K) ⊆ Zq(K) ⊆
Z∞(K) := conv(K∪(−K)). Παρατηρήστε ότι Zq(T (K)) = T (Zq(K)) για κάθε T ∈ SL(n)

και για κάθε q > 1. Επίσης, ένα κυρτό σώμα K που έχει όγκο 1 και βαρύκεντρο το 0 είναι

ισοτροπικό αν το Z2(K) είναι πολλαπλάσιο της μοναδιαίας Ευκλείδειας μπάλας.

Ο ορισμός επεκτείνεται φυσιολογικά στο πλαίσιο των λογαριθμικά κοίλων μέτρων πιθα-

νότητας. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) μια λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση με
∫
f = 1. Για κάθε

q > 1 ορίζουμε το Lq-κεντροειδές σώμα Zq(f) της f να είναι το συμμετρικό κυρτό σώμα

με συνάρτηση στήριξης την

hZq(f)(y) :=

(∫
Rn
|〈x, y〉|qf(x) dx

)1/q

.

Αντίστοιχα, αν µ είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn, ορίζουμε

hZq(µ)(y) :=

(∫
Rn
|〈x, y〉|q dµ(x)

)1/q

.

Παρατηρήστε ότι αν το µ έχει πυκνότητα fµ ως προς το μέτρο Lebesgue τότε Zq(µ) =

Zq(fµ).
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΄Οπως και στην περίπτωση των κυρτών σωμάτων, το Zq(µ) είναι συμμετρικό κυρτό

σώμα και έχουμε Zq(T ◦ µ) = T (Zq(µ)) για κάθε T ∈ SL(n) και για κάθε q > 1. Μια

κεντραρισμένη λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα f είναι ισοτροπική αν Z2(f) = Bn2 .

΄Εστω K ένα κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Τότε, από το Θεώρημα 3.2.8, για κάθε

1 6 p < q έχουμε

Zp(K) ⊆ Zq(K) ⊆ c1q

p
Zp(K),

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Αν το K έχει βαρύκεντρο στο 0, τότε

Zq(K) ⊇ c2Z∞(K)

για κάθε q > n, όπου c2 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Αυτό προκύπτει από την ανισότητα∫
K

|〈x, θ〉|qdx >
Γ(q + 1)Γ(n)

2eΓ(q + n+ 1)
max

{
hqK(θ), hqK(−θ)

}
,

η οποία ισχύει για κάθε θ ∈ Sn−1
και για κάθε q > 1. Από αυτήν βλέπουμε ότι αν q > n

τότε

‖〈·, θ〉‖q ' max{hK(θ), hK(−θ)},

δηλαδή Zq(K) ⊇ cZ∞(K).

Εντελώς ανάλογο αποτέλεσμα ισχύει για λογαριθμικά κοίλα μέτρα: αν µ είναι ένα λο-

γαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn με πυκνότητα f τότε για κάθε 1 6 p < q

έχουμε

Zp(f) ⊆ Zq(f) ⊆ cq

p
Zp(f),

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Ο ασυμπτωτικός τύπος της επόμενης Πρότασης (βλέπε [52]) είναι πολύ χρήσιμος.

Πρόταση 3.4.2. ΄Εστω f μια κεντραρισμένη λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα στον Rn.
Τότε,

(3.4.1)
c1

f(0)1/n
6 |Zn(f)|1/n 6

c2
f(0)1/n

,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.
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3.4.1 Perij¸riec katanomèc kai probolèc

Ορισμός 3.4.3. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) ολοκληρώσιμη συνάρτηση. ΄Εστω ακέραιος

1 6 k < n και έστω F ∈ Gn,k. Η περιθώρια συνάρτηση πF (f) : F → [0,∞) της f ως προς

F ορίζεται ως εξής:

(3.4.2) πF (f)(x) :=

∫
x+F⊥

f(y)dy.

Γενικότερα, για κάθε µ ∈ Pn ορίζουμε την περιθώρια κατανομή του µ ως προς τον k-

διάστατο υπόχωρο F θέτοντας

πF (µ)(A) := µ(P−1
F (A))

για κάθε Borel υποσύνολο A του F . Αν το µ έχει (λογαριθμικά κοίλη) πυκνότητα fµ τότε

οι δύο ορισμοί συμφωνούν. Μπορούμε να δούμε ότι

fπF (µ) = πF (fµ)

σχεδόν παντού. Πράγματι, για κάθε Borel υποσύνολο A του F , έχουμε

πF (µ)(A) = µ(P−1
F (A)) =

∫
fµ(x)1A(PFx) dx(3.4.3)

=

∫
F

∫
F⊥

fµ(x+ y)1A(x) dy dx,

από το θεώρημα Fubini. Με μια αλλαγή μεταβλητής βλέπουμε ότι

πF (µ)(A) =

∫
A

(∫
x+F⊥

fµ(y) dy

)
dx =

∫
A

πF (fµ)(x) dx.

Η επόμενη Πρόταση περιγράφει κάποιες βασικές ιδιότητες των περιθώριων κατανομών.

Πρόταση 3.4.4. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) ολοκληρώσιμη συνάρτηση και έστω F ∈ Gn,k.

(i) Αν η f είναι άρτια, τότε και η πF (f) είναι άρτια.

(ii) ΄Εχουμε ∫
F

πF (f)(x) dx =

∫
Rn
f(x) dx.

(iii) Για κάθε μετρήσιμη συνάρτηση g : F → R έχουμε∫
Rn
g(PFx)f(x) dx =

∫
F

g(x)πF (f)(x) dx.
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(iv) Για κάθε θ ∈ SF ,

(3.4.4)

∫
F

〈x, θ〉πF (f)(x)dx =

∫
Rn
〈x, θ〉f(x)dx.

Ειδικότερα, αν η f είναι κεντραρισμένη τότε, για κάθε F ∈ Gn,k η πF (f) είναι

κεντραρισμένη.

(v) Για κάθε p > 0 και για κάθε θ ∈ SF ,∫
Rn
|〈x, θ〉|pf(x)dx =

∫
F

|〈x, θ〉|pπF (f)(x)dx.

Ειδικότερα, αν η f είναι ισοτροπική, τότε και η πF (f) είναι ισοτροπική.

(vi) Αν η f είναι λογαριθμικά κοίλη, τότε και η πF (f) είναι λογαριθμικά κοίλη.

Αντίστοιχα συμπεράσματα έχουμε για οποιοδήποτε μέτρο µ ∈ Pn.

3.4.2 Probolèc tou Zq(f)

Μια βασική παρατήρηση του Παούρη στο [51] είναι ότι κάθε προβολή του Lq-κεντροειδούς

σώματος μιας πυκνότητας f συμπίπτει με το Lq-κεντροειδές σώμα της αντίστοιχης περιθώ-

ριας πυκνότητας της f . Η απόδειξη είναι άμεση εφαρμογή του θεωρήματος Fubini.

Θεώρημα 3.4.5. ΄Εστω f : Rn → [0,∞) πυκνότητα στον Rn. Για κάθε 1 6 k 6 n και

για κάθε F ∈ Gn,k και q > 1, έχουμε

(3.4.5) PF (Zq(f)) = Zq(πF (f)).

Απόδειξη. Για κάθε q > 1 και για κάθε θ ∈ SF , έχουμε∫
Rn
|〈x, θ〉|qf(x)dx =

∫
F

|〈x, θ〉|qπF (f)(x)dx,

διότι 〈x, θ〉 = 〈PF (x), θ〉 για κάθε x ∈ Rn. Ισοδύναμα,

hZq(f)(θ) = hZq(πF f)(θ),

για κάθε θ ∈ SF , και το συμπέρασμα προκύπτει από την παρατήρηση ότι hPF (Zq(f))(θ) =

hZq(f)(θ) για κάθε θ ∈ SF . 2
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΄Εστω f μια κεντραρισμένη λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα στον Rn. Τότε, για κάθε

F ∈ Gn,k, η συνάρτηση πF (f) είναι μια κεντραρισμένη λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα στον

F . Μπορούμε λοιπόν να εφαρμόσουμε την Πρόταση 3.4.2 για την πF (f). ΄Επεται ότι

c1
πF (f)(0)1/k

6 |Zk(πF (f))|1/k 6
c2

πF (f)(0)1/k
.

Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα με την (3.4.5) έχουμε αποδείξει το εξής.

Θεώρημα 3.4.6. ΄Εστω f μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα με bar(f) = 0 στον Rn.
Τότε, για κάθε 1 6 k < n και για κάθε F ∈ Gn,k, έχουμε

(3.4.6) c1 6 [πF (f)(0)]
1
k |PF (Zk(f))| 1k 6 c2,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

3.5 Ektim seic meg�lwn apoklÐsewn gia thn Eu-

kleÐdeia nìrma

Η ακόλουθη ανισότητα συγκέντρωσης αποδείχθηκε από τον Παούρη στο [51].

Θεώρημα 3.5.1 (Παούρης). ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανό-

τητας στον Rn. Τότε,

(3.5.1) µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 > ct
√
n}) 6 exp

(
−t
√
n
)

για κάθε t > 1, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.1 συνδέεται με την συμπεριφορά των ροπών της συ-

νάρτησης x 7→ ‖x‖2. Για κάθε q > 1 ορίζουμε

Iq(µ) =

(∫
Rn
‖x‖q2dµ(x)

)1/q

.

΄Οπως είδαμε, από το λήμμα του Borell έπονται οι παρακάτω ανισότητες τύπου Khintchine.

Λήμμα 3.5.2. Για κάθε y ∈ Rn και για κάθε p, q > 1 έχουμε

‖〈·, y〉‖pq 6 c1q‖〈·, y〉‖p,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Επίσης, αφού η ‖x‖2 είναι νόρμα, για κάθε p, q > 1

έχουμε

Ipq(K) 6 c1qIp(K).
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Ειδικότερα, έχουμε

(3.5.2) Iq(µ) 6 c1qI2(µ)

για κάθε q > 2. Ο Παούρης απέδειξε την εξής ανισότητα.

Θεώρημα 3.5.3 (Παούρης). Υπάρχουν απόλυτες σταθερές c3, c4 > 0 με την εξής ι-

διότητα: αν µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn, τότε

(3.5.3) Iq(µ) 6 c4I2(µ)

για κάθε q 6 c3
√
n.

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.1. Υποθέτοντας ότι έχουμε δείξει το Θεώρημα

3.5.3, θεωρούμε ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn. Από την

ανισότητα του Markov, για κάθε q > 2 έχουμε

µ({‖x‖2 > e3Iq(µ)}) 6 e−3q.

Τότε, από το Λήμμα του Borell παίρνουμε

µ({‖x‖2 > e3Iq(µ)s}) 6 (1− e−3q)

(
e−3q

1− e−3q

)(s+1)/2

6 e−qs

για κάθε s > 1. Επιλέγοντας q = c3
√
n, και χρησιμοποιώντας την (3.5.3), βλέπουμε ότι

µ({‖x‖2 > c4e
3I2(µ)s}) 6 exp(−c3

√
ns)

για κάθε s > 1. Αφού το µ είναι ισοτροπικό, έχουμε I2(µ) =
√
n. Αυτό αποδεικνύει το

θεώρημα. 2

Πρόγονος του Θεωρήματος 3.5.3 είναι ένα θεώρημα του Alesker το οποίο περιγράφουμε

στην επόμενη ενότητα.

3.5.1 ψ2-ektÐmhsh gia thn EukleÐdeia nìrma

Το θεώρημα του Alesker ισχυρίζεται ότι η Ευκλείδεια νόρμα, σαν συνάρτηση ορισμένη σε

ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα, ικανοποιεί ψ2-εκτίμηση.
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Θεώρημα 3.5.4. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Αν f(x) = ‖x‖2, τότε

‖f‖Lψ2 (K) 6 c
√
nLK ,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Θα χρησιμοποιήσουμε το εξής λήμμα.

Λήμμα 3.5.5. ΄Εστω K ένα κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn με βαρύκεντρο στο 0. Για

κάθε q > 1, (∫
Sn−1

∫
K

|〈x, θ〉|qdxdσ(θ)

)1/q

'
√
q

√
n+ q

(∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

.

Απόδειξη. Για κάθε q > 1 και για κάθε x ∈ Rn ελέγχουμε ότι

(3.5.4)

(∫
Sn−1

|〈x, θ〉|qdσ(θ)

)1/q

'
√
q

√
n+ q

‖x‖2.

Απλή εφαρμογή του θεωρήματος του Fubini ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.4. Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε q > 1 ισχύει(∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

6 c1
√
q
√
nLK

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Γνωρίζουμε ότι για κάθε θ ∈ Sn−1∫
K

|〈x, θ〉|qdx 6 cq2q
qLqK .

Ολοκληρώνοντας στην σφαίρα παίρνουμε∫
Sn−1

∫
K

|〈x, θ〉|qdxdσ(θ) 6 cq2q
qLqK .

Χρησιμοποιώντας και το Λήμμα 3.5.5 βλέπουμε ότι(∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

6 c3q

√
n+ q

q
LK 6 c4

√
q
√
nLK ,

αν υποθέσουμε ότι q 6 n. Από την άλλη πλευρά, στην περίπτωση που q > n, χρησιμο-

ποιώντας το σχετικά απλό φράγμα R(K) 6 (n+ 1)LK για την περιγεγραμμένη ακτίνα του

K, παίρνουμε (∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

6 c5nLK 6 c5
√
q
√
nLK .
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουμε το ζητούμενο. 2

Με εφαρμογή της ανισότητας Markov βλέπουμε ότι υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 με

την εξής ιδιότητα: αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn τότε

|{x ∈ K : ‖x‖2 > c
√
nLKs}| 6 2 exp(−s2)

για κάθε s > 0.

3.5.2 H anisìthta tou PaoÔrh

Για την απόδειξη θα χρειαστεί πρώτα να εισάγουμε κάποιες παραμέτρους οι οποίες μας

επιτρέπουν να μελετήσουμε σε βάθος την οικογένεια των Lq-κεντροειδών σωμάτων του µ.

΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Ορίζουμε k∗(C) τον μεγαλύτερο φυσικό

k 6 n για τον οποίον

µn,k

({
F ∈ Gn,k :

w(C)

2
‖x‖2 6 hC(x) 6 2w(C)‖x‖2, x ∈ F

})
>

n

n+ k
.

Η διάσταση k∗(C) προσδιορίζεται πλήρως από τις παραμέτρους w(C) και R(C).

Θεώρημα 3.5.6 (Milman–Schechtman). Υπάρχουν c1, c2 > 0 ώστε

c1n
w(C)2

R(C)2
6 k∗(C) 6 c2n

w(C)2

R(C)2

για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον Rn.

Για κάθε p 6= 0 ορίζουμε

wp(C) =

(∫
Sn−1

hpC(θ)σ(dθ)

)1/p

.

Παρατηρήστε ότι το w1(C) = w(C) είναι το μέσο πλάτος του C. Οι παράμετροι wp μελε-

τήθηκαν από τους Litvak, Milman και Schechtman στην εργασία [36].

Θεώρημα 3.5.7. Υπάρχουν σταθερές c1, c2, c3 > 0 ώστε για κάθε συμμετρικό κυρτό

σώμα C στον Rn να ισχύουν τα εξής:

(i) Αν 1 6 q 6 k∗(C) τότε w(C) 6 wq(C) 6 c1w(C).

(ii) Αν k∗(C) 6 q 6 n τότε c2
√
q/nR(C) 6 wq(C) 6 c3

√
q/nR(C).

Επίσης, από τον ορισμό της παραμέτρου k∗(C) παίρνουμε:
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Θεώρημα 3.5.8. Υπάρχουν c1, c2 > 0 ώστε: αν 1 6 k 6 k∗(C) τότε ο τυχαίος F ∈ Gn,k
ικανοποιεί την

c1w(C)BF ⊆ PF (C) ⊆ c2w(C)BF

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1/2.

Οι q-ροπές της Ευκλείδειας νόρμας ως προς το µ συνδέονται με τα Lq-κεντροειδή σώματα

του µ μέσω του επόμενου Λήμματος, το οποίο είναι απλή επαναδιατύπωση του Λήμματος

3.5.5.

Λήμμα 3.5.9. ΄Εστω µ ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn. Για κάθε
q > 1 έχουμε

wq(Zq(µ)) = an,q

√
q

q + n
Iq(µ)

όπου an,q ' 1.

Κεντρικό ρόλο στην δουλειά του Παούρη παίζει η επόμενη παράμετρος.

Ορισμός 3.5.10. ΄Εστω µ ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το

0 στον Rn. Ορίζουμε

q∗(µ) = max{q > 2 : k∗(Zq(µ)) > q}.

Θα χρειαστούμε ένα κάτω φράγμα για το q∗(µ). Το φράγμα που θα δώσουμε εξαρτάται

από την ψ1-συμπεριφορά των γραμμικών συναρτησοειδών ως προς το µ. Θυμηθείτε ότι αν

µ είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το 0 στον Rn τότε

Zq(µ) ⊆ Cq Z2(µ)

για κάθε q > 2. Ειδικότερα, αν το µ είναι ισοτροπικό, παίρνουμε

(3.5.5) R(Zq(µ)) 6 Cq R(Z2(µ)) = Cq

για κάθε q > 2.

Λήμμα 3.5.11. Υπάρχουν απόλυτες σταθερές c1, c2 > 0 με την εξής ιδιότητα: αν µ

είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το 0 στον Rn τότε, για κάθε
n > q > q∗(µ),

c1R(Zq(µ)) 6 Iq(µ) 6 c2R(Zq(µ)).
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Απόδειξη. ΄Εστω n > q > q∗(µ). Από τον ορισμό του q∗(µ) έχουμε q > k∗(Zq(µ)), και

από το Λήμμα 3.5.7 (ii) παίρνουμε

c3

√
q

n
R(Zq(µ)) 6 wq(Zq(µ)) 6 c4

√
q

n
R(Zq(µ)).

Τώρα, από το Λήμμα 3.5.9 έχουμε

wq(Zq(µ)) = an,q

√
q

q + n
Iq(µ).

Αυτό αποδεικνύει τον πρώτο ισχυρισμό. Για τον δεύτερο, χρησιμοποιούμε την (3.5.5) και

το γεγονός ότι R(Z2(µ)) = 1 αν το µ είναι ισοτροπικό. 2

Πρόταση 3.5.12. Υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 με την εξής ιδιότητα: αν µ είναι ένα

λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το 0 στον Rn τότε

q∗(µ) > c
√
k∗(Z2(µ)).

Απόδειξη. Θέτουμε q∗ := q∗(µ). Από το Λήμμα 3.5.7 (i), το Λήμμα 3.5.9, την ανισότητα

Hölder και την παρατήρηση ότι I2(µ) = w2(Z2(µ)) (η οποία ελέγχεται εύκολα) παίρνουμε

w(Zq∗(µ)) > c1wq∗(Zq∗(µ)) = c1an,q∗

√
q∗

n+ q∗
Iq∗(µ) > c1an,q∗

√
q∗

n+ q∗
I2(µ)(3.5.6)

= c1an,q∗

√
q∗

n+ q∗

√
nw2(Z2(µ)).

Με άλλα λόγια,

(3.5.7) w(Zq∗(µ)) > c2
√
q∗w(Z2(µ)).

Αφού R(Zq∗(µ)) 6 Cq∗R(Z2(µ)), χρησιμοποιώντας τον ορισμό του q∗ και το Θεώρημα

3.5.6 γράφουμε

q∗ + 1 > k∗(Zq∗(µ)) > c3n

(
w(Zq∗(µ))

R(Zq∗(µ))

)2

(3.5.8)

> c3n
c22q∗
C2q2

∗

w2(Z2(µ))

R2(Z2(µ))
= c5

k∗(Z2(µ))

q∗
.

΄Ετσι, καταλήγουμε στην q∗(µ) > c
√
k∗(Z2(µ)) για κάποια (απόλυτη) σταθερά c > 0. 2

Παρατηρήστε ότι αν το µ είναι ισοτροπικό τότε k∗(Z2(µ)) = n. ΄Ετσι, παίρνουμε το

εξής:
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Πόρισμα 3.5.13. Υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 με την εξής ιδιότητα: για κάθε

ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ στον Rn,

q∗(µ) > c
√
n.

Ορισμός 3.5.14. ΄Εστω µ ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το

0 στον Rn. Επεκτείνουμε τον ορισμό του Iq(µ), επιτρέποντας αρνητικές τιμές του q, με τον

προφανή τρόπο: για κάθε q ∈ (−n,∞), q 6= 0, ορίζουμε

Iq(µ) :=

(∫
Rn
‖x‖q2dµ(x)

)1/q

.

Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της παραγράφου είναι ένα δεύτερο θεώρημα του Παούρη

[52] το οποίο ταυτόχρονα αποδεικνύει το Θεώρημα 3.5.3, άρα και το Θεώρημα 3.5.1.

Θεώρημα 3.5.15. ΄Εστω µ ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας με βαρύκεντρο το

0 στον Rn. Για κάθε ακέραιο 1 6 k 6 q∗(µ) έχουμε

I−k(µ) ' Ik(µ).

Ειδικότερα, το Θεώρημα αυτό δείχνει ότι για κάθε k 6 q∗(µ) έχουμε Ik(µ) 6 CI2(µ),

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Αυτός ακριβώς ήταν ο ισχυρισμός του Θεωρήματος

3.5.3.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.15 θα χρειαστούμε το B-θεώρημα των Cordero-

Erausquin, Fradelizi και Maurey [13].

Θεώρημα 3.5.16. ΄Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση

t 7→ γn(etK)

είναι λογαριθμικά κοίλη στο R.

Θα χρειαστεί επίσης να ορίσουμε μία ακόμα παράμετρο, που θα παίξει τον ρόλο της

k∗(C) σε σχέση με τις αρνητικές ροπές.

Ορισμός 3.5.17. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Ορίζουμε

d∗(C) = min

{
− log σ

({
x ∈ Sn−1 : hC(x) 6

w(C)

2

})
, n

}
.
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Η παράμετρος d∗ ορίστηκε στο [33], όπου επίσης αποδείχτηκε ότι η d∗(C) είναι πάντα

μεγαλύτερη από k∗(C): αν C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

d∗(C) > ck∗(C),

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισμού παρατηρούμε

ότι, από την σφαιρική ισοπεριμετρική ανισότητα,

σ({x ∈ Sn−1 : |hC(x)− w(C)| > tw(C)}) 6 exp(−ct2k∗(C))

για κάθε t > 0. Επιλέγοντας t = 1/2 έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 3.5.18. Για κάθε 0 < ε < 1
2 έχουμε

σ({x ∈ Sn−1 : hC(x) < εw(C)}) < (c1ε)
c2d∗(C) 6 (c1ε)

c3k∗(C),

όπου c1, c2, c3 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Το Θεώρημα 3.5.18 έχει σαν συνέπεια τις ακόλουθες αντίστροφες ανισότητες Hölder.

Πόρισμα 3.5.19. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, για κάθε
0 < q < c1d∗(C),

c2w(C) 6

(∫
Sn−1

1

hqC(x)
dσ(x)

)−1/q

6 c3w(C).

Με άλλα λόγια, για κάθε 0 < q < c1d∗(C) ισχύει

w−q(C) ' w(C).

Απόδειξη. Η δεξιά ανισότητα προκύπτει εύκολα από την ανισότητα Hölder. Για την αριστερή

ανισότητα χρησιμοποιούμε ολοκλήρωση κατά μέρη σε συνδυασμό με τις εκτιμήσεις του

προηγούμενου θεωρήματος. 2

Ειδικότερα, αφού d∗(C) > ck∗(C), έχουμε πάντα το εξής.

Θεώρημα 3.5.20. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, wq(C) '
w−q(C) για κάθε 1 6 q 6 k∗(C).

Απόδειξη. Από το θεώρημα των Litvak, Milman και Schechtman έχουμε wq(C) ' w(C)

για κάθε q 6 k∗(C). Από το Θεώρημα 3.5.19 παίρνουμε w−q(C) ' w(C) για κάθε q <

k∗(C). Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε το συμπέρασμα. 2

Μπορούμε τώρα να περάσουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.15, η οποία βασίζεται

σε δύο ταυτότητες:
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Πρόταση 3.5.21. ΄Εστω f μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα με βαρύκεντρο το 0 στον

Rn και έστω 1 6 k < n ένας θετικός ακέραιος. Τότε,

(3.5.9) I−k(f) = cn,k

(∫
Gn,k

πF (f)(0)dνn,k(F )

)−1/k

,

όπου

cn,k =

(
(n− k)ωn−k

nωn

)1/k

'
√
n.

Απόδειξη. ΄Εστω 1 6 k < n. Τότε, έχουμε∫
Gn,k

πF (f)(0) dνn,k(F )

=

∫
Gn,n−k

πE⊥(f)(0) dνn,n−k(E)

=

∫
Gn,n−k

∫
E

f(y) dy dνn,n−k(E)

=

∫
Gn,n−k

(n− k)ωn−k

∫
SE

∫ ∞
0

rn−k−1f(rθ) dr dσE(θ) dνn,n−k(E)

=
(n− k)ωn−k

nωn
nωn

∫
Sn−1

∫ ∞
0

rn−k−1f(rθ) dr dσ(θ)

=
(n− k)ωn−k

nωn

∫
Rn
‖x‖−k2 f(x) dx =

(n− k)ωn−k
nωn

I−k−k (f).

΄Επεται ότι

I−k(f) =

(
(n− k)ωn−k

nωn

)1/k
(∫

Gn,k

πF (f)(0) dνn,k(F )

)−1/k

.

Ελέγχοντας ότι cn,k =
(

(n−k)ωn−k
nωn

)1/k

'
√
n ολοκληρώνουμε την απόδειξη. 2

Πρόταση 3.5.22. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn και έστω 1 6 k < n

ένας θετικός ακέραιος. Τότε,

(3.5.10) w−k(C) '
√
k

(∫
Gn,k

|PFC|−1dνn,k(F )

)− 1
k

.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Blaschke-Santaló και την αντίστροφη ανισότητα

Santaló, γράφουμε

w−1
−k(C) =

(∫
Sn−1

1

hkC(θ)
dσ(θ)

)1/k

(3.5.11)

=

(
1

ωk

∫
Gn,k

ωk

∫
SF

1

‖θ‖k(PFC)◦
dσ(θ)dνn,k(F )

)1/k

=

(∫
Gn,k

|(PF (C))◦|
|Bk2 |

dνn,k(F )

)1/k

'

(∫
Gn,k

|Bk2 |
|PF (C)|

dνn,k(F )

)1/k

,

απ΄ όπου έπεται το συμπέρασμα. 2

΄Εστω τώρα f μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα με βαρύκεντρο το 0 στον Rn. Θεωρούμε

έναν ακέραιο 1 6 k < n και κάποιον F ∈ Gn,k. Από το Θεώρημα 3.4.6, έχουμε

1

|PF (Zk(f))|1/k
' πF (f)(0)1/k.

Συνδυάζοντας τις προηγούμενες δύο Προτάσεις παίρνουμε το εξής.

Θεώρημα 3.5.23. ΄Εστω f μια λογαριθμικά κοίλη πυκνότητα με βαρύκεντρο το 0 στον

Rn. Για κάθε ακέραιο 1 6 k < n έχουμε

w−k(Zk(f)) '
√
k

(∫
Gn,k

πF (f)(0)dνn,k(F )

)− 1
k

και

(3.5.12) I−k(f) '
√
n

k
w−k(Zk(f)).

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.5.15. Θυμηθείτε ότι, για κάθε 1 6 k < n,

(3.5.13) wk(Zk(µ)) '
√
k/n Ik(µ).

Από την άλλη πλευρά, από την (3.5.12) βλέπουμε ότι

w−k(Zk(µ)) '
√
k/n I−k(µ).
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Θέτουμε k0 = bq∗c, όπου q∗ = q∗(µ). Τότε,

(3.5.14) k∗(Zk0(µ)) ' k∗(Zq∗(µ)) > c1q∗ > c1k0.

Από το Θεώρημα 3.5.20 έχουμε

(3.5.15) w−k(Zk0(µ)) ' wk(Zk0(µ))

για κάθε 1 6 k 6 c2k∗(Zk0(µ)), και η (3.5.14) δείχνει ότι η (3.5.15) ισχύει για κάθε k 6

c3q∗(µ). Θέτοντας k1 = bc3q∗(µ)c ' k0, και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι Zk0(µ) '
Zk1(µ), παίρνουμε

(3.5.16) w−k1(Zk1(µ)) ' wk1(Zk1(µ)).

Είναι τώρα φανερό ότι I−k1(µ) ' Ik1(µ) και αφού k1 ' q∗(µ) βλέπουμε ότι η q 7→ Iq(µ)

είναι «σταθερή» για τα 1 6 |q| 6 cq∗(µ). 2

Από το Θεώρημα 3.5.15 προκύπτει μια εκτίμηση για το μέτρο μικρής μπάλας, αν χρησιμο-

ποιήσουμε την ανισότητα του Markov και το γεγονός ότι q∗(µ) > c
√
n για κάθε ισοτροπικό

λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ.

Θεώρημα 3.5.24. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον

Rn. Τότε, για κάθε 0 < ε < ε0 έχουμε

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 < ε
√
n}) 6 εc

√
n,

όπου ε0, c > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Απόδειξη. ΄Εστω 1 6 k 6 q∗(µ). Γράφουμε

µ({x ∈ Rn : ‖x‖2 < εI2(µ)}) 6 µ({x : ‖x‖2 < c1εI−k(µ)})

6 (c1ε)
k 6 εk/2,

για κάθε 0 < ε < c−2
1 και k 6 q∗(µ). Αφού q∗(µ) > c2

√
n, έπεται το συμπέρασμα με

ε0 = c−2
1 και c = c2/2. 2

3.6 H eikasÐa tou leptoÔ daktulÐou

΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn. Από τα αποτελέ-

σματα του Παούρη, με q '
√
n, προκύπτει μια εκτίμηση του μέτρου σε έναν «όχι και τόσο

λεπτό» δακτύλιο γύρω από την ακτίνα
√
n: έχουμε

µ({x ∈ Rn : c
√
n 6 ‖x‖2 < C

√
n}) > 1− on(1),
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όπου 0 < c < 1 < C είναι απόλυτες σταθερές.

Η εικασία του λεπτού δακτυλίου είναι το ερώτημα αν υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0

με την εξής ιδιότητα: για κάθε n > 1 και για κάθε ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µ

στον Rn ισχύει

σ2
µ := Eµ(‖x‖2 −

√
n)2 6 C2.

Από μια τέτοια ανισότητα θα προέκυπτε πολύ ισχυρότερη εκτίμηση του μέτρου σε έναν «λε-

πτό» δακτύλιο γύρω από την ακτίνα
√
n. Το καλύτερο γνωστό αποτέλεσμα οφείλεται στους

Guédon και E. Milman. Πολλές από τις ιδέες της απόδειξης βασίζονται σε προηγούμενες

δουλειές του Klartag (που ήταν ο πρώτος που έδωσε ασθενέστερη αλλά γενική εκτίμηση)

και του Fleury.

Θεώρημα 3.6.1. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Ισχύει

(3.6.1) µ
({
x :
∣∣ ‖x‖2 −√n∣∣ > t

√
n
})

6 C exp(−c
√
nmin(t3, t))

για κάθε t > 0, όπου C, c > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Ειδικότερα,

(3.6.2)

√
Varµ(‖x‖2) 6 Cn1/3.

Από το Θεώρημα 3.6.1 προκύπτει μια εκτίμηση μεγάλων αποκλίσεων η οποία συμπλη-

ρώνει την ανισότητα του Παούρη.

Θεώρημα 3.6.2. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Ισχύει

(3.6.3) µ
(
{x : ‖x‖2 > (1 + t)

√
n}
)
6 exp(−c

√
nmin(t3, t))

για κάθε t > 0, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Από το Θεώρημα 3.6.1 προκύπτει επίσης μια εκτίμηση για το μέτρο σε μικρές μπάλες.

Θεώρημα 3.6.3. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Ισχύει

(3.6.4) µ
(
{x : ‖x‖2 6 (1− t)

√
n}
)
6 exp

(
−c1
√
nmin

(
t3, log

c2
1− t

))
για κάθε t ∈ (0, 1), όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

΄Ολα τα παραπάνω θεωρήματα είναι συνέπειες του εξής θεωρήματος το οποίο αφορά την

συμπεριφορά της συνάρτησης q 7→ Iq(µ) και είναι στο ίδιο πνεύμα με τα αποτελέσματα της

προηγούμενης παραγράφου.
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Θεώρημα 3.6.4. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Αν 1 6

|q − 2| 6 c1n
1/6
τότε

(3.6.5) 1− C |q − 2|
n1/3

6
Iq(µ)√
n

6 1 + C
|q − 2|
n1/3

,

και αν c1n
1/6 6 |q − 2| 6 c2

√
n τότε

(3.6.6) 1− C
√
|q − 2|
n1/4

6
Iq(µ)√
n

6 1 + C

√
|q − 2|
n1/4

.

3.7 'Ogkoc twn kentroeid¸n swm�twn kai isotro-

pik  stajer�

Η περιγραφή που δώσαμε για την συμπεριφορά των αρνητικών ροπών της Ευκλείδειας νόρμας

ως προς ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µ στον Rn δείχνει ότι

(3.7.1) I−q(µ) ' I2(µ) =
√
n για κάθε 0 < q 6 q∗(µ).

΄Ομως, σε αντίθεση με τις θετικές ροπές Iq(µ) οι οποίες, όπως είδαμε, δεν παραμένουν

συγκρίσιμες με την I2(µ) όταν το q γίνει μεγαλύτερο από q∗(µ), η συμπεριφορά των αν-

τίστοιχων αρνητικών ροπών δεν είναι γνωστή, και μάλιστα, η (3.7.1) μπορεί να ισχύει για

κάθε θετικό q μεχρι το n− 1. Το ερώτημα αυτό, στην πραγματικότητα είναι ισοδύναμο με

την εικασία του υπερεπιπέδου, όπως απέδειξαν οι Δαφνής και Παούρης στο [14] εισάγοντας

μια άλλη παράμετρο, που για κάθε δ > 1 δίνεται από την

(3.7.2) q−c(µ, δ) := max
{

1 6 q 6 n− 1 : I−q(µ) > δ−1I2(µ) = δ−1
√
n
}
,

και μετράει πόσο μεγάλο είναι το εύρος της (3.7.1) αν επιτρέψουμε εξάρτηση των σταθερών

από το δ. Οι Δαφνής και Παούρης απέδειξαν ότι

(3.7.3) Ln 6 Cδ sup
µ

√
n

q−c(µ, δ)
log
( en

q−c(µ, δ)

)
για κάθε δ > 1. ΄Εδειξαν επίσης ότι, αν ισχύει η εικασία του υπερεπίπέδου. δηλαδή αν

ισχύει η (3.3.2), τότε θα έχουμε

(3.7.4) q−c
(
µ, δ0

)
= n− 1
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για κάποιο δ0 ' 1 και για κάθε ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µ στον Rn. Παρατη-

ρήστε ότι, από την (3.7.1), γνωρίζουμε ήδη ότι

(3.7.5) q−c
(
µ, δ1

)
> q∗(µ) > c1

√
n,

όπου οι δ1 > 1 και c1 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Στην συνέχεια συζητάμε κάτω φράγματα για την ακτίνα όγκου των Lq-κεντροειδών

σωμάτων. Από το [40] γνωρίζουμε ότι, για κάθε 1 6 q 6 n,

(3.7.6) |Zq(µ)|1/n > c2
√
q/nL−1

µ

για κάποια απόλυτη σταθερά c2 > 0. Στο [31] οι Klartag και E. Milman ορίζουν μια

κληρονομική παραλλαγή της παραμέτρου q∗(µ) ως εξής:

(3.7.7) qH∗ (µ) := n inf
k

inf
E∈Gn,k

q∗(πEµ)

k
,

όπου πEµ είναι το περιθώριο μέτρο του µ ως προς τον E, και για κάθε q 6 qH∗ (µ) δίνουν

ένα κάτω φράγμα για τον όγκο των σωμάτων Zq(µ):

(3.7.8)
∣∣Zq(µ)

∣∣1/n > c3
√
q/n

όπου c3 > 0 απόλυτη σταθερά. Υπενθυμίζουμε ότι, αν το µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμι-

κά κοίλο μέτρο τότε το ίδιο ισχύει για όλα τα περιθώρια μέτρα του. ΄Ετσι, για κάθε υπόχωρο

E ∈ Gn,k, έχουμε ότι q∗(πEµ) > c1
√
k. Από αυτό έπεται ότι, για όλα τα ισοτροπικά λο-

γαριθμικά κοίλα μέτρα µ ισχύει qH∗ (µ) > c1
√
n. Σημειώστε επίσης ότι, για εκείνα τα μέτρα

για τα οποία έχουμε q∗(µ) '
√
n, η παράμετρος qH∗ (µ) επίσης δεν ξεπερνά ένα σταθερό

πολλαπλάσιο της
√
n. ΄Ομως, το φράγμα (3.7.8) μπορεί να ισχύει και για μεγαλύτερες τιμές

του q ∈ [1, n], όπως αποδείχθηκε από την Βριτσίου στο [60]. ΄Ορισε μια παραλλαγή του

q−c(µ, δ) ως εξής:

qH−c(µ, δ) := n inf
k

inf
E∈Gn,k

q−c(πEµ, δ)

k

για κάθε δ > 1, και έδειξε ότι

(3.7.9)

∣∣Zq(µ)
∣∣1/n > c4δ

−1
√
q/n

για κάθε q 6 qH−c(µ, δ). Φυσικά, εξακολουθούμε να έχουμε

(3.7.10) qH−c(µ, δ1) > c1
√
n
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για κάποιο δ1 ' 1 από την (3.7.5) και τον ορισμό του qH−c(µ, δ1). Προς το παρόν, στις απο-

δείξεις όπου χρησιμοποιούμε κάτω φράγματα για τον όγκο των Lq-κεντροειδών σωματων,

η μόνη συγκεκριμένη εκτίμηση που έχουμε μεχρις στιγμής για τις παραμέτρους qH∗ (µ) ή

qH−c(µ, δ), άρα αυτό που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε στις εκτιμήσεις μας, είναι ότι όλες

τους έχουν τάξη τουλάχιστον
√
n όταν το µ είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο

στον Rn.



Kef�laio 4

GewmetrÐa twn

Lq-kentroeid¸n swm�twn

4.1 Eisagwg 

Σκοπός μας σε αυτό το Κεφάλαιο είναι να δώσουμε νέες πληροφορίες για την τοπική δομή

των κεντροειδών σωμάτων Zq(µ) ενός ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου µ στον Rn.
Τα αποτελέσματα περιγράφτηκαν στο Κεφάλαιο 1. Αναφέρουμε συνοπτικά τα βασικότερα

από αυτά:

(i) Το πρώτο αποτέλεσμα αφορά τις προβολές, διάστασης ανάλογης του n, των κεντροει-

δών σωμάτων. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Σταθερο-

ποιούμε 1 6 α < 2. Για κάθε 0 < ε < 1 και για κάθε q 6
√
εn υπάρχουν k > (1−ε)n

και F ∈ Gn,k ώστε

PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c(2− α)ε

1
2 + 2

α
√
q BF ,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά (ανεξάρτητη από το α, το ε, το μέτρο µ, το q

και το n). Η απόδειξη αυτού του αποτελέσματος δίνεται στην Παράγραφο 4.3, όπου

παρουσιάζουμε και κάποιες παραλλαγές του.

(ii) Στην Παράγραφο 4.4 συζητάμε φράγματα για τους (δυϊκούς) αριθμούς κάλυψης της

Ευκλείδειας μπάλας από το Zq(µ). Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο αποτέλεσμα

και ένα θεώρημα από το [38] εξασφαλίζουμε «κανονικές» εκτιμήσεις για τους δυϊκούς

αριθμούς κάλυψης: ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας
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στον Rn. ΄Εστω 1 6 α < 2. Τότε, για κάθε q 6
√
n και για κάθε

1 6 t 6 min
{√

q, c1(2− α)−1(n/q2)
α+4
2α

}
έχουμε

logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 c(α)

n

t
2α
α+4

max

{
log

√
2q

t
, log

1

(2− α)t

}
,

όπου c(α) 6 C(2−α)−2/3
και c1, C είναι απόλυτες σταθερές. Παρόλο που η εκτίμησή

μας δεν μοιάζει να είναι βέλτιστη, μπορούμε να συμπεράνουμε από αυτήν ότι το Zq(µ),

όταν q 6 n3/7
, είναι β-κανονικό κυρτό σώμα υπό την έννοια του θεωρήματος του

Pisier (για κάποια συγκεκριμένη τιμή του β).

(iii) Συνέπεια αυτών των εκτιμήσεων είναι ένα άνω φράγμα για την παράμετρο

M
(
Zq(µ)

)
=

∫
Sn−1

‖x‖Zq(µ) dσ(x).

Στην Παράγραφο 4.5, μεταξύ άλλων, παίρνουμε το εξής άνω φράγμα. ΄Εστω µ ένα

ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε 1 6 q 6 n3/7
,

M
(
Zq(µ)

)
6 C

(log q)5/6

6
√
q

.

(iv) Αν K είναι ένα συμμετρικό ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn, χρησιμοποιώντας τα

φράγματα για το M(Zq(µK)) μπορούμε να δώσουμε άνω φράγμα για το M(K): για

παράδειγμα, αποδεικνύουμε ότι

M(K) 6 C
4
√
Ln(log n)5/6

LK 8
√
n

.

Κλείνουμε αυτό το Κεφάλαιο με κάποιες πρόσθετες παρατηρήσεις για την γεωμετρία

των κεντροειδών σωμάτων Zq(µ) και των πολικών τους. Δίνουμε κάτω φράγματα για την

περιγεγραμμένη ακτίνα των τομών τους – αυτά μάλιστα ισχύουν για κάθε 1 6 k < n και

για κάθε F ∈ Gn,k. Λόγω δυϊσμού, αυτές οι εκτιμήσεις προσδιορίζουν την εγγεγραμμένη

ακτίνα των τυχαίων προβολών τους. Δίνουμε επίσης άνω φράγματα για τις παραμέτρους

M−k(Zq(µ)) και I−k(Zq(µ)).
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4.2 Di�metroc twn tom¸n α-kanonik¸n swm�twn

Αφετηρία μας είναι το Θεώρημα 2.1.3 του Pisier: Για κάθε 1 6 α < 2 και για κάθε

συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn υπάρχει γραμμική εικόνα K̃ του K τέτοια ώστε

max
{
N(K̃, tBn2 ), N(Bn2 , tK̃), N(K̃◦, tBn2 ), N(Bn2 , tK̃

◦)
}
6 exp

(
c(α)n

tα

)
για κάθε t > 1, όπου η σταθερά c(α) εξαρτάται μόνο από το α, και c(α) = O

(
(2− α)−α/2

)
καθώς το α → 2. ΄Ενα σώμα K̃ που ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θεωρήματος 2.1.3

λέγεται α-κανονικό σώμα. Για τα α-κανονικά σώματα ισχύει μια ισχυρή μορφή της αντί-

στροφης ανισότητας Brunn-Minkowski. Μάλιστα, για την απόδειξή της χρειαζόμαστε μόνο

την κανονικότητα των αριθμών κάλυψης N(K, tBn2 ).

Λήμμα 4.2.1. ΄Εστω γ > 1, α > 0 και έστω K1, . . . ,Km συμμετρικά κυρτά σώματα

στον Rn τα οποία ικανοποιούν την

N(Kj , tB
n
2 ) 6 exp

(γn
tα

)
για κάθε 1 6 j 6 m και για κάθε t > 1. Τότε,

(4.2.1) |K1 + · · ·+Km|1/n 6 Cγ
1
αm1+ 1

α |Bn2 |1/n.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

N(K1 + · · ·+Km, tmB
n
2 ) = N(K1 + · · ·+Km, tB

n
2 + · · ·+ tBn2 )

6
m∏
j=1

N(Kj , tB
n
2 ) 6 exp(γnm/tα)

για κάθε t > 1. ΄Επεται ότι

|K1 + · · ·+Km|1/n 6 tm exp(γm/tα)|Bn2 |1/n.

Επιλέγοντας t = (γm)1/α
παίρνουμε το ζητούμενο. 2

Θα χρειαστούμε επίσης την ακριβή μορφή της M∗-ανισότητας (βλέπε [26] και [45]): Αν

A είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn και αν ε, δ ∈ (0, 1), τότε έχουμε

R(A ∩ F ) ≤ w(A)

(1− δ)
√
ε
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για όλους τους F σε ένα υποσύνολο Ln,k της Gn,k που έχει μέτρο νn,k(Ln,k) > 1 −
c1 exp(−c2δ2εn), όπου k = b(1 − ε)nc και c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Μια πολύ

γνωστή εφαρμογή της M∗-ανισότητας (βλέπε π.χ. [18, Θεώρημα 2.1]) ισχυρίζεται ότι αν

r > 0 είναι η λύση της εξίσωσης

(4.2.2)
w(A ∩ rBn2 )

r
=

1

2

√
ε,

τότε η τυπική b(1− ε)nc-διάστατη κεντρική τομή του A έχει περιγεγραμμένη ακτίνα μικρό-

τερη από r (με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− exp(−cεn)).

Η βασική παρατήρηση αυτής της Παραγράφου, η οποία ουσιαστικά εμφανίζεται στο [19],

είναι η εξής: αν A είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn του οποίου οι αριθμοί κάλυψης

N(A, tBn2 ) είναι α-κανονικοί για κάποιον α > 0, τότε μπορούμε να πάρουμε άνω φράγμα

για την διάμετρο των τυχαίων τομών του A διάστασης ανάλογης του n.

Θεώρημα 4.2.2. ΄Εστω γ > 1, α > 0 και έστω A ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn

το οποίο ικανοποιεί την

N(A, tBn2 ) 6 exp
(γn
tα

)
για κάθε t > 1. Τότε, για κάθε ε ∈ (0, 1) ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,b(1−ε)nc ικανοποιεί
την

R(A ∩ F ) 6 Cγ
1
α /ε

1
2 + 1

α ,

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1 − c1 exp(−c2εn), όπου c1, c2, C > 0 είναι απόλυτες στα-

θερές.

Απόδειξη. ΄Εστω ε ∈ (0, 1) και έστω k = b(1− ε)nc. Ορίζουμε r > 0 μέσω της εξίσωσης

w(A ∩ rBn2 ) =
1

2

√
ε r.

Από την ακριβή πιθανοθεωρητική μορφή τηςM∗-ανισότητας (βλέπε παραπάνω), γνωρίζουμε

ότι υπάρχει υποσύνολο Ln,k της Gn,k που έχει μέτρο νn,k(Ln,k) > 1−c1 exp(−c2εn), ώστε

w(A ∩ F ) 6 R(A ∩ F ) 6 r

για κάθε F ∈ Ln,k. Χρησιμοποιούμε το εξής αποτέλεσμα από το [10]: Αν X = (Rn, ‖·‖) εί-
ναι ένας n-διάστατος χώρος με νόρμα, με μοναδιαία μπάλαW , και ανM =

∫
Sn−1 ‖x‖ dσ(x)

και b είναι η μικρότερη θετική σταθερά για την οποία ισχύει ‖x‖ 6 b‖x‖2 για κάθε x ∈ Rn,
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τότε υπάρχουν φυσικός s 6 C(b/M)2
και s ορθογώνιοι μετασχηματισμοί U1, . . . , Us ∈ O(n)

ώστε

M

2
Bn2 ⊆

1

s

s∑
i=1

Ui(W
◦) ⊆ 2M Bn2 .

Εφαρμόζουμε αυτό το αποτέλεσμα για το σώμα W := (A∩ rBn2 )◦. Παρατηρήστε ότι b = r

και M(W ) = w(A ∩ rBn2 ) =
√
εr/2, άρα μπορούμε να βρούμε s 6 c3

ε και ορθογώνιους

μετασχηματισμούς U1, . . . , Us, ώστε

(4.2.3)
1

4

√
ε rBn2 ⊆

1

s

s∑
i=1

Ui(A ∩ rBn2 ) ⊆
√
ε rBn2 .

Ορίζουμε A1 = 1
s

∑
Ui(A ∩ rBn2 ). Μπορούμε τώρα να δώσουμε άνω φράγμα για το r

χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.2.1. Προφανώς, τα σώματα Ui(A ∩ rBn2 ) ικανοποιούν την

N
(
Ui(A ∩ rBn2 ), tBn2

)
6 N(A, tBn2 ) 6 exp

(γn
tα

)
για κάθε t > 1, άρα

1

4

√
ε r 6

(
|A1|
|Bn2 |

) 1
n

6 c4γ
1
α s

1
α .

Αυτό αποδεικνύει ότι

R(A ∩ F ) 6 r 6 c5γ
1
α /ε

1
2 + 1

α

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− c1 exp(−c2εn). 2

4.3 Probolèc twn Lq-kentroeid¸n swm�twn

Σκοπός μας είναι να δώσουμε κάτω φράγματα για την εγγεγραμμένη ακτίνα των προβολών,

διάστασης ανάλογης του n, των Zq(µ) και Z◦q (µ). Θεωρούμε 1 6 k 6 n − 1 και τυχαίο

υπόχωρο F ∈ Gn,k. ΄Ενα άνω φράγμα για την περιγεγραμμένη ακτίνα του Zq(µ) ∩ F , άρα

και ένα κάτω φράγμα για την εγγεγραμμένη ακτίνα του PF (Z◦q (µ)), προκύπτει από την

M∗-ανισότητα και το γεγονός ότι w(Zq(µ)) ' √q όταν 2 6 q 6 q∗(µ).

Πρόταση 4.3.1. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Αν 2 6 q 6

q∗(µ) και αν ε ∈ (0, 1) και k = b(1 − ε)nc, τότε ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,k ικανοποιεί
την

(4.3.1) R
(
Zq(µ) ∩ F

)
6
c1
√
q

√
ε

ή ισοδύναμα PF
(
Z◦q (µ)

)
⊇ c2

√
ε

√
q
BF

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− c3 exp(−c4εn), όπου ci είναι απόλυτες σταθερές. 2
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Αποδεικνύουμε ανάλογα άνω φράγματα για την R(Z◦q (µ) ∩ F ), F ∈ Gn,k. Η ιδέα της

απόδειξης προέρχεται από το [30] (δείτε τις τελικές παρατηρήσεις αυτής της παραγράφου).

Ξεκινάμε με την ακόλουθη άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 4.2.2.

Πόρισμα 4.3.2. ΄Εστω A ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rm. Υποθέτουμε ότι γ > 1,

α > 0, και E είναι ένα ελλειψοειδές στον Rm με την ιδιότητα

N(A, tE) 6 exp
(γm
tα

)
για κάθε t > 1. Τότε, για κάθε ε ∈ (0, 1) υπάρχει F ∈ Gm,b(1−ε)mc ώστε

A ∩ F ⊆ cγ 1
α ε−( 1

2 + 1
α )E ∩ F,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Πρόταση 4.3.3 («μικρές» τιμές του q). ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο

μέτρο στον Rn. ΄Εστω 1 6 α < 2. Για κάθε 0 < ε < 1 και για κάθε q 6
√
εn υπάρχουν

k > (1− ε)n και F ∈ Gn,k ώστε

PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c(2− α)ε

1
2 + 2

α
√
q BF .

Απόδειξη. Θυμηθείτε από την (3.4.5) ότι για κάθε 1 6 m 6 n και για κάθε H ∈ Gn,m
έχουμε

PH(Zq(µ)) = Zq(πH(µ)).

Γνωρίζουμε επίσης ότι, αν ν είναι ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rm, τότε

|Zq(ν)|1/m > c
√
q/m

για κάθε q 6
√
m. ΄Επεται ότι

(4.3.2) |PH(Zq(µ))|1/m > c1
√
q/m

για κάθε H ∈ Gn,m και για κάθε q 6
√
m. Σταθεροποιούμε 1 6 α < 2 και θεωρούμε ένα

α-κανονικό M -ελλειψοειδές E του Zq(µ), δηλαδή ένα ελλειψοειδές με την ιδιότητα

max
{
N
(
Zq(µ), tE

)
, N
(
E, tZq(µ)

)}
6 ec(α)n/tα

για κάθε t > 1, όπου c(α) 6 C(2− α)−α/2.

΄Εστω 0 < λ1 6 · · · 6 λn τα μήκη των αξόνων του E, και έστω {u1, . . . , un} μια

ορθοκανονική βάση που αντιστοιχεί στα λj . Για κάθε 1 6 m, s 6 n ορίζουμε

Hm := span{u1, . . . , um} και Fs = span{us+1, . . . , un}.
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Αφού E ∩Hm = PHm(E), έχουμε

N
(
PHm

(
Zq(µ)

)
, t(E ∩Hm)

)
6 N

(
Zq(µ), tE

)
6 ec(α)n/tα ,

άρα

(4.3.3) |PHm(Zq(µ))|1/m 6 ec(α)n/(tαm)|BHm |1/m(tλm).

Επιλέγουμε t = (c(α)n/m)1/α
. Υποθέτοντας ότι q 6

√
m, από τις (4.3.2) και (4.3.3)

παίρνουμε

(4.3.4) λm >

(
m

c(α)n

)1/α√
q.

Στη συνέχεια θεωρούμε 0 < ε < 1 και θέτουμε s = b εn2 c. ΄Εχουμε

N
(
E ∩ Fs, tPFs

(
Zq(µ)

))
6 N

(
E, tZq(µ)

)
6 ec(α)n/tα 6 e2c(α)(n−s)/tα ,

για κάθε t > 1.

Τώρα, χρησιμοποιούμε το θεώρημα δυϊσμού των Artstein-Avidan, Milman και Sza-

rek [1]: Υπάρχουν απόλυτες σταθερές a και b > 0 ώστε για κάθε διάσταση n και για κάθε

συμμετρικό κυρτό σώμα A στον Rn να ισχύει

N(Bn2 , a
−1A◦)

1/b
6 N(A,Bn2 ) 6 N(Bn2 , aA

◦)
b
.

΄Επεται ότι

N(Z◦q (µ) ∩ Fs, tE◦ ∩ Fs) 6 N
(
E ∩ Fs, atPFs

(
Zq(µ)

))b
6 ec1(α)(n−s)/tα .

Εφαρμόζουμε το Πόρισμα 4.3.2 για το σώμα Z◦q (µ)∩Fs (με γ = c1(α)) και βρίσκουμε έναν

υπόχωρο F του Fs, διάστασης k > (1− ε/2)(n− s) > (1− ε)n, ώστε

Z◦q (µ) ∩ F ⊆ C
√

2− α ε 1
2 + 1

α

E◦ ∩ F,

απ΄ όπου παίρνουμε

(4.3.5) PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c
√

2− α ε 1
2 + 1

αPF (E).

Από την (4.3.4) έχουμε

E ∩ Fs ⊇ λs+1BFs ⊇ c
√

2− α ε1/α√q BFs ,
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με την προϋπόθεση ότι q 6
√
εn. Τότε,

PF (E) = PF
(
PFs(E)

)
= PF (E ∩ Fs) ⊇ c

√
2− α ε1/α√qPF (BFs)

= c
√

2− α ε1/α√qBF .

Συνδυάζοντας τον τελευταίο εγκλεισμό με την (4.3.5) ολοκληρώνουμε την απόδειξη. 2

Πρόταση 4.3.4 («μεγάλες» τιμές του q). ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο

μέτρο στον Rn. ΄Εστω 1 6 α < 2. Για κάθε 0 < ε < 1 και για κάθε 2 6 q 6 εn υπάρχουν

k > (1− ε)n και F ∈ Gn,k ώστε

PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c1(2− α)ε

1
2 + 2

α

Lεn

√
q BF ⊇

c2(2− α)ε
1
4 + 2

α

4
√
n

√
q BF .

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το ίδιο περίπου επιχείρημα, μόνο που αντί για τα κάτω φράγματα

(5.4.7), (3.7.9) για την ακτίνα όγκου των Lq-κεντροειδών σωμάτων χρησιμοποιούμε την

(3.7.6). ΄Ετσι, παίρνουμε

(4.3.6) |PH(Zq(µ))|1/m >
c1
Lm

√
q/m

για κάθε H ∈ Gn,m και για κάθε q 6 m. Ορίζουμε τους υποχώρους Hm, Fs όπως στην

απόδειξη της Πρότασης 4.3.3 και θεωρούμε ένα α-κανονικό M -ελλειψοειδές E του Zq(µ).

Αυτήν την φορά, υποθέτοντας ότι q 6 m, από τις (4.3.6) και (4.3.3) παίρνουμε

λm >
1

Lm

(
m

c(α)n

)1/α√
q.

Στη συνέχεια, σταθεροποιούμε ε ∈ (0, 1), θέτουμε s = b εn2 c και θεωρούμε τυχόν q 6 εn/2.

΄Οπως προηγουμένως, βρίσκουμε έναν υπόχωρο F του Fs, διάστασης k > (1−ε/2)(n−s) >
(1− ε)n, ώστε

PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c
√

2− α ε 1
2 + 1

αPF (E)

και

PF (E) = PF
(
PFs(E)

)
⊇ PF (λs+1BFs) ⊇

c
√

2− α
Ls

ε1/α√q BF .

Αφού s ' εn και Lεn 6 C 4
√
εn, έπεται το συμπέρασμα. 2

Γνωρίζουμε ότι αν K είναι ένα ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn, τότε

PF (K) ⊇ PF
(
Zq(K)

)
για κάθε q > 0. Θυμηθείτε επίσης ότι το μέτρο µK με πυκνότητα LnK1K/LK είναι ισοτροπικό

και Zq(K) = LKZq(µK). Επιλέγοντας q = εn και εφαρμόζοντας την Πρόταση 4.3.4 με

µ = µK παίρνουμε:
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Πόρισμα 4.3.5. ΄Εστω K ένα συμμετρικό ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε
1 6 α < 2 και για κάθε 0 < ε < 1 υπάρχουν k > (1− ε)n και F ∈ Gn,k ώστε

PF (K) ⊇ LKPF
(
Zq(µK)

)
⊇ c(2− α) ε

3
4 + 2

α 4
√
nLK BF .

Παρατήρηση 4.3.6. Κάποιες παραλλαγές του Πορίσματος 4.3.5 έχουν ήδη εμφανιστεί

στην βιβλιογραφία. Στο [58] αποδεικνύεται μια ισχυρότερη εκτίμηση με διαφορετική μέθοδο:

αν K είναι ένα συμμετρικό ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn τότε, για κάθε 0 < ε < 1,

υπάρχει υπόχωρος F του Rn με dimF > (1− ε)n ώστε

PF (K) ⊇ cε3/2
4
√
n

log n
LKBF ,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Παρόμοιο αποτέλεσμα, με κυβική εξάρτηση από

το ε, εμφανίζεται στο [4]. Το επιχείρημά μας σχετίζεται με εκείνο στο [30] όπου, με την

πρόσθετη υπόθεση ότι Ln 6 C για κάθε n > 1, η ύπαρξη κάποιου F ∈ Gn,b(1−ε)nc με

PF (K) ⊇ cε3
√
nBF

εξασφαλίζεται για όλα τα ισοτροπικά κυρτά σώματα K στον Rn και όλα τα 0 < ε < 1. Με

αυτήν την υπόθεση, το επιχείρημά μας θα οδηγούσε στην PF (K) ⊇ c(2 − α)ε
α+2
α
√
nBF

για κάθε 1 6 α < 2.

Παρατήρηση 4.3.7. Η Πρόταση 4.3.3 και η Πρόταση 4.3.4 εξασφαλίζουν την ύπαρξη

μιας b(1 − ε)nc-διάστατης προβολής του Zq(µ) με μεγάλη εγγεγραμμένη ακτίνα. ΄Ομως,

αποδεικνύεται στο [21] ότι, για κάθε µ ∈ (0, 1) και για κάθε 0 < s < 1/(2− µ), η μέγιστη

εγγεγραμμένη ακτίνα των bµnc-διάστατων προβολών και η τυχαία εγγεγραμμένη ακτίνα των

bsµnc-διάστατων προβολών ενός συμμετρικού κυρτού σώματος K στον Rn διαφέρουν το

πολύ κατά μία σταθέρά που εξαρτάται μόνο από τα µ και s. Πιο συγκεκριμένα, αν a(λ,K)

είναι η μέγιστη (και αν b(λ,K) είναι η «τυχαία») εγγεγραμμένη ακτίνα μιας bλnc-διάστατης
προβολής του K τότε(

cµ
(
1− s(2− µ)

)
1− sµ

√
1− µ

)
a(µ,K) 6 b(sµ,K)

για κάθε n > n0(µ, s). Χησιμοποιώντας αυτό το γεγονός μπορούμε να δείξουμε εκδοχές

των αποτελεσμάτων αυτής της παραγράφου για τις τυχαίες προβολές του Zq(µ). Επειδή η

εκτίμηση της μέγιστης εγγεγραμμένης ακτίνας μας αρκεί για τα αποτελέσματα των επομένων

παραγράφων, δεν παρουσιάζουμε τις ακριβείς διατυπώσεις.
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4.4 ArijmoÐ k�luyhc

Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 4.3.3, για κάθε ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µ στον

Rn μπορούμε να δείξουμε κάποιες εκτιμήσεις για τους αριθμούς κάλυψης N(
√
qBn2 , tZq(µ)).

Αυτές θα προκύψουν από ένα θεώρημα επέκτασης που αποδείχθηκε στο [38]:

Λήμμα 4.4.1. ΄Εστω K,L συμμετρικά κυρτά σώματα στον Rn και ας υποθέσουμε ότι
L ⊆ RK. ΄Εστω F ένας υπόχωρος του Rn με dimF = n −m και έστω 0 < r < t < R.

Τότε, έχουμε

(4.4.1) N(L, tK) 6 2m
(

2R+ t

t− r

)m
N
(
PF (L),

r

2
PF (K)

)
.

Για την απόδειξη του Λήμματος 4.4.1 χρειαζόμαστε ένα πιο γενικό αποτέλεσμα.

Λήμμα 4.4.2. ΄Εστω L,L1, L2 υποσύνολα του Rn. ΄Εστω E ένας υπόχωρος του Rn και
έστω P : Rn → Rn μια προβολή με kerP = E. Τότε,

N(L,L1 + L2) 6 N(P (L), P (L1)) N((L− L− L1) ∩ E,L2).

Απόδειξη. Θέτουμε N1 := N(P (L), P (L1)). Τότε, από τον ορισμό, υπάρχουν z1, . . . , zN1 ∈
P (L) τέτοια ώστε

P (L) ⊂
N1⋃
i=1

(zi + P (L1)) .

Για κάθε x ∈ L επιλέγουμε i(x) 6 N1 και yx ∈ P (L1) τέτοια ώστε

P (x) = zi(x) + yx.

Κατόπιν, για κάθε 1 6 i 6 N1 επιλέγουμε zi ∈ L τέτοιο ώστε P (zi) = zi και για κάθε

y ∈ P (L1) επιλέγουμε y ∈ L1 τέτοιο ώστε P (y) = y. Τώρα, για κάθε x ∈ L ορίζουμε

v(x) = zi(x) + yx ∈ zi(x) + L1 και w(x) = x− v(x).

Θέτουμε Ti := L− L1 − zi. Τότε, w(x) ∈ Ti(x) για κάθε x ∈ L και

P (w(x)) = P (x)− P (v(x)) = P (x)− zi(x) − yx = 0.

Συνεπώς, w(x) ∈ E για κάθε x ∈ L. ΄Αρα, w(x) ∈ Ti(x) ∩ E και για κάθε x ∈ L

x = w(x) + v(x) ∈ Ti(x) ∩ E + zi(x) + L1.
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΄Επεται ότι

L ⊂
N1⋃
i=1

(
Ti ∩ E + zi(x) + L1

)
.

Αφού

N(Ti ∩ E,L2) 6 max
z∈L

N ((L− L1 − z) ∩ E,L2) 6 N((L− L− L1) ∩ E,L2),

έχουμε το συμπέρασμα. 2

Απόδειξη του Λήμματος 4.4.1. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.4.2 με L1 = rK, L2 =

(t− r)K, και παίρνοντας υπ΄ όψιν την συμμετρία των K και L, παίρνουμε

N(L, tK) 6 N(P (L), rP (K)) N((2L+ rK) ∩ E, (t− r)K).

Για τον πρώτο όρι χρησιμοποιούμε το γνωστό φράγμα N(A,B) 6 N(A, (1/2)B). Για τον

δεύτερο όρο, χρησιμοποιώντας πρώτα την υπόθεση ότι L ⊂ RK γράφουμε

N((2L+ rK) ∩ E, (t− r)K) 6 N((2R+ r)K ∩ E, (t− r)K).

Είναι τότε άμεσο ότι

(4.4.2) N((2R+ r)K ∩ E, (t− r)K) 6

(
1 +

2(2R+ r)

t− r

)m
6 2m

(
2R+ t

t− r

)m
,

και έπεται το συμπέρασμα. 2

Παρατήρηση 4.4.3. Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε ένα παρόμοιο

αποτέλεσμα των Vershynin και Rudelson (βλέπε [59, Λήμμα 5.2]): Αν K είναι ένα συμ-

μετρικό κυρτό σώμα στον Rn με K ⊇ δBn2 και αν PF (K) ⊇ BF για κάποιον F ∈ Gn,k,
k > (1− ε)n, τότε

N(Bn2 , 4K) 6 (C/δ)2εn.

Ο αναγνώστης μπορεί να ελέγξει ότι εφαρμόζοντας αυτό το αποτέλεσμα στην θέση του

Λήμματος 4.4.1 θα παίρναμε το ίδιο φράγμα με αυτό που δίνει η Πρόταση 4.4.4 που ακο-

λουθεί.

Πρόταση 4.4.4. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Υποθέτουμε
ότι q 6

√
n. Τότε, για κάθε 1 6 α < 2 και για κάθε

(4.4.3) 1 6 t 6 min
{√

q, c2(2− α)−1(n/q2)
α+4
2α

}
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έχουμε

max
{

logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
, logN

(√
qZ◦q (µ), tBn2

)}
6 c(α)

n

t
2α
α+4

max

{
log

√
2q

t
, log

1

(2− α)t

}
,(4.4.4)

όπου c(α) 6 C(2− α)−2/3
.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι, αφού Bn2 ⊆ Zq(µ), οι τιμές του t που μας ενδιαφέρουν φτάνουν

μέχρι την
√
q. Σταθεροποιούμε ε ∈ (0, 1), θέτουμε k = (1 − ε)n και θεωρούμε τυχόντα

F ∈ Gn,k. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 4.4.1 για τα σώματα
√
qBn2 και Zq(µ) με R =

√
q και

r = t/2 βλέπουμε ότι, για κάθε 1 6 t <
√
q,

(4.4.5) N
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6

(
c1
√
q

t

)εn
N

(
√
qBF ,

t

4
PF
(
Zq(µ)

))
.

Αν q2 6 εn τότε η Πρόταση 4.3.3 δείχνει ότι, για κάθε 1 6 α < 2, υπάρχει F ∈ Gn,k,

k = (1− ε)n, ώστε PF (Zq(µ)) ⊇ c2(2− α)ε
1
2 + 2

α
√
qBF . ΄Ετσι, καταλήγουμε στην

(4.4.6) N
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6

(
c3
√
q

t

)εn
N
(
BF , c4t(2− α)ε

1
2 + 2

αBF

)
.

Στο τέλος επιλέγουμε ε ' [(2−α)t]−
2α
α+4 (ο περιορισμός [(2−α)t]

2α
α+4 6 cn/q2

χρειάζεται

σε αυτό το σημείο—παρατηρήστε ότι, αν π.χ. q 6 n3/7
, αυτό μας επιτρέπει να θεωρήσουμε

οποιαδήποτε τιμή του t μέχρι την
√
q). Με αυτήν την επιλογή του ε, από την (4.4.6)

παίρνουμε

(4.4.7) logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 c(α)

n log(2q/t2)

t
2α
α+4

.

Αυτό αποδεικνύει το άνω φράγμα για τον πρώτο αριθμό κάλυψης στην (4.4.4) υπό τον

περιορισμό t > c1(2− α)−1
(διότι ο (2− α)t ' εα+4

2α πρέπει να είναι μικρότερος από 1).

Στο διάστημα 1 ≤ t ≤ c(2− α)−1
χρησιμοποιούμε την ανισότητα

(4.4.8) N
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 N

(√
qBn2 , c1(2− α)−1Zq(µ)

)
N
(
Zq(µ), c−1

1 (2− α)tZq(µ)
)
.

Παρατηρώντας ότι ο τελευταίος αριθμός κάλυψης φράσσεται από
(
1 + c(2− α)−1t−1

)n
και

κάνοντας στοιχειώδεις υπολογισμούς ολοκληρώνουμε την απόδειξη για τον πρώτο αριθμό

κάλυψης στην (4.4.4).

Το φράγμα για τον δεύτερο αριθμό κάλυψης στην (4.4.4) έπεται άμεσα από το θεώρημα

δυϊσμού για τους αριθμούς κάλυψης. 2

Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 4.3.4 αντί για την Πρόταση 4.3.3 παίρνουμε την εξής:
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Πρόταση 4.4.5. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Υποθέτουμε
ότι 2 6 q 6 n. Τότε, για κάθε 1 6 α < 2 και για κάθε

(4.4.9) 1 6 t 6 min

{
√
q, c2(2− α)−1Ln

(
n

q

)α+4
2α
}

έχουμε

max
{

logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
, logN

(√
qZ◦q (µ), tBn2

)}
6 c(α)L

2α
α+4
n

n

t
2α
α+4

max

{
log

√
2q

t
, log

Ln
(2− α)t

}
,(4.4.10)

όπου c(α) 6 C(2− α)−2/3
και c1, c2, C > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Απόδειξη. Ακολουθούμε την ίδια διαδικασία με αυτήν της προηγούμενης απόδειξης, και η

μόνη διαφορά είναι ότι τώρα παίρνουμε υπόψιν το γεγονός ότι, για κάθε ε ∈ (0, 1), έχουμε

Lεn 6 cLn για κάποια απόλυτη σταθερά c. Παρατηρήστε ότι σε αυτήν την περίπτωση

μπορούμε να θεωρήσουμε οποιοδήποτε t μέχρι την
√
q αν περιοριστούμε σε εκείνα τα q τα

οποία δεν ξεπερνούν την
√
Lnn

3/4
. 2

Παρατήρηση 4.4.6. Αν δεν χρησιμοποιήσουμε την μονοτονία της Ln αλλά προτιμήσου-

με το φράγμα Lεn 6 4
√
εn, καταλήγουμε σε ένα άνω φράγμα της μορφής

(4.4.11)
C

(2− α)
4α
α+8

n
2α+8
α+8 log q

t
4α
α+8

για το max{logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
, logN

(√
qZ◦q (µ), tBn2

)
}. ΄Εχουμε έτσι καλύτερο εκθέτη

του t για κάθε α, όμως οι περιορισμοί της απόδειξης μας αναγκάζουν να κοιτάξουμε μόνο

τα t στο διάστημα

(4.4.12) c(2− α)−1 4
√
n 6 t 6 c(2− α)−1n

2α+8
4α

q
α+8
4α

(πάλι το t μπορεί να φτάσει μέχρι την
√
q αν, για παράδειγμα, q 6 n6/7

). Σε αυτό το

διάστημα, το τελευταίο άνω φράγμα για τους αριθμούς κάλυψης είναι καλύτερο μόνο αν η

Ln συμπεριφέρεται «άσχημα» ως προς το n.

4.5 'Anw fr�gma gia to M(Zq(µ))

Για να χρησιμοποιήσουμε τις εκτιμήσεις αριθμών κάλυψης που αποδείξαμε στην προηγού-

μενη παράγραφο ώστε να δώσουμε άνω φράγμα για το M(Zq(µ)), χρησιμοποιούμε την διά-

σπαση Dudley–Fernique (βλέπε π.χ. [17, §2.5.2]). Θεωρούμε το συμμετρικό κυρτό σώμα
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K :=
√
qZ◦q (µ) και, για κάθε 1 6 j 6 log q, θεωρούμε τον αριθμό κάλυψηςN(K, 2−jRBn2 ),

όπου R = R(K) 6
√
q. Υπάρχει Nj ⊆ K με |Nj | = N(K, 2−jRBn2 ) ώστε, για κάθε

x ∈ K να μπορούμε να βρούμε v ∈ Nj με ‖x − v‖2 6 2−jR. Θέτουμε N0 = {0} και

Zj = Nj −Nj−1. Τότε, έχουμε:

Λήμμα 4.5.1. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε m ∈ N και για κάθε
x ∈ K υπάρχουν z1, . . . , zm, wm με zj ∈ Zj ∩ 3R

2j B
n
2 και wm ∈ R

2m Bn2 ώστε

(4.5.1) x = z1 + · · ·+ zm + wm,

όπου R = R(K) είναι η περιγεγραμμένη ακτίνα του K.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ K. Από τον ορισμό του Nj , μπορούμε να βρούμε yj ∈ Nj , j =

1, . . . ,m, τέτοια ώστε

‖x− yj‖2 6
R

2j
.

Γράφουμε

x = (y1 − 0) + (y2 − y1) + · · ·+ (ym − ym−1) + (x− ym).

Θέτουμε y0 = 0 και wm = x − ym, zj = yj − yj−1 για j = 1, . . . ,m. Τότε, ‖wm‖2 =

‖x− ym‖2 6 R/2m, και zj ∈ Nj −Nj−1 = Zj . Επίσης,

‖zj‖2 6 ‖x− yj‖2 + ‖x− yj−1‖2 6
R

2j
+

R

2j−1
=

3R

2j
.

Τέλος, x = z1 + · · ·+ zm + wm, όπως θέλαμε. 2

Θεώρημα 4.5.2 («μικρές» τιμές του q). ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο

μέτρο στον Rn. Για κάθε 1 6 α < 2 και για κάθε

(4.5.2) 1 6 q 6 c(2− α)−2/7n
α+4
3α+8 ,

έχουμε

(4.5.3) M
(
Zq(µ)

)
6 C(2− α)−1/3

√
max

{
log q, log(2− α)−1

}
q

α
2α+8

,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα, για κάθε 1 6 q 6 n3/7
,

(4.5.4) M
(
Zq(µ)

)
6 C

(log q)5/6

6
√
q

.
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Απόδειξη. Θέτουμε K =
√
qZ◦q (µ). Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.5.1, για κάθε m ∈ N

και για κάθε x ∈ K μπορούμε να βρούμε (zj)j6m ⊂ Zj ∩ 3R
2j B

n
2 και wm ∈ R

2mB
n
2 ώστε

x = z1 + · · ·+ zm + wm. Για κάθε θ ∈ Sn−1
έχουμε

(4.5.5) |〈x, θ〉| 6
m∑
j=1

|〈zj , θ〉|+ |〈wm, θ〉|.

Γράφουμε z = z/‖z‖2 για κάθε z 6= 0. Τότε,

w(K) =

∫
Sn−1

max
x∈K
|〈x, θ〉| dσ(θ)(4.5.6)

6
m∑
j=1

∫
Sn−1

max
z∈Zj

|〈θ, z〉| dσ(θ) +

∫
Sn−1

max
w∈2−mRBn2

|〈w, θ〉| dσ(θ)

6
m∑
j=1

3R

2j

∫
Sn−1

max
z∈Zj

|〈θ, z̄〉| dσ(θ) +
R

2m

6
m∑
j=1

c3R

2j

√
log |Zj |√
n

+
R

2m
,

όπου χρησιμοποιήσαμε το εξής:

Λήμμα. Για κάθε u1, . . . , uN ∈ Sn−1
ισχύει

(4.5.7)

∫
Sn−1

max
j6N
|〈θ, uj〉| dσ(θ) 6 c3

√
logN√
n

.

Από τον ορισμό των Zj και από την Πρόταση 4.4.4 παίρνουμε

(4.5.8) log |Zj | 6 log |Nj |+ log |Nj−1| 6 c(α)n

(
2j

R

) 2α
α+4

max
{

log q, log(2− α)−1
}
,

όπου υποθέσαμε ότι R/2m > 1 και c(α) 6 C(2−α)−
2α
α+4 . Εισάγοντας αυτήν την ανισότητα

στην (4.5.6) συμπεραίνουμε ότι

w(K) 6
c5

(2− α)
α
α+4

R
4

α+4

√
max

{
log q, log

1

2− α

} ∑
j6m

1

2
4j
α+4

+
R

2m
(4.5.9)

6
C

(2− α)
α
α+4

q
2

α+4

√
max

{
log q, log

1

2− α

}
,

αν το m είναι αρκετά μεγάλο ώστε να ισχύει R/2m ' 1. Απομένει να παρατηρήσουμε ότι

w(K) =
√
qw
(
Z◦q (µ)

)
=
√
qM
(
Zq(µ)

)
,
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άρα

M
(
Zq(µ)

)
6

C

(2− α)
α
α+4

√
max

{
log q, log(2− α)−1

}
q

α
2α+8

.

Τέλος, για να πάρουμε την (4.5.4), θέτουμε α = 2− 1
log q . 2

΄Εστω K ένα ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Εφαρμόζουμε το Θεώρημα

4.5.2 για το ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µK , το οποίο έχει πυκνότητα LnK1K/LK ,

με q = n3/7
(αυτή είναι η βέλτιστη επιλογή για τον σκοπό αυτό) και παίρνουμε:

Θεώρημα 4.5.3. ΄Εστω K ⊂ Rn ισοτροπικό και συμμετρικό. Τότε,

M(K) 6 C
(log n)5/6

LK 14
√
n
.

Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 4.4.5 αντί για την Πρόταση 4.4.4, παίρνουμε επίσης το

εξής:

Θεώρημα 4.5.4. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
1 6 α < 2 και για κάθε

(4.5.10) 1 6 q 6 c1(2− α)−1/3 L
2α

2α+4
n n

α+4
2α+4 ,

έχουμε

(4.5.11) M
(
Zq(µ)

)
6 C(2− α)−1/3 L

α
α+4
n

√
max

{
log q, logLn(2− α)−1

}
q

α
2α+8

,

όπου c1, C > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Ειδικότερα, για κάθε q το οποίο ικανοποιεί την

Ln log q 6 q 6
√
Ln n

3/4
,

(4.5.12) M
(
Zq(µ)

)
6 C

3
√
Ln(log q)5/6

6
√
q

και, για κάθε ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn,

M(K) 6 C
4
√
Ln(log n)5/6

LK 8
√
n

.

Παρατήρηση 4.5.5. ΄Ομοια, χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 4.4.6 αντί για την Πρό-

ταση 4.4.4, βλέπουμε ότι, για κάθε 1 6 α < 2, για κάθε

(4.5.13) c1(2− α)−2
√
n 6 q 6 c2(2− α)−1/3n

2α+8
3α+8 ,
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έχουμε

(4.5.14) M
(
Zq(µ)

)
6 C(2− α)−2/5 4

√
n

2α
α+8

√
log q

q
α
α+8

,

όπου c1, c2 και C > 0 είναι απόλυτες σταθερές, και, για κάθε
√
n log n 6 q 6 n6/7

,

(4.5.15) M
(
Zq(µ)

)
6 C

10
√
n(log n)9/10

5
√
q

.

Συνεπώς, για κάθε ισοτροπικό συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn,

M(K) 6 C
(log n)9/10

LK 14
√
n

.

4.6 'Allec parathr seic

Σε αυτήν την τελευταία παράγραφο συγκεντρώνουμε ορισμένες πρόσθετες παρατηρήσεις

για την γεωμετρία των κεντροειδών σωμάτων Zq(µ).

1. Εγγεγραμμένη ακτίνα των προβολών. Πρώτα δίνουμε κάτω φράγματα για

τις ποσότητες R(Zq(µ) ∩ F ) και R(Z◦q (µ) ∩ F ). Στην πραγματικότητα ισχύουν για κάθε

1 6 k < n και κάθε F ∈ Gn,k. Λόγω δυϊσμού, αυτές οι εκτιμήσεις (συνδυαζόμενες με την

Πρόταση 4.3.3) προσδιορίζουν την εγγεγραμμένη ακτίνα των PF (Z◦q (µ)) και PF (Zq(µ)).

Το σημείο εκκίνησης είναι η ακόλουθη πρόταση από το [19].

Πρόταση 4.6.1. ΄Εστω A ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Υποθέτουμε ότι υπάρχει
γ > 1 τέτοιος ώστε

N(Bn2 , tA) 6 exp
(γn
tp

)
για κάθε t > 1. Για κάθε δ ∈ (0, 1) και κάθε F ∈ Gn,bδnc έχουμε

w(A ∩ F ) >
cδ1/p

γ1/p
.

Απόδειξη. Θέτουμε k = bδnc και θεωρούμε τυχόντα F ∈ Gn,k. Χρησιμοποιώντας την

υπόθεση και το θεώρημα δυϊσμού για τους αριθμούς κάλυψης βλέπουμε ότι η προβολή

PF (A◦) του A◦ στον F ικανοποιεί την

N
(
PF (A◦), tBF

)
6 N(A◦, tBn2 ) 6 exp

(
γk

δtp

)
,
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για κάθε t > 1. Εφαρμόζουμε το Θεώρημα 4.2.2 με W = PF (A◦), n = k και ε = 1/2.

Υπάρχει H ∈ Gk,bk/2c(F ) για τον οποίο

PF (A◦) ∩H ⊆ cγ1/p

δ1/p
BH .

Παίρνοντας πολικά στον H βλέπουμε ότι PH(A ∩ F ) ⊇ cδ1/p

γ1/p BH .

Υπενθυμίζουμε τώρα ότι, αν C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rm και αν L

είναι ένας s-διάστατος υπόχωρος του Rm, τότε M(C ∩ L) .
√
m/sM(C) (βλέπε [20,

Παράγραφος 4.2]). Επομένως, θέτοντας C = (A ∩ F )◦ και L = H, παίρνουμε

w(A ∩ F ) = M
(
(A ∩ F )◦

)
>

1√
2
M
(
(A ∩ F )◦ ∩H

)
=

c√
2
w
(
PH(A ∩ F )

)
>
c′δ1/p

γ1/p
,

που είναι το ζητούμενο. 2

Θεώρημα 4.6.2. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Υποθέτουμε
ότι q 6

√
n. Τότε, για κάθε 1 6 α < 2, 0 < δ < 1 και για κάθε F ∈ Gn,bδnc έχουμε

R
(
Zq(µ) ∩ F

)
> w

(
Zq(µ) ∩ F

)
> c

(2− α)δ
α+4
2α(

log 1
2−α

)α+4
2α

√
q.

Απόδειξη. Από την πρόταση 4.4.4 γνωρίζουμε ότι

logN
(√
qBn2 , tZq(µ)

)
6 c(α)

n

t
2α
α+4

max

{
log

√
2q

t
, log

1

(2− α)t

}
,

όπου c(α) 6 C(2− α)−2/3
. Επομένως, μπορούμε να εφαρμόσουμε την Πρόταση 4.6.1 με

(4.6.1) γ = c(α)
max{log q, log 1

2−α}√
qp

και p = 2α
α+4 . 2

΄Ενα παρόμοιο επιχείρημα εφαρμόζεται και για το Z◦q (µ). ΑφούM(Z◦q (µ)) = w(Zq(µ)) '
√
q για κάθε q 6

√
n, από την δυϊκή ανισότητα Sudakov έχουμε

logN
(
Bn2 , t

√
qZ◦q (µ)

)
6
cn

t2

για κάθε t > 1. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 4.6.1 με γ = cq και p = 2 παίρνουμε:
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Θεώρημα 4.6.3. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Υποθέτουμε
ότι q 6

√
n. Τότε, για κάθε 1 6 α < 2, 0 < δ < 1 και για κάθε F ∈ Gn,bδnc έχουμε

R
(
Z◦q (µ) ∩ F

)
> w

(
Z◦q (µ) ∩ F

)
>
c
√
δ

√
q
.

2. ΄Ανω φράγμα για το M−k(Zq(µ)). ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον

Rn. Για κάθε p 6= 0, ορίζουμε

(4.6.2) Mp(C) :=

(∫
Sn−1

‖θ‖pCdσ(θ)

)1/p

.

Οι Litvak, Milman και Schechtman απέδειξαν στο [36] ότι αν b είναι η μικρότερη σταθερά

για την οποία ισχύει η ‖x‖ 6 b‖x‖2 για κάθε x ∈ Rn, τότε

max

{
M(C), c1

b
√
q

√
n

}
6Mp(C) 6 max

{
2M(C), c2

b
√
q

√
n

}
για κάθε p ∈ [1, n], όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. Ειδικότερα,

(4.6.3) Mp(C) 'M(C)

όταν p 6 k(C) := k∗(C
◦). Οι Klartag και Vershynin όρισαν στο [33] την παράμετρο

d(C) = min

{
− log σ

({
x ∈ Sn−1 : ‖x‖ 6 M(C)

2

})
, n

}
και παρατήρησαν ότι το d(C) είναι πάντα μεγαλύτερο του k(C). Το βασικό τους αποτελέσμα

συμπληρώνει την (4.6.3) δίνοντας πληροφορίες για τις αρνητικές τιμές του p: ΄Εχουμε ότι

(4.6.4) M−p(C) 'M(C)

για κάθε 0 < p 6 d(C).

΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Αφού το M−p(Zq(µ)) εί-

ναι προφανώς μικρότερο από το M(Zq(µ)), στόχος μας είναι να δώσουμε άνω φράγματα

για αυτές τις ποσότητες και να τα συγκρίνουμε με αυτά της Παραγράφου 4.5. Θα χρησι-

μοποιήσουμε το επόμενο Λήμμα από το [52], το οποίο είναι αναδιατύπωση της Πρότασης

3.5.22.

Λήμμα 4.6.4. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε ακέραιο 1 6

k < n,

(4.6.5) M−k(C) '

(∫
Gn,k

vrad
(
PF (C◦)

)−k
dνn,k(F )

)−1/k

.
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Πρόταση 4.6.5. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
2 6 q 6

√
n και k > q2 log2 q έχουμε

(4.6.6) M−k
(
Zq(µ)

)
6
c log3 q
√
q

(n
k

)3/2

.

Απόδειξη. Επιλέγουμε α = 2− 1
log q . Από την απόδειξη της Πρότασης 4.4.4 βλέπουμε ότι

αν t ≤ √q και

q2

(log q)2/3
t2/3 6 n

τότε

N
(√
qZ◦q (µ), tBn2

)
6 exp

(
c1
n(log q)2/3

t2/3
log

2q

t2

)
.

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Επομένως, για κάθε ακέραιο 1 6 k < n και κάθε

F ∈ Gn,k έχουμε

√
q |PF (Z◦q (µ))|1/k 6 t|Bk2 |1/kN

(√
qPF

(
Z◦q (µ)

)
, tBF

)1/k

6 t|Bk2 |1/k exp

(
c1
n(log q)2/3

kt2/3
log

2q

t2

)
.

Επιλέγοντας t ' (n/k)3/2 log3 q συμπεραίνουμε ότι

( |PF (Z◦q (µ))|
|Bk2 |

)1/k

6
c log3 q
√
q

(n
k

)3/2

,

και το ζητούμενο έπεται από το Λήμμα 4.6.4. 2

Σημείωση. Αφού Zq(µ) ⊇ Bn2 , έχουμε το προφανές άνω φράγμαM−k(Zq(µ)) 6 1 για κάθε

1 6 k < n. ΄Αρα, η εκτίμηση της Πρότασης 4.6.5 είναι μη τετριμμένη για k > n log2 q/q1/3
.

Παρατήρηση 4.6.6. ΄Ομοια, ξεκινώντας από την Πρόταση 4.4.5 και μιμούμενοι την

απόδειξη της Πρότασης 4.6.5 παίρνουμε την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 4.6.7. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
2 6 q 6 n και για κάθε k > L

2/3
n q έχουμε

(4.6.7) M−k
(
Zq(µ)

)
6
cLn√
q

(n
k

)3/2

.
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Υπό το πρίσμα της (4.6.4) ένα φυσιολογικό ερώτημα είναι να δώσουμε κάτω φράγματα

για το d(Zq(µ)). Αυτό γιατί, αν το d(Zq(µ)) είναι αρκετά μεγάλο ώστε να μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 4.6.5 ή την Πρόταση 4.6.7, τότε θα μπορούσαμε να έχουμε

ενδεχομένως καλύτερη πληροφορία και για το M(Zq(µ)). Αυτό που γνωρίζουμε είναι ένα

κάτω φράγμα για το k(Zq(µ)) και το k(Z◦q (µ)) στο διάστημα 2 6 q 6 q∗(µ). Για κάθε

2 6 q 6 q∗(µ) έχουμε

(4.6.8) min
{
k
(
Zq(µ)

)
, k
(
Z◦q (µ)

)}
>
c1n

q
,

όπου c1 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Για να το δούμε αυτό, υπενθυμίζουμε ότι Bn2 ⊆ Zq(µ) ⊆ c2qBn2 , άρα

R
(
Zq(µ)

)
6 c2q και R

(
Z◦q (µ)

)
6 1.

Τότε, χρησιμοποιώντας την w(Zq(µ)) ' √q παίρνουμε

k∗
(
Zq(µ)

)
> c3n

w2
(
Zq(µ)

)
R2
(
Zq(µ)

) > c4n
q

q2
=
c4n

q
.

Επίσης, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι w(C◦)w(C) > 1 για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα

C, και λαμβάνοντας υπόψιν μας την w(Zq(µ)) ' √q, βλέπουμε ότι w(Z◦q (µ)) > c/
√
q για

κάθε 2 6 q 6 q∗(µ), άρα

k∗
(
Z◦q (µ)

)
> c5n

w2
(
Z◦q (µ)

)
R2
(
Z◦q (µ)

) >
c6n

q
.

3. Εκτιμήσεις για μικρές μπάλες. Σε αυτήν την τελευταία υποενότητα περιγρά-

φουμε μια προσέγγιση που οδηγεί σε εκτιμήσεις για τον όγκο της τομής των κεντροειδών

σωμάτων με «μικρές μπάλες». Είναι βολικό να κανονικοποιήσουμε τον όγκο, και να θεωρή-

σουμε το Zq(µ) αντί του Zq(µ). Υπενθυμίζουμε ότι αν q 6
√
n τότε |Zq(µ)|1/n '

√
q/n,

επομένως

Zq(µ) '
√
n/q Zq(µ).

Τότε, w(Zq(µ)) '
√
n/qw(Zq(µ)) '

√
n, που μας δίνει

logN
(
Zq(µ), sBn2

)
6 c1n

(
w
(
Zq(µ)

)
s

)2

6
c2n

2

s2
.

Χρησιμοποιούμε το ακόλουθο ([14], Λήμμα 5.6).
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Λήμμα 4.6.8. ΄Εστω C ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Υποθέτουμε
ότι, για κάποιο s > 0,

(4.6.9) rs := logN(K, sBn2 ) < n.

Τότε,

I−rs(K) 6 cs.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 ∈ Rn τέτοιο ώστε |K ∩ (−z0 + sBn2 )| > |K ∩ (z + sBn2 )| για κάθε

z ∈ Rn. Ιτ φολλοως τηατ

(4.6.10) |(K + z0) ∩ sBn2 | ·N(K, sBn2 ) > |K| = 1.

Θέτουμε q = rs. Τότε, χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Markov, τον ορισμό του

I−q(K + z0) και την (4.6.9), παίρνουμε

|(K + z0) ∩ 3−1I−q(K + z0)Bn2 | 6 3−q < e−q = e−rs 6
1

N(K, sBn2 )
.

Από την (4.6.10) έπεται ότι

|(K + z0) ∩ 3−1I−q(K + z0)Bn2 | < |(K + z0) ∩ sBn2 |,

και αυτό δείχνει ότι

3−1I−q(K + z0) 6 s.

Αφού το K έχει βαρύκεντρο το 0, η ανισότητα του Fradelizi δείχνει ότι I−k(K + z) >
1
eI−k(K) για κάθε 1 6 k < n και για κάθε z ∈ Rn. Για να το δούμε αυτό, χρησιμοποιώντας

την Πρόταση 3.5.21 γράφουμε

I−k(K + z) = cn,k

(∫
Gn,k

|(K + z) ∩ F⊥| dνn,k(F )

)−1/k

>
cn,k
e

(∫
Gn,k

|K ∩ F⊥| dνn,k(F )

)−1/k

=
1

e
I−k(K).

Αυτό αποδεικνύει το λήμμα. 2

Χρησιμοποιούμε τώρα το Λήμμα 4.6.8 για το Zq(µ) και παίρνουμε:

Πρόταση 4.6.9. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Αν 2 6

q 6
√
n τότε

I−r
(
Zq(µ)

)
6
c3n√
r

για κάθε 1 6 r 6 cn.
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Από την ανισότητα Markov έχουμε την ακόλουθη εκτίμηση για μικρές μπάλες:∣∣∣∣{x ∈ Zq(µ) : ‖x‖2 6 εI−r
(
Zq(µ)

)}∣∣∣∣ 6 εr.





Kef�laio 5

TuqaÐec strofèc

΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Γράφουμε ‖ · ‖C για τη νόρμα που

επάγεται από το C στον Rn και συμβολίζουμε με M := M(C) και με w(C) την μέση τιμή

αυτής της νόρμας στην μοναδιαία σφαίρα και το μέσο πλάτος του C αντίστοιχα. Σε αυτό

το Κεφάλαιο θεωρούμε την τομή του C με το U(C), όπου U ∈ O(n) είναι ένας τυχαίος

ορθογώνιος μετασχηματισμός του Rn, και ενδιαφερόμαστε κυρίως για την μέση τιμή του

όγκου και την περιγεγραμμένη ακτίνα R(C ∩ U(C)) := max{‖x‖2 : x ∈ C ∩ U(C)} του

C ∩ U(C).

5.1 K�tw fr�gmata gia ton ìgko

΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για να δώσουμε κάτω φράγμα για

τον όγκο του C ∩ U(C) χρησιμοποιούμε ένα απλό επιχείρημα που βασίζεται σε εκτιμήσεις

για αριθμούς κάλυψης. Θυμηθείτε ότι ο αριθμός κάλυψης N(A,B) ενός σώματος A από

ένα άλλο σώμα B είναι ο μικρότερος φυσικός N για τον οποίον υπάρχουν N μεταφορές του

B η ένωση των οποίων καλύπτει το A. Χρειαζόμαστε κάποιες στοιχειώδεις ανισότητες για

αριθμούς κάλυψης, οι οποίες μπορούν, για παράδειγμα, να βρεθούν στο [54, Κεφάλαιο 7].

Πρόταση 5.1.1. (α) Αν C είναι ένα κυρτό σώμα και L είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα

στον Rn, τότε

(5.1.1) 2−n
|C + L|
|L|

6 N(C,L) 6 2n
|C + L|
|L|

.
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(β) Αν τα C και L είναι και τα δύο συμμετρικά, τότε

(5.1.2) |C| 6 N(C,L)|C ∩ L|.

Χρησιμοποιώντας αυτά τα εργαλεία μπορούμε να δώσουμε κάτω φράγμα για τον |C ∩
U(C)| το οποίο μάλιστα ισχύει για κάθε U ∈ O(n). Από την (5.1.2) προκύπτει ότι

(5.1.3) 1 = |C| 6 N(C,U(C)) |C ∩ U(C)|.

Για να εκτιμήσουμε τον N(C,U(C)), για κάθε % > 0 γράφουμε

(5.1.4) N(C,U(C)) 6 N(C, %Bn2 )N(%Bn2 , U(C)) = N(C, %Bn2 )N(%Bn2 , C).

Από την άλλη πλευρά,

(5.1.5) N(%Bn2 , C) 6 2n|%Bn2 + C| 6 (4%)nN(C, %Bn2 ),

αν χρησιμοποιήσουμε την (5.1.1) και το γεγονός ότι |C| = |Bn2 | = 1. ΄Επεται ότι

(5.1.6) N(C,U(C)) 6 (4%)n
[
N(C, %Bn2 )

]2
,

και με τον ίδιο τρόπο ελέγχουμε ότι

(5.1.7) N(C,U(C)) 6 (4/%)n
[
N(%Bn2 , C)

]2
,

Συνδυάζοντας αυτές τις ανισότητες, παίρνουμε:

Λήμμα 5.1.2. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε % > 0

και για κάθε U ∈ O(n) ισχύει

(5.1.8) |C ∩ U(C)| >
[

min{(4%)n/2N(C, %Bn2 ), (4/%)n/2N(%Bn2 , C)}
]−2

.

Μπορούμε να φράξουμε τους αριθμούς κάλυψης N(C, %Bn2 ) και N(%Bn2 , C) μέσω της

ανισότητας του Sudakov και της δυϊκής της (βλέπε π.χ. [54]). Θυμηθείτε ότι Bn2 '
√
nBn2 ,

άρα

N(C, %Bn2 ) 6 exp(c1w
2(C)/%2) και N(%Bn2 , C) 6 exp(c1%

2n2M2(C)),

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Επιλέγοντας % = 1 και παίρνοντας υπόψιν μας το

γεγονός ότι min{w(C)/
√
n,
√
nM(C)} > c2, απ΄ όπου βλέπουμε ότι

4n 6 exp(c3nmin{w2(C)/n, nM2(C)}),

συμπεραίνουμε το εξής.
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Πρόταση 5.1.3. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε
U ∈ O(n) έχουμε

(5.1.9) |C ∩ U(C)| > e−cnmin{w2(C)/n,nM2(C)},

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Μπορούμε να εφαρμόσουμε την Πρόταση 5.1.3 στις κανονικοποιημένες μπάλες Bnp , 1 6

p 6∞. Οι γνωστές εκτιμήσεις για τον όγκο |Bnp | της Bnp δείχνουν ότι αν 1 6 p 6 2 τότε

Bnp ' n1/pBnp . Από την άλλη πλευρά, ‖x‖p 6 n
1
p−

1
2 ‖x‖2, απ΄ όπου παίρνουμε M(Bnp ) 6

n
1
p−

1
2 . Συνεπώς,

M(Bnp ) 6 cn−
1
pM(Bnp ) 6 c/

√
n.

Επιπλέον, αν 2 6 p 6∞ και αν q είναι ο συζυγής εκθέτης του p, τότε Bnp ' n1/pBnp , άρα

w(Bnp ) 6 cn
1
pw(Bnp ) = cn

1
pM(Bnq ) 6 cn

1
pn

1
q−

1
2 = c

√
n.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω βλέπουμε ότι

min{w2(Bnp )/n, nM2(Bnp )} 6 c

για κάθε 1 6 p 6 ∞, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Τώρα, η Πρόταση 5.1.3 μας

δίνει:

Πρόταση 5.1.4. Για κάθε 1 6 p 6∞ και για κάθε U ∈ O(n) έχουμε

(5.1.10) |Bnp ∩ U(Bnp )| > e−cn,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Μια δεύτερη εφαρμογή του Λήμματος 5.1.2 προκύπτει στην περίπτωση που το C είναι

σε M -θέση. Ο Milman (βλέπε π.χ. [44]) απέδειξε ότι υπάρχει μια απόλυτη σταθερά β > 0

ώστε κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον Rn να έχει μια γραμμική εικόνα C̃ όγκου 1 η

οποία ικανοποιεί τις

(5.1.11) max
{
N(C̃, Bn2 ), N(Bn2 , C̃)

}
6 exp(βn).

Λέμε ότι ένα κυρτό σώμα C που ικανοποιεί αυτήν την ανισότητα βρίσκεται σε M -θέση με

σταθερά β. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 5.1.2 παίρνουμε:
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Πρόταση 5.1.5. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Αν το C είναι
σε M -θέση με σταθερά β τότε, για κάθε U ∈ O(n) έχουμε

(5.1.12) |C ∩ U(C)| > e−2(β+1)n.

Τέλος, υποθέτουμε ότι το K βρίσκεται στην ισοτροπική θέση. Χρησιμοποιούμε το εξής

λήμμα (βλέπε [12, Παράγραφος 3.2]): Αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn τότε,

για κάθε t > 0,

(5.1.13) N(K, tBn2 ) 6 exp

(
cnLK
t

)
,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα,

(5.1.14) N(K,LK B
n

2 ) 6 ecn.

΄Ομως τότε, από την (5.1.6) έχουμε

(5.1.15) N(K,U(K)) 6 (4LKe
2c)n

και από το Λήμμα 5.1.2 παίρνουμε το εξής:

Πρόταση 5.1.6. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

(5.1.16) |K ∩ U(K)| > (c1LK)−n

για κάθε U ∈ O(n), όπου c1 > 4 είναι μια απόλυτη σταθερά.

5.2 'Anw fr�gmata gia ton ìgko

Τα άνω φράγματα που θα δώσουμε για την EU |C ∩ U(C)| θα βασιστούν στο Λήμμα 5.2.2

το οποίο είναι συνέπεια του θεωρήματος Fubini και του ακόλουθου λήμματος (βλέπε π.χ.

[33]). Για την ακρίβεια, τα επόμενα δύο αποτελέσματα ισχύουν για κάθε αστρόμορφο σώμα.

Λήμμα 5.2.1. Αν A είναι ένα αστρόμορφο σώμα στον Rn τότε

1
2 σ
(
Sn−1 ∩ 1

2A
)
6 γn(

√
nA) 6 σ(Sn−1 ∩ 2A) + e−cn.
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Απόδειξη. Γράφουμε σr για το αναλλοίωτο ως προς στροφές μέτρο πιθανότητας στην

rSn−1
. Για την αριστερή ανισότητα παρατηρούμε ότι, αφού το A είναι αστρόμορφο,

γn(
√
nA) > γn(2

√
nBn2 ∩

√
nA)(5.2.1)

> γn({tx : 0 6 t 6 2
√
n, x ∈ 2

√
nSn−1 ∩

√
nA})

> γn(2
√
nBn2 )σ2

√
n(2
√
nSn−1 ∩

√
nA)

= γn(2
√
nBn2 )σ

(
Sn−1 ∩ 1

2A
)
.

Από την ανισότητα του Markov έχουμε

γn({x : ‖x‖2 > 2
√
n}) 6 1

4n

∫
Rn
‖x‖22dγn(x) =

1

4
,

άρα

γn(2
√
nBn2 ) = 1− γn({x : ‖x‖2 > 2

√
n}) > 3

4
.

Αυτό αποδεικνύει ότι

σ
(
Sn−1 ∩ 1

2A
)
6 2γn(

√
nA).

Παρατηρούμε τώρα ότι

√
nA ⊆

(
1
2

√
nBn2

)
∪ C

(
1
2

√
nSn−1 ∩

√
nA
)

όπου, για κάθε Θ ⊆ 1
2

√
nSn−1

, συμβολίζουμε με C(Θ) τον θετικό κώνο που παράγεται

από το Θ. ΄Επεται ότι

γn(
√
nA) 6 γn

(
1
2

√
nBn2

)
+ σ√n

2

(
1
2

√
nSn−1 ∩

√
nA
)
.

Τώρα,

σ√n
2

(
1
2

√
nSn−1 ∩

√
nA
)

= σ(Sn−1 ∩ 2A),

και απευθείας υπολογισμός δείχνει ότι

γn
(
ρ
√
nBn2

)
6

(
ρ
√
n√

2π

)n
|Bn2 |,

για κάθε 0 < ρ 6 1. ΄Επεται ότι

γn
(

1
2

√
nBn2

)
6 e−cn,

για κάποια απόλυτη σταθερά c > 0. 2
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Λήμμα 5.2.2. ΄Εστω C ένα αστρόμορφο σώμα στον Rn. Τότε,

(5.2.2)

∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) 6 2

∫
C

γn

(
2
√
n

‖x‖2
C

)
dx.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας βασικές ιδιότητες του μέτρου Haar ν στην O(n) μπορούμε να

εκφράσουμε την μέση τιμή του |C ∩ U(C)| ως εξής:∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) =

∫
O(n)

∫
Rn
χC(x)χC(Ux) dx dν(U)

=

∫
Rn
χC(x)

∫
O(n)

χC(Ux) dν(U) dx

=

∫
C

ν({U ∈ O(n) : Ux ∈ C}) dx

=

∫
C

ν({U ∈ O(n) : ‖x‖2U(x/‖x‖2) ∈ C}) dx

=

∫
C

σ

({
θ ∈ Sn−1 : θ ∈ 1

‖x‖2
C
})

dx

=

∫
C

σ

(
Sn−1 ∩ 1

‖x‖2
C

)
dx.

Από το Λήμμα 5.2.1 παίρνουμε

(5.2.3) σ
(
Sn−1 ∩ 1

‖x‖2C
)
6 2γn

(
2
√
n

‖x‖2
C

)
και έχουμε το συμπέρασμα. 2

Απλή συνέπεια του Λήμματος 5.2.2 είναι η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 5.2.3. Υπάρχει απόλυτη σταθερά α0 > 0 με την εξής ιδιότητα: αν C είναι ένα

συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn τότε

(5.2.4)

∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) 6 γn(α0C) + e−n.

Απόδειξη. Θέτουμε ρn = e−1ω
−1/n
n . Τότε, έχουμε∫

C∩ρnBn2
γn

(
2
√
n

‖x‖2
C

)
dx 6 |C ∩ ρnBn2 | 6 |ρnBn2 | = e−n.

Από την άλλη πλευρά, αν x ∈ C \ ρnBn2 τότε

2
√
n

‖x‖2
6

2
√
n

ρn
= 2e

√
nω1/n

n .
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Συνεπώς, ∫
C\ρnBn2

γn

(
2
√
n

‖x‖2
C

)
dx 6 γn(α0C),

όπου α0 = sup
n

2e
√
nω

1/n
n ∼ 2e

√
2πe. 2

Λόγω της Πρότασης 5.2.3, αυτό που χρειάζεται είναι να εκτιμήσουμε το γn(tC). ΄Ενας

τρόπος είναι να χρησιμοποιήσουμε την παράμετρο dr(C). Για κάθε r > 1 θέτουμε

dr(C) = min

{
− log σ

({
x ∈ Sn−1 : ‖x‖C 6

M(C)

r

})
, n

}
.

΄Ενα από τα βασικά αποτελέσματα στο [33] είναι η εξής ανισότητα.

Θεώρημα 5.2.4. Για κάθε r > 1 και για ε = 1
32r2 έχουμε

(5.2.5) γn(ε
√
nM(C)C) 6 (c1ε)

c2(r)dr(C) 6 (c1ε)
c3(r)k(C),

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά και c2(r), c3(r) ' 1
log(8r) .

Για λόγους πληρότητας θα σκιαγραφήσουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 5.2.4. Το

βασικό εργαλείο είναι το B-θεώρημα των Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey [13]:

αν C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn τότε η συνάρτηση

t 7→ γn(etC)

είναι λογαριθμικά κοίλη στο R. ΄Αμεση συνέπεια είναι η ανισότητα

γn(aλb1−λC) > γn(aC)λγn(bC)1−λ

για κάθε a, b > 0 και λ ∈ (0, 1). Χρησιμοποιούμε αυτό το γεγονός με τον εξής τρόπο.

Γράφουμε m = med(‖ · ‖C) για τον μέσο Lévy της ‖ · ‖C στην Sn−1
. Από την ανισότητα

του Markov έχουμε

m

2
6
∫
{θ:‖θ‖C>m}

‖θ‖C dσ(θ) 6M(C).

Είναι επίσης γνωστό ότι, αντίστροφα, M(C) 6 c0m για κάποια απόλυτη σταθερά c0 > 0.

Η παρατήρηση αυτή θα χρησιμοποιηθεί στο τέλος της απόδειξης.

Ορίζουμε D = m
√
nC. Από το Λήμμα 5.2.1 και τον ορισμό του μέσου Lévy έχουμε

(5.2.6) γn(2D) >
1

2
σ(Sn−1 ∩mC) >

1

4
.
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Από την άλλη πλευρά, χρησιμοποιώντας πάλι το Λήμμα 5.2.1, βλέπουμε ότι

γn( 1
4rD) 6 σ

(
Sn−1 ∩ m

2r
C
)

+ e−cn(5.2.7)

= σ
(
{θ ∈ Sn−1 : ‖θ‖C 6

m

2r
}
)

+ e−cn

6 σ

(
{θ ∈ Sn−1 : ‖θ‖C 6

M(C)

r
}
)

+ e−cn

6 2e−c1dr(C),

όπου c1 > 0 είναι κατάλληλη απόλυτη σταθερά. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0 < ε <
1

32r2 και κατόπιν εφαρμόζουμε το B-θεώρημα για το σώμα D, με a = ε, b = 2 και λ =

log(8r)/ log 2
ε . ΄Ετσι παίρνουμε

(5.2.8) γn(εD)
log(8r)
log(2/ε) γn(2D)1− log(8r)

log(2/ε) 6 γn( 1
4rD).

Παρατηρήστε ότι 0 < log(8r)
log(2/ε) <

1
2 , άρα γn(2D)1− log(8r)

log(2/ε) > 1
4 . Συνδυάζοντας τις (5.2.6),

(5.2.7) και (5.2.8) βλέπουμε ότι

(5.2.9) γn(εD) 6
(

8e−c1dr(C)
) log(2/ε)

log(8r)

6 (c2ε)
c3(r)dr(C),

όπου c3(r) = c3
log(8r) για κάποια απόλυτη σταθερά c3 > 0. Αυτό αποδεικνύει την (5.2.5). 2

Συνδυάζουμε την Πρόταση 5.2.3 με το Θεώρημα 5.2.4.

Πρόταση 5.2.5. Υπάρχει απόλυτη σταθερά B0 > 0 με την εξής ιδιότητα: αν r > 1 και

C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn με
√
nM(C) > B0r

2
τότε, για κάθε

r > 1,

(5.2.10)

∫
O(n)

|C ∩ U(C)| dν(U) 6 e−
c

log(8r)
dr(C)

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 5.2.4 γνωρίζουμε ότι αν 0 < ε < 1
c2r2

τότε

γn(εM(C)
√
nC) 6 (c1ε)

c2(r)dr(C).

Θέτουμε ε = α0√
nM(C)

. Αν
√
nM(C) > max{c1e, c2r2}α0 τότε παίρνουμε

γn(α0C) 6 e−
c3

log(8r)
dr(C).

Το αποτέλεσμα προκύπτει από την Πρόταση 5.2.3. 2
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Παρατήρηση 5.2.6. Μπορούμε να δώσουμε μια εναλλακτική εκτίμηση συναρτήσει της

εγγεγραμμένης ακτίνας

(5.2.11) r(C) = sup{r > 0 : rBn2 ⊆ C}

του σώματος C. Αυτήν την φορά βασιζόμαστε σε μια ανισότητα των Lata la και Oleszkiewicz

[35] (η απόδειξη της οποίας χρησιμοποιεί και πάλι το B-θεώρημα): ΄Εστω A ένα συμμετρικό

κυρτό σώμα στον Rn με εγγεγραμμένη ακτίνα r = r(A) και γn(A) 6 1/2. Για κάθε

0 6 ε 6 1 έχουμε

(5.2.12) γn(εA) 6 (2ε)r(A)2/4γn(A).

Χρησιμοποιούμε αυτό το αποτέλεσμα ως εξής: έστω ότι C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα

όγκου 1 στον Rn με
√
nM(C) > B0 και d(C) > B0. Ελέγχουμε ότι το A = m

√
n

8 C έχει

μέτρο γn(A) 6 1
2 , άρα, για κάθε 0 < ε < 1

2e παίρνουμε γn(εA) 6 2e−r
2(A)/4

. Παρατηρήστε

ότι
εm
√
n

8 = α0 αν επιλέξουμε ε = 8α0√
nm

. Αν
√
nm > 16eα0 τότε παίρνουμε

γn(α0C) 6 2e−r
2(A)/4 = 2e−nm

2r2(C).

Από την Πρόταση 5.2.3 παίρνουμε τελικά EU |C ∩ U(C)| 6 exp(−cnm2(C)r2(C)). Παρα-

τηρήστε όμως ότι nm2(C)r2(C) 6 4nM2(C)r2(C) ' k(C) 6 c′d(C).

Παρατήρηση 5.2.7. Θυμηθείτε ότι για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C όγκου 1 στον

Rn έχουμε

√
nM(C) >

√
n

(
|Bn2 |
|C|

)1/n

=
√
nω1/n

n ∼
√

2πe.

Συνεπώς, η συνθήκη
√
nM(C) > B0 δεν ικανοποιείται από εκείνα τα σώματα για τα οποία

M(C)vrad(C) ' 1.

΄Ενα παράδειγμα μας δίνει η Ευκλείδεια μπάλα Bn2 όγκου 1. ΄Ομως, σε αυτήν την περίπτωση

έχουμε |Bn2 ∩ U(Bn2 )| = 1 για κάθε U ∈ O(n). Με άλλα λόγια, αν επιθυμούμε ένα μη

τετριμμένο (εκθετικά μικρό) άνω φράγμα για την μέση τιμή του |C ∩ U(C)| τότε είναι

απαραίτητο να επιβάλουμε κάποια συνθήκη στο C. ΄Ετσι, η συνθήκη
√
nM(C) > B0

μοιάζει πολύ φυσιολογική.

Στο παράδειγμα του κύβουQn =
[
− 1

2 ,
1
2

]n
έχουμε

√
nM(Qn) '

√
log n, άρα η Πρόταση

5.2.5 εφαρμόζεται. Είναι όμως ευκολότερο να υπολογίσουμε το γn(α0Qn) απευθείας και
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μετά να εφαρμόσουμε την Πρόταση 5.2.3. Γράφοντας Φ(t) = 1√
2π

∫ t
−∞ e−s

2/2ds για την

συνάρτηση κατανομής της τυπικής κανονικής τυχαίας μεταβλητής, έχουμε

γn(α0Qn) = (2Φ(α0/2)− 1)n = e−δ0n,

όπου το δ0(α0) > 0 ορίζεται μέσω της εξίσωσης 2Φ(α0/2)−1 = e−δ0 . Στο [33] αποδεικνύ-

εται ότι c1n
1−c1r−2

6 dr(Qn) 6 c2n
1−c2r−2

για κάθε r > 1. Συνεπώς, χρησιμοποιώντας

την Πρόταση 5.2.5 με r ' 4
√

log n, θα παίρναμε την εκτίμηση

(5.2.13) EU |Qn ∩ U(Qn)| 6 e−cn
1−δ

για κάθε δ > 0 και για κάθε n > n0(δ). Ανάλογη κατάσταση εμφανίζεται για κάθε

2 < q < ∞. ΄Εχουμε dcq (B
n
q ) > Cqn για κάποιες σταθερές cq, Cq > 0 που εξαρτώνται

μόνο από το q. ΄Ετσι, παίρνουμε ένα άνω φράγμα για την EU |Bnq ∩ U(Bnq )| της μορφής

exp(−n1−δ) για κάθε 0 < δ < 1, όταν τουλάχιστον τα q και n είναι αρκετά μεγάλα. Καλό

είναι να συγκρίνει κανείς αυτά τα άνω φράγματα με το κάτω φράγμα που δίνει η Πρόταση

5.1.4.

Στην επόμενη παράγραφο εφαρμόζουμε την Πρόταση 5.2.5 για τα κεντροειδή σώματα

Zq(µ) ενός ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου µ στον Rn.

Η πρόταση που ακολουθεί δίνει ένα εναλλακτικό επιχείρημα για να φράξουμε την EU |K∩
U(K)| στην περίπτωση που το K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn.

Πρόταση 5.2.8. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Υποθέτουμε ότι LK =

(1 + δ)
√

2/π για κάποιον δ > 0. Τότε,

(5.2.14)

∫
O(n)

|K ∩ U(K)| dν(U) 6 c1e
−c2(δ)

√
n,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά και c2(δ) ' min{1, δ3}.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι LK >
√

2/π, και γράφουμε LK = (1 + δ)
√

2/π για κάποιον

δ > 0. Θεωρούμε ε ∈ (0, 1) το οποίο θα επιλέξουμε να εξαρτάται κατάλληλα από το δ. Από

την ανισότητα λεπτού δακτυλίου γνωρίζουμε ότι αν

(5.2.15) A :=
{
x ∈ K :

∣∣ ‖x‖2 −√nLK ∣∣ 6 ε
√
nLK

}
,

τότε

(5.2.16) |A| > 1− C1 exp(−c2ε3
√
n),
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αρκεί το n να είναι αρκετά μεγάλο. Θέτουμε ρ = ε
√
nLK . Αν Kρ = K ∩ ρBn2 , από την

(5.2.16) γνωρίζουμε ότι |Kρ| 6 C1 exp(−c2ε3
√
n). Τότε,

(5.2.17)

∫
Kρ

γn

(
2
√
n

‖x‖2
K

)
dx 6 |Kρ| 6 C1 exp(−c2ε3

√
n).

Από την άλλη πλευρά,

(5.2.18)

∫
K\Kρ

γn

(
2
√
n

‖x‖2
K

)
dx 6 |K \Kρ| γn

(
2

(1− ε)LK
K

)
,

και

(5.2.19) γn(aK) 6

(
a√
2π

)n
|K|

για κάθε a > 0, άρα∫
K\Kρ

γn

(
2
√
n

‖x‖2
K

)
dx 6

(
2

(1− ε)
√

2πLK

)n
(5.2.20)

=

(
1

(1− ε)(1 + δ)

)n
6 C2e

−c3 min{1,δ}n,

αν επιλέξουμε ε < min{1, δ}/3. ΄Επεται ότι

(5.2.21)

∫
O(n)

|K ∩ U(K)| dν(U) 6 c1e
−c4(δ)

√
n

με c4(δ) ' [min{1, δ}]3. 2

5.3 'Anw fr�gmata gia thn perigegrammènh aktÐ-

na

΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Σε αυτήν την παράγραφο υπεν-

θυμίζουμε εν συντομία γνωστά επιχειρήματα τα οποία οδηγούν σε άνω φράγματα για την

περιγεγραμμένη ακτίνα R(C ∩ U(C)) της τομής του C με τις τυχαίες στροφές του, U(C).

Πρόταση 5.3.1. Αν R(C ∩E) 6 r για κάθε E σε ένα υποσύνολο της Gn,n/2 με μέτρο

μεγαλύτερο από 1/2 τότε υπάρχει U ∈ O(n) ώστε R(C ∩ U(C)) 6
√

2r.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε ένα κλασσικό επιχείρημα που οφείλεται στον Krivine (βλέπε

[54] ή [45]). Από την υπόθεση γνωρίζουμε ότι υπάρχει E ∈ Gn,n/2 ώστε

(5.3.1) ‖y‖C >
1

r
‖y‖2

για κάθε y ∈ E και για κάθε y ∈ E⊥. Γράφουμε P1 = PE και P2 = PE⊥ . Τότε, έχουμε

I = P1 +P2 και ορίζουμε U = P1 −P2 ∈ O(n). ΄Εστω x ∈ Rn και γράφουμε x = x1 + x2,

όπου x1 = P1(x) και x2 = P2(x). Τότε,

‖x1 + x2‖C + ‖x1 − x2‖C > 2 max{‖x1‖C , ‖x2‖C} >
2

r
max{‖x1‖2, ‖x2‖2}

>

√
2

r

√
‖x1‖22 + ‖x2‖22 =

√
2

r
‖x‖2.

Αυτό σημαίνει ότι

(5.3.2) ‖x‖C + ‖x‖U−1(C) >

√
2

r
‖x‖2,

ή ισοδύναμα,

(5.3.3) 2conv(C◦ ∪ U(C◦)) ⊇ C◦ + U(C◦) ⊇
√

2

r
Bn2 .

Περνώντας στα πολικά σώματα ολοκληρώνουμε την απόδειξη. 2

Η επόμενη παρατήρηση είναι ότι η ύπαρξη μιας π.χ. 3n/4-διάστατης τομής με φραγμέ-

νη περιγεγραμμένη ακτίνα συνεπάγεται ότι οι τυχαίες n/2-διάστατες τομές έχουν την ίδια

ιδιότητα. Τότε, μπορούμε να εφαρμόσουμε την Πρόταση 5.3.1 και να βρούμε U ∈ O(n) με

R(C ∩ U(C)) 6 c3r.

Πρόταση 5.3.2. Αν R(C∩F ) 6 r για κάποιον F ∈ Gn,3n/4 τότε ένας τυχαίος υπόχωρος
E ∈ Gn,n/2 ικανοποιεί την

R(C ∩ E) 6 c1r

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−c2n.

Απόδειξη. Το γεγονός αυτό παρατηρήθηκε στα [21], [59] και αμέσως μετά, σε ακριβέστερη

μορφή, στο [37]: εκεί αποδείχθηκε ότι αν C είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn,
και αν 1 6 k < m < n και µ = n−k

n−m , τότε υποθέτοντας ότι R(C ∩ F ) 6 r για κάποιον

F ∈ Gn,m έχουμε ότι ο τυχαίος υπόχωρος E ∈ Gn,k ικανοποιεί την

R(C ∩ E) 6 r
(
c2
√

n
n−m

) µ
µ−1
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με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− 2e−(n−k)/2
, όπου c2 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Υποθέτουμε ότι R(C ∩F ) 6 r για κάποιον F ∈ Gn,m, όπου m = 3n/4. Εφαρμόζοντας

το παραπάνω με k = n/2 (και µ = 2) ολοκληρώνουμε την απόδειξη. 2

Μπορούμε μάλιστα να αποδείξουμε το ανάλογο της Πρότασης 5.3.1 για τον τυχαίο

U ∈ O(n) αν χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο θεώρημα των Vershynin και Rudelson [59,

Θεώρημα 1.1]: Υπάρχουν απόλυτες σταθερές c0, c1 > 0 με την εξής ιδιότητα: αν C και

D είναι δύο συμμετρικά κυρτά σώματα στον Rn με τομές διάστασης τουλάχιστον k και
n− c0k αντίστοιχα, των οποίων η περιγεγραμμένη ακτίνα φράσσεται από 1, τότε ο τυχαίος

U ∈ O(n) ικανοποιεί την R(C ∩ U(D)) 6 c
n/k
1 με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1 − e−n.

Θέτοντας D = C και k = n/2 παίρνουμε το εξής.

Πρόταση 5.3.3. Αν

rC := min{R(C ∩ F ) : dim(F ) = d(1− c0/2)ne}

τότε R(C ∩ U(C)) 6 c2rC με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n ως προς U ∈ O(n).

΄Αμεση συνέπεια της Πρότασης 5.3.3 είναι μια εκτίμηση για την R(C∩U(C)) συναρτήσει

του μέσου πλάτους w(C). Από την M∗-ανισότητα (2.2.2) γνωρίζουμε ότι rC 6 c3w(C).

΄Ετσι, έχουμε:

Πρόταση 5.3.4. ΄Εστω C ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Ο τυχαίος U ∈ O(n)

ικανοποιεί την

R(C ∩ U(C)) 6 cw(C)

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

5.4 Efarmogèc sta kentroeid  s¸mata twn loga-

rijmik� koÐlwn mètrwn

Υπενθυμίζουμε ότι αν µ είναι ένα λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον Rn, το Lq-
κεντροειδές σώμα Zq(µ), q > 1, του µ είναι το συμμετρικό κυρτό σώμα με συνάρτηση

στήριξης

(5.4.1) hZq(µ)(y) :=

(∫
Rn
|〈x, y〉|qdµ(x)

)1/q

.

Παρατηρήστε ότι το µ είναι ισοτροπικό αν και μόνο αν έχει βαρύκεντρο την αρχή των αξόνων

και Z2(µ) = Bn2 . Από την ανισότητα Hölder προκύπτει ότι Z1(µ) ⊆ Zp(µ) ⊆ Zq(µ) για
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κάθε 1 6 p 6 q < ∞. Αντίστροφα, χρησιμοποιώντας το λήμμα του Borell (βλέπε [47,

Παράρτημα ΙΙΙ]), ελέγχουμε ότι

(5.4.2) Zq(µ) ⊆ cq
p
Zp(µ)

για κάθε 1 6 p < q. Ειδικότερα, αν το µ είναι ισοτροπικό, τότε R(Zq(µ)) 6 cq. Από τα

[51] και [52] γνωρίζουμε ότι οι ροπές

(5.4.3) Iq(µ) :=

(∫
Rn
‖x‖q2dx

)1/q

, q ∈ (−n,+∞) \ {0},

της Ευκλείδειας νόρμας ως προς ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο µ στον Rn είναι

ισοδύναμες με την I2(µ) =
√
n για όλα τα 2 6 |q| 6 q∗(µ), όπου

(5.4.4) q∗(µ) := max
{
q 6 n : k∗

(
Zq(µ)

)
> q
}
.

Αν το µ είναι ισοτροπικό, τότε q∗(µ) > c1
√
n. Για κάθε q ∈ [2, q∗(µ)] γνωρίζουμε ότι

(5.4.5) w
(
Zq(µ)

)
' √q και |Zq(µ)|1/n 6 c2

√
q/n.

Από την άλλη πλευρά, στο [31] οι Klartag και E. Milman ορίζουν μια «κληρονομική»

παραλλαγή

(5.4.6) qH∗ (µ) := n inf
k

inf
E∈Gn,k

q∗(πEµ)

k
,

της παραμέτρου q∗(µ) και αποδεικνύουν ότι

(5.4.7)
∣∣Zq(µ)

∣∣1/n > c3
√
q/n

για κάθε q 6 qH∗ (µ), όπου c3 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Αφού q∗(πEµ) > c1
√
k για

κάθε E ∈ Gn,k, έχουμε qH∗ (µ) > c4
√
n. ΄Ετσι, έχουμε προσδιορίσει την ακτίνα όγκου του

Zq(µ) για κάθε q 6
√
n.

5.4.1 Tom  tuqaÐwn strof¸n � ektÐmhsh gia ton ìgko

Αρχικά εφαρμόζουμε τα αποτελέσματα της προηγούμενης παραγράφου (Πρόταση 5.2.5)

στα κεντροειδή σώματα Zq(µ) ενός ισοτροπικού λογαριθμικά κοίλου μέτρου µ στον Rn.
Φυσιολογικά, χρειαζόμαστε ένα κάτω φράγμα για την d(Zq(µ)). Θα χρησιμοποιήσουμε το

γεγονός ότι

d(Zq(µ)) > c1k(Zq(µ)) = c1k∗(Z
◦
q (µ)).
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Υποθέτοντας ότι 2 6 q 6
√
n έχουμε

(5.4.8) w(Z◦q (µ)) = M(Zq(µ)) >

(
|Bn2 |
|Zq(µ)|

)1/n

>
c2√
q
,

ενώ από τον εγκλεισμό Bn2 = Z2(µ) ⊆ Zq(µ) συμπεραίνουμε ότι R
(
Z◦q (µ)

)
6 1. ΄Επεται

ότι

(5.4.9) d(Zq(µ)) > c1k∗
(
Z◦q (µ)

)
> c4n

w2
(
Z◦q (µ)

)
R2
(
Z◦q (µ)

) >
c5n

q
.

Είναι βολικό να κανονικοποιήσουμε τον όγκο, και να θεωρήσουμε το Zq(µ) στην θέση του

Zq(µ). Θυμηθείτε ότι αν q 6
√
n τότε |Zq(µ)|1/n '

√
q/n, άρα

Zq(µ) '
√
n/q Zq(µ).

Τότε,

(5.4.10) M(Zq(µ)) '
√
q/nM(Zq(µ)).

Μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε την Πρόταση 5.2.5.

Πρόταση 5.4.1. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn και έστω
2 6 q 6

√
n. Αν

√
qM(Zq(µ)) > B1 τότε

(5.4.11)

∫
O(n)

|Zq(µ) ∩ U(Zq(µ))| 6 e−c1n/q,

όπου B1, c1 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. 2

Από την άλλη πλευρά, η (5.4.5) δείχνει ότι w(Zq(µ)) '
√
n/qw(Zq(µ)) '

√
n. Συνε-

πώς, η Πρόταση 5.1.3 μας δίνει το εξής:

Πρόταση 5.4.2. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn και έστω
2 6 q 6

√
n. Για κάθε U ∈ O(n) έχουμε

(5.4.12) |Zq(µ) ∩ U(Zq(µ))| dν(U) > e−c2n,

όπου c2 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. 2
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5.4.2 Tom  tuqaÐwn strof¸n � eggegrammènh kai perige-

grammènh aktÐna

Περνάμε τώρα στην περιγεγραμμένη ακτίνα του Zq(µ)∩U(Zq(µ)). Το βασικό μας εργαλείο

είναι μια (απλούστερη εκδοχή) του αποτελέσματος από το Κεφάλαιο 4 για τις προβολές,

διάστασης ανάλογης του n, των κεντροειδών σωμάτων.

Λήμμα 5.4.3. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο στον Rn. Για κάθε
0 < ε < 1 και για κάθε q 6

√
εn υπάρχουν k > (1− ε)n και F ∈ Gn,k ώστε

(5.4.13) PF
(
Zq(µ)

)
⊇ c1ε2√q BF ,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Θα εφαρμόσουμε το Θεώρημα 5.3.3 για να δώσουμε άνω φράγμα για την ακτίνα του

Zq(µ) ∩ U(Zq(µ)) και του Z◦q (µ) ∩ U(Z◦q (µ)) για τον τυχαίο U ∈ O(n). Αφού το μέσο

πλάτος του Zq(µ), 2 6 q 6
√
n, είναι της τάξης της

√
q, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε

την M∗-ανισότητα: αν ε ∈ (0, 1) και k = (1 − ε)n, τότε ο τυχαίος υπόχωρος F ∈ Gn,k
ικανοποιεί την

(5.4.14) R(Zq(µ) ∩ F ) 6
c2
√
q

√
ε

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1 − exp(−c2εn), όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Επιλέγοντας k = n/2 βλέπουμε ότι τα σώματα C = D = c3√
qZq(µ) έχουν τομές διαστάσεων

τουλάχιστον n/2 και (1−c0/2)n αντίστοιχα, η ακτίνα των οποίων φράσσεται από 1 (για τον

σκοπό αυτό αρκεί να επιλέξουμε την σταθερά c3 > 0 αρκετά μικρή). Τότε, από το Θεώρημα

5.3.3 παίρνουμε R(Zq(µ) ∩ U(Zq(µ))) 6 c4
√
q με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n.

΄Ομοια, από το Λήμμα 5.4.3 γνωρίζουμε ότι

(5.4.15) R(Z◦q (µ) ∩ F ) 6
c2

ε2√q

για τον τυχαίο F ∈ Gn,(1−ε)n. Εφαρμόζοντας αυτήν την παρατήρηση με k = n/2 βλέπουμε

ότι τα σώματα C = D = c3
√
qZ◦q (µ) έχουν τομές διαστάσεων τουλάχιστον n/2 και (1 −

c0/2)n αντίστοιχα, η ακτίνα των οποίων φράσσεται από 1 (για τον σκοπό αυτό αρκεί πάλι

να επιλέξουμε την σταθερά c3 > 0 αρκετά μικρή). Τότε, από το Θεώρημα 5.3.3 παίρνουμε

R(Z◦q (µ) ∩ U(Z◦q (µ))) 6 c4/
√
q με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− e−n.

Συνοψίζουμε τα παραπάνω στο ακόλουθο θεώρημα.
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Θεώρημα 5.4.4. ΄Εστω µ ένα ισοτροπικό λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας στον

Rn. Για κάθε 2 6 q 6
√
n, ο τυχαίος U ∈ O(n) ικανοποιεί τις

(5.4.16) Zq(µ) + U(Zq(µ)) ⊇ c1
√
qBn2 και Z◦q (µ) + U(Z◦q (µ)) ⊇ c1√

q
Bn2 ,

ή ισοδύναμα,

(5.4.17) Z◦q (µ) ∩ U(Z◦q (µ)) ⊆ c2
√
nBn2 και Zq(µ) ∩ U(Zq(µ)) ⊆ c2

√
nBn2

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1− 2e−n.





Kef�laio 6

H par�metroc Yq(K,M)

Σε αυτό το Κεφάλαιο συγκεντρώνουμε κάποιες παρατηρήσεις που συνδέονται άμεσα με την

αναγωγή του [24] για την εικασία της ισοτροπικής σταθεράς. Μελετάμε μια παραλλαγή

της παραμέτρου I1(K,Z◦q ) η οποία μπορεί να οριστεί για κάθε ζεύγος ισοτροπικών κυρτών

σωμάτων.

6.1 H par�metroc Yq(K,M)

Αν K και M είναι συμπαγή σύνολα μέτρου 1 στον Rn τότε, για κάθε q > 1, ορίζουμε την

ποσότητα

(6.1.1) Yq(K,M) :=

(∫
K

∫
M

|〈x, y〉|qdy dx
)1/q

.

Στην περίπτωση K = M θέτουμε για απλότητα Yq(K) := Yq(K,K). Αφετηρία του ερωτή-

ματος που μελετάμε είναι ένα αποτέλεσμα των Lutwak, Yang και Zhang [41, Πόρισμα 6.3]:

η ποσότητα Yq(K,M) ελαχιστοποιείται, αν αγνοήσουμε σύνολα μέτρου 0, ακριβώς όταν το

K = E είναι ελλειψοειδές με κέντρο το 0 και το M = E◦ είναι το πολλαπλάσιο με όγκο

1 του πολικού του σώματος. Δεδομένου ότι Yq(K,M) = Yq(T (K), T−∗(M)) για κάθε

T ∈ SL(n), το αποτέλεσμα μπορεί να διατυπωθεί στην ακόλουθη μορφή:

Αν K και M είναι συμπαγή σύνολα μέτρου 1 στον Rn, τότε Yq(K,M) >

Yq(Bn2 ), όπου Bn2 είναι η Ευκλείδεια μπάλα όγκου 1 στον Rn.
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Απλός υπολογισμός δείχνει ότι Yq(Bn2 ) ' √qn για κάθε 1 6 q 6 n και Yq(Bn2 ) ' n για

κάθε q > n.

Ζητάμε μια αντίστροφη ανισότητα στην περίπτωση που τα K και M είναι ισοτροπικά

κυρτά σώματα στον Rn. Αν γράψουμε IK [n] για την κλάση των ισοτροπικών κυρτών

σωμάτων στον Rn, το πρόβλημα είναι να προσδιοριστεί η τάξη μεγέθους των ποσοτήτων

(6.1.2) Yq,n := max
K∈IK[n]

Yq(K) και Y ∗q,n := max
K,M∈IK[n]

Yq(K,M)

συναρτήσει των q > 1 και n. Παρατηρήστε ότι αν K είναι ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον

Rn τότε Y2(K) =
√
nL2

K .

Ξεκινάμε με κάποια άνω φράγματα. Από τον ορισμό του Zq(K) είναι φανερό ότι

(6.1.3) Yq(K) =

(∫
K

∫
K

|〈x, y〉|qdy dx
)1/q

=

(∫
K

hqZq(K)(x) dx

)1/q

.

Αφού hZq(K)(x) 6 R(Zq(K))‖x‖2, παίρνουμε

(6.1.4) Yq(K) 6 R(Zq(K))

(∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

= R(Zq(K))Iq(K).

Χρησιμοποιούμε τώρα το επόμενο λήμμα, το οποίο είναι ουσιαστικά ισοδύναμο με το βασικό

αποτέλεσμα του [51] (βλέπε Θεώρημα 3.5.3 και Λήμμα 3.5.11).

Λήμμα 6.1.1. ΄Εστω K ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε
2 6 q 6 n,

(6.1.5) Iq(K) ' max{I2(K), R(Zq(K))}.

Πρόταση 6.1.2. ΄Εστω K ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Τότε,

(6.1.6) Yq(K) 6 cR(Zq(K)) max{I2(K), R(Zq(K))}

για κάθε 2 6 q 6 n. Ειδικότερα, αν το K είναι ισοτροπικό, τότε

(6.1.7) Yq(K) 6 cmax{q
√
n, q2}L2

K

για κάθε 1 6 q 6 n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Η γενική εκτίμηση (6.1.6) είναι άμεση συνέπεια του Λήμματος 6.1.1 και της

(6.1.4). Στην ισοτροπική περίπτωση γνωρίζουμε ότι I2(K) =
√
nLK και ότι R(Zq(K)) 6

cqLK για κάποια απόλυτη σταθερά c > 0. 2

Το επόμενο Λήμμα δείχνει ότι η μέση τιμή της ποσότητας Yq(K,U(K)) ικανοποιεί ένα

άνω φράγμα το οποίο είναι μάλιστα καλύτερο από το άνω φράγμα που ζητάμε για την Yq(K).
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Λήμμα 6.1.3. ΄Εστω K ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε
2 6 q 6 n,

(6.1.8)

(∫
O(n)

Y qq (K,U(K)) dν(U)

)1/q

6 C
√
q/nI2

q (K),

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Γράφουμε∫
O(n)

Y qq (K,U(K)) dν(U) =

∫
O(n)

∫
K

∫
U(K)

|〈x, y〉|qdy dx dν(U)

=

∫
K

∫
K

∫
O(n)

|〈x, Uy〉|qdν(U) dy dx

=

∫
K

∫
K

‖y‖q2
∫
O(n)

|〈x, U(y/‖y‖2)〉|qdν(U) dy dx

=

∫
K

∫
K

‖y‖q2
∫
Sn−1

|〈x, θ〉|qdσ(θ) dy dx

= cqn,q

∫
K

∫
K

‖y‖q2‖x‖
q
2dy dx

= cqn,qI
2q
q (K),

όπου cn,q '
√
q/n. Αυτό αποδεικνύει το Λήμμα. 2

Στην ισοτροπική περίπτωση, το Λήμμα 6.1.3 οδηγεί στην εξής γενική εκτίμηση.

Πρόταση 6.1.4. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε 2 6 q 6 n,

(6.1.9)

(∫
O(n)

Y qq (K,U(K)) dν(U)

)1/q

6 C max{√qn, q2
√
q/n}L2

K ,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Πόρισμα 6.1.5. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε 1 6 q 6
√
n

υπάρχει Aq ⊆ O(n) με ν(Aq) > 1− e−q τέτοιο ώστε

(6.1.10) Yq(K,U(K)) 6 C
√
qnL2

K

για κάθε U ∈ Aq.
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Περνάμε τώρα σε κάτω φράγματα. Από το αποτέλεσμα των Lutwak, Yang και Zhang

γνωρίζουμε ότι η Yq(K) ελαχιστοποιείται όταν το K είναι μπάλα. Παίρνουμε έτσι το εξής

κάτω φράγμα: για κάθε κεντραρισμένο κυρτό σώμα K όγκου 1 στον Rn και για κάθε

2 6 q 6 n,

(6.1.11) Yq(K) > c
√
qn.

Στην ισοτροπική περίπτωση ενδιαφερόμαστε για κάτω φράγματα στα οποία να εμφανίζεται

και η ισοτροπική σταθερά του σώματος. Συνοψίζουμε τα αποτελέσματά μας στην επόμενη

Πρόταση.

Πρόταση 6.1.6. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε 2 6 q 6 n,

(6.1.12) Yq(K) > cmax
{
Iq(K)LK , R

2(Zq(K)
}
.

Αν 2 6 q 6
√
n, τότε

(6.1.13) Yq(K) > cmax{
√
nL2

K ,
√
qnLK , R

2(Zq(K))}.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε τρία απλά επιχειρήματα. Για το πρώτο δεν χρειάζεται να υπο-

θέσουμε ότι το K βρίσκεται στην ισοτροπική θέση. Μπορούμε να γράψουμε

Yq(K) =

(∫
K

hqZq(K)(x) dx

)1/q

=

(∫
K

max
z∈Zq(K)

|〈x, z〉|qdx
)1/q

> max
z∈Zq(K)

(∫
K

|〈x, z〉|qdx
)1/q

= max
z∈Zq(K)

hZq(K)(z)

= (R(Zq(K)))
2
.

Μια δεύτερη προσέγγιση είναι η εξής: από την ανισότητα του Hölder έχουμε

(6.1.14) Yq(K) >
∫
K

hZq(K)(x) dx >
n

n+ 1

1

|Z◦q (K)|1/n
,

όπου η τελευταία ανισότητα είναι από το [46, Πόρισμα 2.2(α)]. Κατόπιν, από την ανισότητα

Blaschke-Santaló παίρνουμε

(6.1.15) Yq(K) > c1n|Zq(K)|1/n > c2
√
qnLK

για κάθε 2 6 q 6
√
n, διότι |Zq(K)|1/n > c

√
qnLK σε αυτό το διάστημα τιμών του q,

όπως έχουν δείξει οι Klartag και E. Milman στο [31]. Το τρίτο επιχείρημα χρησιμοποιεί
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την ανισότητα του Hölder: γράφουμε

Yq(K) =

(∫
K

hqZq(K)(x) dx

)1/q

>

(∫
K

hqZ2(K)(x) dx

)1/q

=

(∫
K

‖x‖q2L
q
K dx

)1/q

= Iq(K)LK .

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Παρατηρώντας ότι το πρώτο επιχείρημα στην απόδειξη της Πρότασης 6.1.6 δεν εξαρτάται

από την θέση του σώματος, μπορούμε να συνδυάσουμε την ανισότητα Yq(K) > cR2(Zq(K))

με την Πρόταση 6.1.2 και να καταλήξουμε σε έναν ασυμπτωτικό τύπο για την Yq(K) στο

διάστημα q∗ 6 q 6 n.

Πόρισμα 6.1.7. ΄Εστω K ένα κεντραρισμένο κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Τότε, για
κάθε q∗(K) 6 q 6 n,

(6.1.16) Yq(K) ' (R(Zq(K)))
2
.

Συνοψίζουμε τα αποτελέσματα αυτής της παραγράφου στο εξής:

Θεώρημα 6.1.8. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

(6.1.17) c1 max
{√

qn,
√
nL2

K , R
2(Zq(K)

}
6 Yq(K) 6 c2 max{q

√
n, q2}L2

K

για κάθε 2 6 q 6 n. Επιπλέον, αν 2 6 q 6
√
n, έχουμε

(6.1.18) Yq(K) > c3 max{
√
nL2

K ,
√
qnLK , R

2(Zq(K))}

6.2 'Ena par�deigma

ΓράφουμεB
n

1 για την κανονικοποιημένη `n1 -μπάλα. Είναι γνωστό ότι LBn1
' 1 και ‖〈·, ei〉‖q '

q, απ΄ όπου έπεται ότι R(Zq(B
n

1 )) ' q. Τότε, η Πρόταση 6.1.6 δείχνει ότι το καλύτερο γε-

νικό άνω φράγμα που μπορούμε να περιμένουμε για την Yq(K) είναι max{√qn, q2}L2
K :

Πρόταση 6.2.1. ΄Εστω K = B
n

1 . Τότε, για κάθε 2 6 q 6 n,

(6.2.1) Yq(K) > cmax{√qn, q2}.

Θα περιγράψουμε ένα παράδειγμα που δείχνει ότι η ίδια συμπεριφορά μπορεί να εμφανι-

στεί ακόμα κι αν περιοριστούμε στην κλάση των ισοτροπικών κυρτών σωμάτων που είναι

ομοιόμορφα (ως προς την διάσταση) κοντά στην μπάλα.
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Θεώρημα 6.2.2. Για κάθε n > 1 υπάρχει ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα εκ περιστροφής

K στον Rn ώστε dG(K,Bn2 ) 6 C και για κάθε 2 6 q 6 n,

(6.2.2) Yq(K) ' min
{
n,max{√qn, q2}

}
,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται στο [50] ότι υπάρχουν an, Rn '
√
n και bn ' 1/

√
n ώστε το

κυρτό σώμα εκ περιστροφής

(6.2.3) K = {y = (x, u) : |u| 6 Rn, ‖x‖2 6 an − bn|u|}

να είναι ισοτροπικό. Τότε, μπορούμε να δείξουμε ότι c1
√
nBn2 ⊆ K ⊆ c2

√
nBn2 (με άλλα

λόγια, dG(K,Bn2 ) 6 c2/c1) και ‖〈·, en〉‖ψ2 > c3 4
√
n, όπου c1, c2, c3 > 0 είναι απόλυτες

σταθερές. Θα εκτιμήσουμε την Yq(K) για κάθε 2 6 q 6 n.

Στο [50, Λήμμα 3.2] αποδεικνύεται ότι αν 0 < s 6 c4
√
n, τότε

(6.2.4) P
(
{(x, u) : |u| > s}

)
> c5 exp(−c6s),

όπου c4, c5, c6 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. ΄Εστω q 6 c4
√
n. Επιλέγοντας s = q στην

(6.2.4) βλέπουμε ότι

(6.2.5) Rq(Zq(K)) > ‖〈·, en〉‖qq > qqP
(
{(x, u) : |u| > s}

)
> c5e

−c6qqq,

άρα, R(Zq(K)) > c7q. ΄Επεται ότι R(Zq(K)) ' q. Παίρνοντας υπόψιν μας και το γεγονός

ότι R(K) 6 c7
√
n, συμπεραίνουμε ότι

(6.2.6) w(Zq(K)) ' √q και R(Zq(K)) ' min{q,
√
n}.

Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση 2 6 q 6
√
n. Εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα των

Litvak, Milman και Schechtman [36] στο Zq(K) έχουμε

(6.2.7) wr(Zq(K)) ' max{w(Zq(K)),
√
r/nR(Zq(K))} ' max{√q, q

√
r/n}

για κάθε 1 6 r 6 n. ΄Επεται ότι wn/q(Zq(K)) ' √q. Χρησιμοποιώντας το επιχείρημα της

απόδειξης του [36, Πρόταση 3.1] παίρνουμε ότι, για κάθε 1 6 t 6 c8R(Zq(K))/
√
q ' √q,

(6.2.8)

σ
(
{θ ∈ Sn−1 : hZq(K)(θ) > c9t

√
q}
)
> exp

(
− c10nqt

2

R2(Zq(K))

)
> exp

(
−c11nt

2

q

)
.
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Από την σφαιρική ισοπεριμετρική ανισότητα,

(6.2.9)

σ
(
{θ ∈ Sn−1 : hZq(K)(θ) > c9t

√
q}
)
6 exp

(
− c12nqt

2

R2(Zq(K))

)
6 exp

(
−c13nt

2

q

)
.

Θεωρούμε την συνάρτηση g := hZq(K)(θ) για θ στην μοναδιαία σφαίρα του span{ei, en},
1 6 i 6 n − 1. Παρατηρούμε ότι η g παρουσιάζει ελάχιστο στο ei, κατόπιν είναι αύξουσα

μέχρι να πάρει την μέγιστη τιμή της στο en κλπ. Αφού το K είναι σώμα εκ περιστροφής,

αυτό συνεπάγεται ότι το σύνολο Ct,q := {θ ∈ Sn−1 : hZq(K)(θ) > c9t
√
q} έχει απλή

περιγραφή: είναι ένα «διπλό καπάκι» στην Sn−1
. ΄Αρα, υπάρχει s := s(q, t) ώστε

(6.2.10) Ct,q := {θ ∈ Sn−1 : |〈θ, en〉| > s}.

Από την γνωστή εκτίμηση exp(−ns2) για το μέτρο του C(en, s) = {θ ∈ Sn−1 : |〈θ, en〉| >
s}, και κάνοντας χρήση των (6.2.8) και (6.2.9). βλέπουμε ότι s ' t/

√
q. Συνεπώς, για

κάθε 1 6 t 6 c14
√
q, συμπεραίνουμε ότι

(6.2.11) Ct,q ' {θ ∈ Sn−1 : |〈θ, en〉| > t/
√
q}.

Με άλλα λόγια, αν |〈θ, en〉| > t/
√
q τότε hZq(K)(θ) > c15t

√
q. Στην συνέχεια, ορίζουμε

(6.2.12) At,q := {(x, u) ∈ K : |u| > c16t
√
n/q} και B := {z ∈ K : ‖z‖2 > c0

√
n},

όπου η c0 ' 1 επιλέγεται έτσι ώστε

(6.2.13) |B| = 1− exp(−n).

Χρησιμοποιώντας την (6.2.4) και το γεγονός ότι ‖〈·, en〉‖ψ1
' 1, βλέπουμε ότι, για κάθε

1 6 t 6 c17
√
q,

(6.2.14) exp
(
−c17

√
n/qt

)
6 |At,q| 6 exp

(
−c18

√
n/qt

)
.

΄Εστω z ∈ At,q ∩ B. Αφού ‖z‖2 6 c2
√
n, βλέπουμε ότι το θz := z/‖z‖2 ικανοποιεί την

|〈θz, en〉| > c20t/
√
q, άρα, hZq(K)(θz) > c21t

√
q. Αφού το z ανήκει και στην B, παίρνουμε

(6.2.15) hZq(K)(z) = ‖z‖2hZq(K)(θz) > c0c21t
√
qn.

Επίσης, οι (6.2.13) και (6.2.14) δείχνουν ότι, για 1 6 t 6 c22
√
q,

(6.2.16) exp
(
−c23

√
n/qt

)
6 |At,q ∩B| 6 exp

(
−c24

√
n/qt

)
.
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Μπορούμε να γράψουμε Yq(K) ' D1 +D2, όπου

(6.2.17) D1 =

(∫
K\At,q

hqZq(K)(x)dx

)1/q

και D2 =

(∫
At,q

hqZq(K)(x)dx

) 1
q

.

Δίνουμε πρώτα το άνω φράγμα για την Yq(K). Λόγω της (6.2.11), μπορούμε να αντι-

στρέψουμε το επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε για την (6.2.15). ΄Ετσι, βλέπουμε ότι αν

z ∈ K \At,q τότε hZq(K)(z) 6 c25t
√
q‖z‖2. Αυτό δείχνει ότι

(6.2.18) D1 6 c25t
√
q

(∫
K

‖x‖q2dx
)1/q

6 c26t
√
qn.

Από την άλλη πλευρά, αν
t
√
n

q
√
q > C1 τότε, εφαρμόζοντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz

παίρνουμε

D2 6 |At,q|
1
2q

(∫
At,q

h2q
Zq(K)(z)dz

)1/q

6 e
−c27 t

√
n

q
√
q

(∫
K

h2q
Zq(K)(x)dx

) 1
2q

6 c28e
−c27C1Yq(K) 6

1

2
Yq(K)

αρκεί να επιλέξουμε την απόλυτη σταθερά C1 > 0 αρκετά μεγάλη. Συνδυάζοντας τα παρα-

πάνω βλέπουμε ότι αν max{C1q
3/2/
√
n, 1} 6 t 6 c29

√
q, τότε

(6.2.19) Yq(K) 6 c30t
√
qn.

Αυτό σημαίνει ότι, για κάθε 2 6 q 6
√
n,

(6.2.20) Yq(K) 6 c31 max{√qn, q2}.

Περνάμε τώρα στο κάτω φράγμα για την Yq(K). Παρατηρούμε πρώτα ότι για κάθε x ∈ Rn

και για κάθε 2 6 q 6
√
n έχουμε hZq(K)(x) > c32

√
q‖x‖2. ΄Αρα, μπορούμε να γράψουμε

(6.2.21) Yq(K) > D1 > c32
√
q

(∫
K\At,q

‖z‖q2dz

)1/q

.
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Υποθέτουμε ότι q 6 n
1
3 και επιλέγουμε t ' 1, αρκετά μεγάλο. Τότε,

√
n 6

(∫
K

‖z‖q2dz
)1/q

6

(∫
K\At,q

‖z‖q2dz

)1/q

+

(∫
At,q

‖z‖q2dz

)1/q

6

(∫
K\At,q

‖z‖q2dz

)1/q

+ e
−c27 t

√
n

q
√
q

(∫
K

‖z‖2q2 dz
)1/q

6

(∫
K\At,q

‖z‖q2dz

)1/q

+

√
n

2
.

Επιστρέφοντας στην (6.2.18) βλέπουμε ότι

(6.2.22) Yq(K) > c32
√
q

(∫
K\At,q

‖z‖q2dz

)1/q

>
c32

2

√
qn.

Τέλος, υποθέτουμε ότι q > n
1
3 και επιλέγουμε t ' q

√
q√
n
. Κατόπιν, χρησιμοποιούμε το D2

σαν κάτω φράγμα: χρησιμοποιώντας τις (6.2.15) και (6.2.16), γράφουμε

Yq(K) > D2 >

(∫
At,q∩B

hqZq(K)(z)dz

)1/q

> |At,q ∩B|
1
q c0c21t

√
qn

> c0c21t
√
q
√
ne
−c23 t

√
n

q
√
q > c33q

2.

Συνδυάζοντας τα δύο κάτω φράγματα, βλέπουμε ότι για κάθε 1 6 q 6
√
n,

(6.2.23) Yq(K) > c34 max{√qn, q2}.

Αφού Yq(K) ' n για κάθε q >
√
n, η απόδειξη είναι πλήρης. 2

6.3 H unconditional perÐptwsh

΄Ενα συμμετρικό κυρτό σώμαK στον Rn λέγεται unconditional αν (μετά από έναν γραμμικό

μετασχηματισμό μπορούμε να υποθέσουμε ότι) η συνήθης ορθοκανονική βάση {e1, . . . , en}
του Rn είναι 1-unconditional βάση για την ‖ · ‖K : για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών

t1, . . . , tn και για κάθε επιλογή προσήμων εj = ±1,

(6.3.1)

∥∥ε1t1e1 + · · ·+ εntnen
∥∥
K

=
∥∥t1e1 + · · ·+ tnen

∥∥
K
.
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Τότε, εύκολα ελέγχουμε ότι μπορούμε να φέρουμε το K στην ισοτροπική θέση με έναν

διαγώνιο τελεστή. Είναι επίσης σχετικά εύκολο να δείξουμε ότι η ισοτροπική σταθερά του

K ικανοποιεί την LK ' 1. Το άνω φράγμα προκύπτει π.χ. από την ανισότητα Loomis-

Whitney (βλέπε επίσης το [5], όπου αποδεικνύεται ότι L2
K 6 1/2).

Για κάθε ισοτροπικό σώμα K εισάγουμε μία παράμετρο Yq(K) την οποία θα χρησιμο-

ποιήσουμε για να δώσουμε άνω φράγμα για την Yq(K) στην unconditional περίπτωση.

Η παράμετρος Yq(K). Για κάθε y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn θεωρούμε έναν τελεστή

Ty : `n2 → `n2 του οποίου ο πίνακας είναι διαγώνιος και έχει συντεταγμένες y1, . . . , yn.

Παρατηρήστε ότι ‖Ty‖HS = ‖y‖2 και ‖Ty‖op = ‖y‖∞. Παρατηρήστε επίσης ότι για κάθε

x, y ∈ Rn έχουμε

(6.3.2) ‖Ty(x)‖22 =

n∑
i=1

x2
i y

2
i .

Επιπλέον, αν yi 6= 0 για κάθε 1 6 i 6 n, γράφουμε T y := (det(Ty))
− 1
n Ty.

Ορισμός 6.3.1. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε 1 6 q 6 n

ορίζουμε

(6.3.3) Yq(K) :=

(∫
K

(det(Ty))
q/n

Iqq (T y(K)) dy

)1/q

.

Θα αποδείξουμε ένα γενικό άνω φράγμα για την Yq(K).

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, για κάθε 1 6

q 6 n έχουμε

(6.3.4) Yq(K) 6 c1 (Iq(K) +R(Zq(K)) max{R(Zq(K)), R(Zlogn(K))}) ,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι, για κάθε y ∈ Rn με yi 6= 0, 1 6 i 6 n,

(6.3.5) R(Zq(Ty(K))) 6 ‖y‖∞R(Zq(K)).
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Χρησιμοποιώντας την Iq(K) ' max{I2(K), R(Zq(K))} γράφουμε

Yq(K) =

(∫
K

(det(Ty))
q/n

Iqq (T y(K))dy

)1/q

6 c

(∫
K

(det(Ty))
q/n

max{Iq2 (T y(K)), R(Zq(T y(K)))q} dy
)1/q

6 c

(∫
K

(det(Ty))
q/n (

Iq2 (T y(K)) +R(Zq(T y(K)))q
)
dy

)1/q

6 c

(∫
K

(det(Ty))
q/n (‖T y‖qHS + ‖T y‖qopR(Zq(K))q

)
dy

)1/q

= c

(∫
K

(
‖Ty‖qHS + ‖Ty‖qopR(Zq(K))q

)
dy

)1/q

= c

(∫
K

‖y‖q2dy +R(Zq(K))q
∫
K

‖y‖q∞dy
)1/q

6 c

[
Iq(K) +R(Zq(K))

(∫
K

‖y‖q∞dy
)1/q

]
.

Το λήμμα που ακολουθεί ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Λήμμα 6.3.3. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, για κάθε 1 6 q 6 n,

(6.3.6)

(∫
K

‖y‖q∞dy
)1/q

6 cmax{R(Zq(K)), R(Zlogn(K))},

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι q > log n. Αφού

(6.3.7) ‖y‖q∞ 6
n∑
i=1

|〈y, ei〉|q,

έχουμε

(6.3.8)

∫
K

‖y‖q∞ 6
n∑
i=1

hqZq(K)(ei) 6 n max
16i6n

hqZq(K)(ei).

Αφού n1/q 6 e, παίρνουμε

(6.3.9)

(∫
K

‖y‖q∞dx
)1/q

6 e max
16q6n

hZq(K)(ei) 6 eR(Zq(K)).
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Κατόπιν, υποθέτουμε ότι 1 6 q 6 log n. Από την ανισότητα του Hölder,

(6.3.10)

(∫
K

‖x‖q∞dx
)1/q

6

(∫
K

‖x‖logn
∞ dx

)1/ logn

eR(Zlogn(K)),

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από την (6.3.9) με q = log n. 2

Πόρισμα 6.3.4. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, για κάθε 1 6 q 6

n,

(6.3.11) Yq(K) 6 c1 max
{√

nLK , qmax{q, log n})L2
K

}
,

όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι Iq(K) ' max{I2(K), R(Zq(K))} 6 I2(K) +

R(Zq(K)) 6
√
nLK + R(Zq(K)). Το συμπέρασμα προκύπτει από την Πρόταση 6.3.2 αν

θυμηθούμε το γεγονός ότι R(Zq(K)) 6 cqLK . 2

6.3.1 Pr¸to �nw fr�gma

Στην περίπτωση που το K είναι unconditional κυρτό σώμα στον Rn, μπορούμε να συγκρί-

νουμε τις Yq(K) και Yq(K).

Λήμμα 6.3.5. ΄Εστω K ένα unconditional κυρτό σώμα όγκου 1 στον Rn. Τότε, για κάθε
1 6 q 6 n,

(6.3.12) Yq(K) 6 c2
√
q Yq(K).

Απόδειξη. Αφού το K είναι unconditional, εφαρμόζοντας την ανισότητα του Khintchine

βλέπουμε ότι

Yq(K) =

(∫
{−1,1}n

∫
K

∫
K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εixiyi

∣∣∣∣∣
q

dy dx dε

)1/q

6 c
√
q

∫
K

∫
K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x2
i y

2
i

∣∣∣∣∣
q/2

dy dx

1/q

= c
√
q

(∫
K

∫
K

‖Ty(x)‖q2dx dy
)1/q

,
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κάνοντας χρήση και της (6.3.2). Παρατηρήστε ότι |{y ∈ K : det(Ty) = 0}| = 0, άρα, για

όλα τα άλλα y ∈ K μπορούμε να γράψουμε

(6.3.13)

(∫
K

‖Ty(x)‖q2dx
)1/q

= (det(Ty))
1
n Iq(T y(K)).

Αυτό αποδεικνύει το Λήμμα, από τον ορισμό της Yq(K). 2

Πρόταση 6.3.6. ΄Εστω K ένα unconditional ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,
για κάθε 1 6 q 6 n,

(6.3.14) Yq(K) 6 c3
√
q (Iq(K) +R(Zq(K)) max{R(Zq(K)), R(Zlogn(K))}) .

Απόδειξη. ΄Αμεση συνέπεια της Πρότασης 6.3.2 και του Λήμματος 6.3.5. 2

Πόρισμα 6.3.7. ΄Εστω K ένα unconditional ισοτροπικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,
για κάθε 1 6 q 6 4

√
n,

(6.3.15) Yq(K) 6 c
√
qn.

Απόδειξη. Θυμηθείτε ότι αν 1 6 q 6 4
√
n τότε Iq(K) 6 CI2(K) 6 C1

√
n και

(6.3.16) max{R(Zq(K)), R(Zlogn(K))} 6 C2 max{q, log n} 6 C3
4
√
n.

Κατόπιν, εφαρμόζουμε την Πρόταση 6.3.6. 2

6.3.2 DeÔtero �nw fr�gma

΄ΕστωK καιM δύο unconditional ισοτροπικά κυρτά σώματα στον Rn. Δίνουμε ένα δεύτερο

άνω φράγμα για την Yq(K,M), χρησιμοποιώντας το εξής αποτέλεσμα του Lata la από το

[34]. Στην επόμενη Πρόταση, µ είναι το εκθετικό μέτρο γινόμενο, με πυκνότητα

(6.3.17) dµ(x) =
1

2n/2
exp(−

√
2‖x‖1) dx.

Θεώρημα 6.3.8 (Lata la). ΄Εστω K ένα ισοτροπικό unconditional κυρτό σώμα στον Rn.
Για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα C στον Rn και για κάθε q > 1,

(6.3.18)

(∫
K

hqC(x)dx

)1/q

6 c1

∫
Rn
hC(x)dµ(x) + c2 sup

y∈C

(∫
K

|〈x, y〉|qdx
)1/q

,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. 2
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Επιλέγουμε C = Zq(M). Είναι γνωστό (από το [6]) ότι αν y ∈ Rn και fy(x) = 〈x, y〉, τότε
για κάθε q > 2,

(6.3.19) ‖fy‖Lq(M) 6 c
√
qn‖y‖∞,

όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Με άλλα λόγια,

(6.3.20) hZq(M)(y) 6 c
√
qn‖y‖∞.

Τότε,

(6.3.21)

∫
Rn
hZq(M)(x)dµ(x) 6 c

√
qn

∫
Rn
‖x‖∞dµ(x).

Για κάθε i 6 n έχουμε

(6.3.22)

∫
Rn
|xi|dµ(x) =

√
2

∫ ∞
0

te−
√

2tdt =
1√
2
.

Αφού ‖x‖∞ = max16i6n |xi| και το µ είναι λογαριθμικά κοίλο, παίρνουμε

(6.3.23)

∫
Rn
‖x‖∞dµ(x) 6 c3 log n.

Από την άλλη πλευρά,

sup
y∈Zq(M)

(∫
K

|〈x, y〉|qdx
)1/q

6 R(Zq(K)) sup
y∈Zq(M)

‖y‖2

= R(Zq(K))R(Zq(M)) 6 c4q
2.

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Lata la παίρνουμε το εξής:

Θεώρημα 6.3.9. ΄Εστω K καιM ισοτροπικά unconditional κυρτά σώματα στον Rn. Για
κάθε 1 6 q 6 n,

(6.3.24) Yq(K,M) :=

(∫
K

∫
M

|〈x, y〉|qdy dx
)1/q

6 c1(log n)
√
qn+ c2q

2.

6.3.3 H par�metroc I1(K,Zq(K))

Κλείνουμε αυτήν την Παράγραφο με ένα άνω φράγμα για την ποσότητα I1(K,Zq(K)).
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Πρόταση 6.3.10. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό unconditional κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

(6.3.25)

∫
K

‖x‖Zq(K)dx 6 c
√
n/q

για κάθε 1 6 q 6 n/ log2 n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Η απόδειξη θα βασιστεί στο εξής.

Λήμμα 6.3.11. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό unconditional κυρτό σώμα στον Rn. Ισχύει,

(6.3.26) Zq(K) ⊇ cZq(Qn)

για κάθε q > 1, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. ΄Εστω ε1, ε2, . . . , εn ανεξάρτητες και ισόνομες ±1 τυχαίες μεταβλητές, ορισμένες

σε έναν χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P), με κατανομή P(εi = 1) = P(εi = −1) = 1
2 . Για κάθε

θ ∈ Sn−1
, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι τοK είναι unconditional, την ανισότητα Jensen

και την αρχή της συστολής, έχουμε

‖〈·, θ〉‖Lq(K) =

(∫
K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

θixi

∣∣∣∣∣
q

dx

)1/q

=

(∫
Ω

∫
K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

θiεi|xi|

∣∣∣∣∣
q

dx dP(ε)

)1/q

>

(∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

θiεi

∫
K

|xi| dx

∣∣∣∣∣
q

dP(ε)

)1/q

=

(∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

tiθiεi

∣∣∣∣∣
q

dP(ε)

)1/q

>

(∫
Qn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

tiθiyi

∣∣∣∣∣
q

dy

)1/q

= ‖〈·, (tθ)〉‖Lq(Qn),

όπου ti =
∫
K
|xi| dx ' LK ' 1 και tθ = (t1θ1, . . . , tnθn). Θυμηθείτε ότι

(6.3.27) ‖〈·, θ〉‖Lq(Qn) '
∑
j6q

θ∗j +
√
q

 ∑
q<j6n

(θ∗j )2

1/2

(βλέπε [3]). Αφού ti ' 1 για κάθε i = 1, . . . , n, παίρνουμε

(6.3.28) ‖〈·, θ〉‖Lq(K) > ‖〈·, (tθ)〉‖Lq(Qn) > c‖〈·, θ〉‖Lq(Qn),

και αυτό αποδεικνύει το λήμμα. 2
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Παρατήρηση 6.3.12. Είναι γνωστό ότι

(6.3.29) Zq(Qn) ' √qBn2 ∩Bn∞.

Συνεπώς,

(6.3.30) ‖x‖Zq(Qn) ' max

{
‖x‖2√
q
, ‖x‖∞

}
.

΄Αμεση συνέπεια έίναι η

(6.3.31)

∫
K

‖x‖Zq(K)dx .
1
√
q

∫
K

‖x‖2dx+

∫
K

‖x‖∞dx 6 c1
√
n/q + c2 log n.

Τότε, υποθέτοντας ότι q 6 n/ log2 n παίρνουμε την Πρόταση 6.3.10.

6.4 ArijmoÐ k�luyhc tou Zq(K)

Σε αυτήν την τελευταία παράγραφο δείχνουμε την σχέση των εκτιμήσεων για τους αριθμούς

κάλυψης N(Zq(K), t
√
qLKB

n
2 ) με το αρχικό πρόβλημα της διατριβής που ζητούσε άνω

φράγματα για την ποσότητα I1(K,Z◦q (K)). Ξεκινάμε με την unconditional περίπτωση.

Πρόταση 6.4.1. ΄Εστω K ένα ισοτροπικό unconditional κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,
για κάθε 2 6 q 6 n,

(6.4.1) logN(Zq(K), ct
√
qBn2 ) 6

Cq log n

t2
,

για κάθε 1 6 t 6
√
q, όπου c, C > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

Απόδειξη. Οι Bobkov και Nazarov έχουν αποδείξει στο [6] ότι

(6.4.2) hZq (x) 6 max{√q, qhBn1 (x)}

για κάθε x ∈ Rn. Με άλλα λόγια,

(6.4.3) Zq(K) ⊆ c1conv(
√
qBn2 , qB

n
1 ).

΄Επεται ότι

(6.4.4) N(Zq(K), 2c1t
√
qBn2 ) 6 N

(
Bn1 ,

t
√
q
Bn2

)
για κάθε 1 6 t 6

√
q. Θα εκτιμήσουμε αυτούς τους αριθμούς κάλυψης χρησιμοποιώντας

ένα αποτέλεσμα του Schütt [56].
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Λήμμα 6.4.2. Αν log n 6 k 6 n τότε υπάρχουν x1, . . . , x2k ∈ Rn ώστε

(6.4.5) Bn1 ⊆
2k⋃
j=1

(xj + rn,kB
n
2 ), (

όπου

(6.4.6) rn,k '
√

log(n/k + 1)

k
.

Με βάση το Λήμμα, αν

(6.4.7)

√
log(n/k + 1)

k
6

t
√
q
,

τότε η (6.4.4) μας δίνει ότι logN(Zq(K), ct
√
qBn2 ) 6 Ck. Κατόπιν, εύκολα ελέγχουμε ότι

ο k0 = q logn
t2 ικανοποιεί την (6.4.7) για κάθε n, q και t. 2

Σημείωση. Αν t >
√
q τότε N(Zq(K), ct

√
qBn2 ) = 1 διότι R(Zq(K)) 6 q.

Για την γενική περίπτωση, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η εξής

Υπόθεση. Σταθεροποιούμε 2 6 q 6 n και υποθέτουμε ότι

(6.4.8) logN(Zq(K), c1t
√
qLKB

n
2 ) 6

q

t2

για κάθε 1 6 t 6 R(Zq)/(c1
√
qLK), όπου c1 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Πρόταση 6.4.3. Με αυτήν την υπόθεση έχουμε:

(i) Αν 2 6 q 6
√
n τότε

(6.4.9) I1(K,Z◦q (K)) :=

∫
K

hZq(K)(x)dx 6 C
√
qnL2

K ,

και

(ii) Αν
√
n 6 q 6 n τότε

(6.4.10) I1(K,Z◦q (K)) :=

∫
K

hZq(K)(x)dx 6 Cq 4
√
nL2

K ,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.
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Απόδειξη. Γράφουμε R για την περιγεγραμμένη ακτίνα του Zq(K). Μπορούμε να υποθέ-

σουμε ότι R > 2c1
√
qLK . Αλλιώς, έχουμε Zq(K) ⊆ 2c1

√
qLKB

n
2 , άρα

(6.4.11)

∫
K

hZq(K)(x)dx 6 2c1
√
qLK

∫
K

‖x‖2dx 6 2c1
√
qnL2

K .

΄Εστω j0 ο μεγαλύτερος φυσικός αριθμός για τον οποίο 2j0 6 R
c1
√
qLK

. Για κάθε 1 6 j 6 j0

έχουμε

(6.4.12) nj := logN(Zq(K), (R/2j)Bn2 ) 6
c2122jq2L2

K

R2
.

Μπορούμε να βρούμε ένα υποσύνολο Nj του Zq(K) ώστε |Nj | = nj και

(6.4.13) Zq(K) ⊆
⋃
y∈Nj

(y + (R/2j)Bn2 ).

Ορίζουμε N0 = {0} και, για κάθε 1 6 j 6 j0,

(6.4.14) Wj = Nj −Nj−1 = {y − y′
∣∣ y ∈ Nj , y′ ∈ Nj−1}.

Τέλος, θέτουμε Zj = Wj ∩ (2R/2j)Bn2 . Παρατηρούμε ότι

(6.4.15) log |Zj | 6 nj + nj−1 6
c222jq2L2

K

R2
.

Χρειαζόμαστε την εξής παραλλαγή του Λήμματος 4.5.1.

Λήμμα 6.4.4. Για κάθε x ∈ Zq(K) και για κάθε 1 6 m 6 j0 μπορούμε να βρούμε

zj ∈ Zj , j = 1, . . . ,m και wm ∈ (R/2m)Bn2 ώστε

(6.4.16) x = z1 + · · ·+ zm + wm.

Τώρα, για κάθε x ∈ K και για κάθε 1 6 m 6 j0, γράφουμε

hZq(K)(x) = max
y∈Zq(K)

|〈y, x〉| 6
m∑
j=1

max
z∈Zj

|〈z, x〉|+ max
w∈(R/2m)Bn2

|〈w, x〉|

6
m∑
j=1

3R

2j
max
z∈Zj

|〈z, x〉|+ R

2m
‖x‖2,
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όπου z είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στην διεύθυνση του z. Παρατηρώντας ότι
∫
K
‖x‖2dx 6

√
nLK και χρησιμοποιώντας το παραπάνω, βλέπουμε ότι

I1(K,Z◦q (K)) 6
m∑
j=1

3R

2j

∫
K

max
z∈Zj

|〈z, x〉|dx+
R

2m

∫
K

‖x‖2dx

6
m∑
j=1

3R

2j

∫
K

max
z∈Zj

|〈z, x〉|dx+
R

2m
√
nLK .

Τώρα, χρησιμοποιούμε το εξής λήμμα.

Λήμμα 6.4.5. Αν θ1, . . . , θN ∈ Sn−1
, τότε

(6.4.17)

∫
K

max
16i6N

|〈x, θi〉| dx 6 c3LK logN,

όπου c3 > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι ‖〈·, θi〉‖ψ1 6 bLK για κάθε i = 1, . . . , N , όπου b > 0 είναι μια

απόλυτη σταθερά. Από τον ορισμό της ψ1-νόρμας και την ανισότητα του Markov, για κάθε

t > 0 έχουμε

Prob

(
x ∈ K : max

16i6N
|〈x, θi〉| > t

)
6

N∑
i=1

Prob (x ∈ K : |〈x, θi〉| > t)

6 2N exp (−t/(bLK)) .

Τότε, για οποιοδήποτε A > 0 μπορούμε να γράψουμε∫
K

max
16i6N

|〈x, θi〉|dx =

∫ ∞
0

Prob

(
x ∈ K : max

16i6N
|〈x, θi〉| > t

)
dt

6 A+

∫ ∞
A

Prob

(
x ∈ K : max

16i6N
|〈x, θi〉| > t

)
dt

6 A+ 2N

∫ ∞
A

exp (−t/(bLK)) dt.

Επιλέγοντας A = 4bLK(logN) παίρνουμε∫ ∞
A

exp (−t/(bLK)) dt = 4bLK(logN)

∫ ∞
1

exp(−4s logN)ds

6 4bLK(logN)

∫ ∞
1

exp(−4s logN)ds

6 4bLK(logN) exp(−2 logN)

∫ ∞
1

e−sds

6 4bLK(logN)N−2,
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όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η ανισότητα

exp(−4s logN) 6 exp(−2 logN) · e−s

ισχύει για κάθε s > 1. ΄Επεται ότι∫
K

max
16i6N

|〈x, θi〉|dx 6 CLK(logN)

με C = 8b. 2

Συνδυάζοντας το Λήμμα 6.4.5 με την (6.4.15) παίρνουμε

I1(K,Z◦q (K)) 6 c4LK

m∑
j=1

R

2j
22jq2L2

K

R2
+

R

2m
√
nLK

= c4LK

m∑
j=1

2jq2L2
K

R
+

R

2m
√
nLK

6 c5LK

(
2mq2L2

K

R
+

R

2m
√
n

)
.

Το άθροισμα ελαχιστοποιείται αν επιλέξουμε B := R/2m έτσι ώστε

(6.4.18)
q2L2

K

B
= B
√
n,

δηλαδή,

(6.4.19) B =
qLK
4
√
n
.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Πρώτη περίπτωση: Υποθέτουμε ότι B > c1
√
qLK . Αυτό ισχύει αν

(6.4.20) q > c21
√
n.

Τότε, μπορούμε να επιλέξουμε m έτσι ώστε R/2m ' B, άρα

(6.4.21) I1(K,Z◦q (K)) 6 c6LKB
√
n 6 Cq 4

√
nL2

K .

Δεύτερη περίπτωση: Υποθέτουμε ότι B 6 c1
√
qLK . Αυτό ισχύει αν

(6.4.22) q 6 c21
√
n.
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Τότε, επιλέγουμε τον μεγαλύτερο δυνατό m. ΄Εχουμε R/2m ' √qLK και αυτό οδηγεί στο

φράγμα

(6.4.23) I1(K,Z◦q (K)) 6 c6LK

(
q3/2LK +

√
qnLK

)
6 C
√
qnL2

K ,

διότι q3/2 = q
√
q 6 c7

√
qn. 2
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