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EKTIMHTIKH ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 

 
Θα ασχοληθούµε τώρα µε το ιδιαίτερο κεφάλαιο της Στατιστικής 
Συµπερασµατολογίας  που αφορά την εκτίµηση µιας ή περισσοτέρων παραµέτρων 
της κατανοµής ενός ποσοτικού χαρακτηριστικού Χ των στοιχείων του πληθυσµού 
που µελετάµε.  
 
Έστω f(x;θ) η συνάρτηση πιθανότητας του χαρακτηριστικού Χ. Το θ είναι η 
παράµετρος της κατανοµής, όπως π.χ. το p της ∆ιωνυµικής, ή το λ της Poisson, η τιµή 
της οποίας µας  είναι άγνωστη. Γενικότερα το θ = (θ1, ...., θm) µπορεί να είναι µια 
άγνωστη m-διάστατη παράµετρος,  όπως η διδιάστατη θ = (µ, σ2) της κανονικής.  Το 
πρόβληµα της εκτιµητικής είναι πώς µε βάση ένα τυχαίο δείγµα Χ1,..., Χn είναι 
δυνατόν να προσδιορίσουµε κατά βέλτιστο τρόπο την παράµετρο θ. Ο προσδιορισµός 
της καλείται εκτίµηση κατά σηµείο.  
 
Θα αναφερθούµε µόνο σε ένα από τα κριτήρια επιλογής εκτιµητριών, αυτό της 
αµεροληψίας, και εν συνεχεία θα αναπτύξουµε δύο µεθόδους κατασκευής 
εκτιµητριών.  
 
Ξεκινάµε µε κάποιους θεµελιώδεις ορισµούς: 
 
Ορισµοί:  
 
i) Τυχαίο δείγµα µεγέθους n από την σ.π. f(x;θ) θα καλείται ένα σύνολο ανεξάρτητων 
και ισόνοµων τ.µ. Χ1, Χ2,..., Χn που έχουν σ.π. f(x;θ). 
 
ii) ∆ειγµατοληπτικός χώρος θα καλείται το σύνολο των δυνατών τιµών του δείγµατος 
(π.χ. αν Χi ∈  , τότε ο δειγµατοληπτικός χώρος θα είναι ο n). 
 
iii) Παραµετρικός χώρος (Θ) θα καλείται το σύνολο των επιτρεπτών τιµών της 
παραµέτρου θ. 
 
Έστω λοιπόν Χ1, Χ2,..., Χn ένα τυχαίο δείγµα από την f(x;θ). Η εκτίµηση της 
παραµέτρου θ = (θ1,...,θm) γίνεται µέσω κάποιων συναρτήσεων των Χ1,Χ2,...,Χn. Πιο 
συγκεκριµένα θα έχουµε ότι: 
 
iv) Στατιστική (ή δειγµατική) συνάρτηση θα λέγεται κάθε συνάρτηση Τ = t(X) = 
t(Χ1,Χ2, ...,Χn) των τ.µ. του δείγµατος Χ1, Χ2,..., Χn. Προφανώς, κάθε στατιστική 
συνάρτηση είναι και αυτή µία τ.µ. Για παράδειγµα, γνωστές στατιστικές συναρτήσεις 
είναι οι: 
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= ∑ x  (µέση τιµή δείγµατος) 
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2
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= ∑ 2x)−  (διασπορά δείγµατος) 

Τέλος,  
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v) Eκτιµήτρια συνάρτηση µίας παραµέτρου θ θα καλείται µία στατιστική συνάρτηση 
T(Χ1, Χ2,..., Χn) η οποία χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της θ. 
 
Τον υπό µελέτη πληθυσµό µπορούµε να τον συµβολίσουµε µε το παρακάτω 
µαθηµατικό µοντέλο: 

(Χ, , f(x;θ), θ= (θ1, ...., θm) ∈ Θ), 
όπου Χ είναι η τυχαία µεταβλητή που συµβολίζει το χαρακτηριστικό των στοιχείων 
του πληθυσµού που µελετάµε,  το πεδίο τιµών της, f(x;θ) η σ.π. της τ.µ. Χ µε θ= 
(θ1, ...., θm) η άγνωστη m-διάστατη παράµετρο µε τιµές στον παραµετρικό χώρο  
Θ ⊂ m.  
 
Ανάλογα για το τυχαίο δείγµα Χ = (Χ1,…, Χn) από τον παραπάνω ορισµό έχουµε το 
µαθηµατικό µοντέλο: 

(Χ, n, f(x
n

i=1
∏ i;θ), θ= (θ1, ...., θm) ∈ Θ). 

 
Αµεροληψία: 
 
Ορισµός: Αν Τ1 = t(Χ) είναι η εκτιµήτρια της πρώτης, έστω συνιστώσας θ1 της 
παραµέτρου θ = (θ1, ..., θm) τέτοια ώστε: 

Ε(Τ1 | θ) = Ε{t(X) | θ} = θ1    ∀  θ ∈  Θ, 
 
τότε η εκτιµήτρια Τ1 καλείται αµερόληπτη εκτιµήτρια της θ1. 
 
Αν η εκτιµήτρια Τ1 δεν είναι αµερόληπτη τότε η ποσότητα b(θ) = Ε(Τ1 | θ) - θ1 
ονοµάζεται µεροληψία της Τ1.  
 
Παράδειγµα:  Ας θεωρήσουµε δυο διαφορετικές εκτιµήτριες της διασποράς σ2 ενός 
πληθυσµού: 

n
2

1 1 i
i=1

1Τ = t ( ) (X -X)
n

= ∑X  

και 
n

2
2 2 i

i=1

1Τ = t ( ) (X -X)
n-1

= ∑X . 

Παρατηρούµε ότι: 
n n n

2 2 2 2
i i i

i=1 i=1 i=1
E[ (X -X) ] E[ X -nX ] E[X ]-nE[X ]= =∑ ∑ ∑ 2  

 
και εύκολα προκύπτει ότι: 
 

2
iE[X ] = σ2 + µ2,  2E[X ]  = σ2/n + µ2, 

 

δηλαδή  
n

2
i

i=1
E[ (X -X) ]∑ = (n-1)σ2. Συνεπώς Ε[Τ1 | σ2] = 2n-1σ

n
 και Ε[Τ2 | σ2] = σ2. 

Έτσι η Τ2 είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς σ2.   
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Μέθοδοι Εκτίµησης: 
 
 
Α) Μέθοδος Ροπών: 
 
Έστω Χ = (Χ1,…, Χn) το τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό (Χ, , f(x;θ), θ= (θ1, ...., 
θm) ∈ Θ). 
Λαµβάνουµε τις m πρώτες δειγµατικές ροπές περί την αρχή: 

n
'
k

i=1

1m
n

= k
iX∑ , k = 1,..,m 

και τις εξισώνουµε µε τις αντίστοιχες ροπές του πληθυσµού: 
' k k
k kµ = E(X ) = x f(x; )dx = g ( )∫ θ θ , k = 1,..,m. 

Τότε έχουµε το σύστηµα: 

kg ( )θ = 
n

k
i

i=1

1 X
n ∑ , 

η επίλυση του οποίου µας δίνει τις εκτιµήτριες µε την µέθοδο των ροπών .  ' '
1 mθ ,...,θ

 
Παράδειγµα: Έστω τυχαίο δείγµα Χ = (Χ1,…, Χn) προερχόµενο από κανονικό 
πληθυσµό Ν(µ, σ2). Να βρεθούν µε την µέθοδο των ροπών εκτιµήτριες για τα µ, σ2. 
 
Οι δύο πρώτες δειγµατικές ροπές είναι: 

n
'
1 i

i=1

1m X
n

= =∑ X  και 
n

' 2
2 i
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1m X
n

= ∑ . 

 
Οι αντίστοιχες ροπές του πληθυσµού είναι: 
 

'
1µ = E(X) = µ   και  . ' 2 2

2µ = E(X ) = σ +µ2

 
Άρα έχουµε το σύστηµα: 
 

n n
2 2 2
i i

i=1 i=1

2 2 2

'    µ = X     µ  = X
1 1'   σ +µ = X    (σ )  = ( X nX )n n

⎧⎧
⎪⎪ ⇒⎨ ⎨

−⎪ ⎪
⎩ ⎩

∑ ∑
. 

 
 
 
 
Β) Μέθοδος Μεγίστης Πιθανοφάνειας: 
 
Έστω Χ = (Χ1,…, Χn) το τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό (Χ, , f(x;θ), θ= (θ1, ...., 

θm) ∈ Θ). Η συνάρτηση πιθανότητας του Χ τότε είναι 
n

i=1
∏ f(xi;θ). Η συγκεκριµένη 
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συνάρτηση όταν οι τιµές xi  των Xi   (i=1,..,n) είναι γνωστές µπορεί να θεωρηθεί ως 
συνάρτηση της παραµέτρου θ. Έτσι µπορούµε να θέσουµε: 

L(θ) = 
n

i=1
∏ f(xi;θ), θ∈ Θ. 

Η L(θ) ονοµάζεται συνάρτηση πιθανοφάνειας καθότι εκφράζει πόσο πιθανοφανείς, 
ή διαφορετικά πόσο σύµφωνες µε το συγκεκριµένο δείγµα Χ=x, είναι οι διάφορες 
τιµές της παραµέτρου θ.  
 
Μεγιστοποιώντας την L(θ) ως προς θ∈ Θ προκύπτουν οι εκτιµήτριες µέγιστης 
πιθανοφάνειας (Ε.Μ.Π.) της θ, συµβολιζόµενες µε 1 nθ ,....,θ .  
 
∆ηλαδή:  
 

1 n=(θ ,....,θ )θ  : ( ) = sup L( )L θ θ ,  θ ∈ Θ ⇔ 1 n=(θ ,....,θ )θ  : l( ) = sup l( )θ θ ,  θ ∈ Θ, 
 
όπου  = log( ), αύξουσα συνάρτηση της , µε log να είναι ο φυσικός 
λογάριθµος. 

l( )θ L( )θ L( )θ

 

Λύνοντας το σύστηµα  
j

l( ) 0
θ

∂
=

∂
θ  ∀ j=1,.., m προκύπτει η 1 n=(θ ,....,θ )θ , αφού πρώτα 

βέβαια βεβαιωθούµε ότι οι αντίστοιχοι πίνακες των δευτέρων µερικών παραγώγων 
της   είναι γνήσια αρνητικοί για θ = l( )θ θ , έτσι ώστε το θ  να είναι πράγµατι σηµείο 
µεγίστου.  
 
Παράδειγµα: Έστω τυχαίο δείγµα Χ = (Χ1,…, Χn) προερχόµενο από πληθυσµό P(λ). 
Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. της λ.  
 
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι:  

L(λ) = 

n

i
i i=1

x
xn n n

-λ -nλ
i in

i=1 i=1i=1 i
i

i=1

λ λe e l(λ)=-nλ+ x log(λ) log(x !)
x ! x !

∑
= ⇒ −∑ ∑∏

∏
. 

Οπότε:  
n n

i i
i=1 i=1

l(λ) 1 10 -n+ X 0 λ X X
λ nλ

∂
= ⇒ = ⇒ = =

∂ ∑ ∑ . 

 
 
Θεώρηµα: Εάν η απεικόνιση g: Θ → Ξ είναι αµφιµονοσήµαντη και επί τότε η 
Ε.Μ.Π. της ξ = g(θ) είναι η  = g( )ξ θ .  

  


