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Εισαγωγή

Το βιβλίο αυτό απευθύνεται σε φοιτητές που έχουν παρακολουθήσει κάποιο εισαγωγικό �άθη�α Θεω-
ρίας Πιθανοτήτων και ενδιαφέρονται να �άθουν περισσότερα Στοχαστικά Μαθη�ατικά. �εν προϋποθέτει
γνώσεις Θεωρίας Μέτρου, αλλά ελπίζω να προετοι�άσει τον αναγνώστη για να παρακολουθήσει ένα �ε-
τροθεωρητικό �άθη�α στις Πιθανότητες και να τον προτρέψει να το κάνει.

Προκει�ένου να είναι το κεί�ενο προσιτό σε προπτυχιακούς φοιτητές χωρίς να θυσιαστεί η �αθη�ατική
αυστηρότητα, το βιβλίο αυτό περιλα�βάνει κυρίως στοχαστικές διαδικασίες που εξελίσσονται σε διακριτό
χρόνο, �έσα σ΄ ένα διακριτό σύνολο καταστάσεων. Υπάρχουν δύο τρόποι να παρουσιάσει κανείς αυτό το
υλικό. Ο ένας είναι να βασιστεί στη Γρα��ική ΄Αλγεβρα, �ε την οποία οι φοιτητές είναι συνήθως περισ-
σότερο εξοικειω�ένοι. Στην ελληνική βιβλιογραφία που γνωρίζω συνήθως προτι�άται αυτή η προσέγγιση.
Στο βιβλίο αυτό θέλησα να παρουσιάσω �ια όσο είναι δυνατόν πιθανοθεωρητική προσέγγιση. Αυτό ίσως
να δυσκολέψει τον αναγνώστη στην πρώτη επαφή �ε κάποιες καινούργιες έννοιες, αλλά εί�αι βέβαιος πως
θα τον αντα�είψει όταν σπάσει ο πάγος.

΄Ενα ιδιαίτερο �έρος αυτού του βιβλίου είναι ένα εικονικό εργαστήριο, που εκτυλίσσεται παράλληλα και
γύρω από το υλικό της θεωρίας. Το �οτίβο του εργαστηρίου είναι ότι δίνονται κάποιοι κώδικες στη γλώσσα
προγρα��ατισ�ού Python, ο αναγνώστης τρέχει αυτούς τους κώδικες, βλέπει τι κάνουν, τους διαβάζει και
τους τροποποιεί, ώστε να κάνουν κάτι διαφορετικό. Επο�ένως για να ασχοληθεί κάποιος �ε τα αριθ�ητικά
πειρά�ατα δεν χρειάζεται να γνωρίζει ήδη τη συγκεκρι�ένη γλώσσα προγρα��ατισ�ού. Ελπίζω αντίθετα
ότι τα πειρά�ατα θα προσφέρουν στον αναγνώστη �ια εισαγωγή σ΄ αυτή τη γλώσσα. Αυτός ήταν ο τρόπος
που έ�αθα τουλάχιστον εγώ να προγρα��ατίζω σε Python. ΄Ολοι οι κώδικες που αναφέρονται στον βιβλίο
�πορούν να βρεθούν στη διεύθυνση

http://www.math.ntua.gr/~loulakis/info/python_codes.html

Τους κώδικες που συνοδεύουν το κεί�ενο έχει γράψει ο φοιτητής της Σχολής Ηλεκτρολόγων Μηχανικών
και Μηχανικών Υπολογιστών του ΕΜΠ Μανώλης Γκαραγκούνης-Βλατάκης, η βοήθεια του οποίου στην
προετοι�ασία αυτού του βιβλίου ήταν ειλικρινά συγκινητική. Τον ευχαριστώ ιδιαίτερα.

Ευχαριστώ τον γλωσσικό επι�ελητή Θεόφιλο Τρα�πούλη και τον κριτικό αναγνώστη Μιχάλη Κολουντζάκη
για τα σχόλιά τους. Ευχαριστώ τους φοιτητές και συναδέλφους που βοήθησαν, συνήθως χωρίς να το
ξέρουν, ώστε να πάρει �ορφή αυτό το βιβλίο.

Τέλος, ευχαριστώ την Χαρίκλεια για την αγάπη και την ενθάρρυνση, που �ου τόσο γενναιόδωρα �ου
προσφέρει.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στις Στοχαστικές
�ιαδικασίες

1.1 Εισαγωγή

Στο εισαγωγικό �άθη�α Πιθανοτήτων �αθαίνει κανείς τα βασικά αντικεί�ενα της θεωρίας των Πιθανο-
τήτων, τους χώρους πιθανότητας (probability spaces) και τις τυχαίες �εταβλητές (random variables).
Με τα αντικεί�ενα αυτά �πορεί να �ελετηθεί η κατάσταση ενός συστή�ατος ανάλογα �ε το αποτέλε-
σ�α ενός πειρά�ατος τύχης και γι΄ αυτόν το λόγο η έννοια του χρόνου συνήθως δεν υπεισέρχεται στα
προβλή�ατα που αναλύονται. Σκοπός αυτών των ση�ειώσεων είναι να εισαγάγουν τον αναγνώστη στη
�οντελοποίηση και στην ανάλυση φαινο�ένων τα οποία εξελίσσονται στον χρόνο �ε τρόπο που ε�φανίζει
κάποια τυχαιότητα. Τα �αθη�ατικά αντικεί�ενα που �οντελοποιούν τέτοια φαινό�ενα είναι οι στοχαστικές
διαδικασίες (stochastic processes), �ε την περιγραφή και την κατασκευή των οποίων θα ασχοληθού�ε στο
πρώτο κεφάλαιο.

1.2 Κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης

Υπάρχουν διάφοροι ισοδύνα�οι τρόποι να ορίσει κανείς �ια στοχαστική διαδικασία. Σε κάθε περίπτωση
χρειαζό�αστε ένα σύνολο X, που ονο�άζεται χώρος καταστάσεων (state space) και στο οποίο ανήκουν
οι τι�ές που παίρνει η στοχαστική διαδικασία και ένα σύνολο T που είναι συνήθως -χωρίς αυτό να είναι
κανόνας- ένα σύνολο χρόνων, π.χ.

T = [0,+∞) ή T = N0 = {0, 1, 2, . . .}.

Ο απλούστερος τρόπος να ορίσει κανείς �ια στοχαστική διαδικασία, ορισ�ένη στο T και �ε τι�ές στο X
είναι ως �ια συλλογή από τυχαίες �εταβλητές {Xt}t∈T , ορισ�ένες σε έναν χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P),
�ε τι�ές στο X. Σε αυτή την περίπτωση, για κάθε t ∈ T , η τυχαία �εταβλητή Xt : Ω � ω �→ Xt(ω) ∈ X
περιγράφει την κατάσταση του συστή�ατος που �ας ενδιαφέρει την χρονική στιγ�ή t και η συλλογή τους
περιγράφει την κατάσταση του συστή�ατος κάθε χρονική στιγ�ή στο σύνολο T .

΄Ενας άλλος τρόπος να δει κανείς �ια στοχαστική διαδικασία είναι να θεωρήσει για κάθε ω ∈ Ω την τροχιά
της στοχαστικής διαδικασίας, καθώς ο δείκτης t �εταβάλλεται στο T , να δει δηλαδή την t �→ Xt(ω) ως �ια
συνάρτηση από το T στο X. Σε αυτή την περίπτωση η στοχαστική διαδικασία είναι �ια τυχαία συνάρτηση,
δηλαδή �ια τυχαία �εταβλητή ορισ�ένη στο Ω �ε τι�ές στο σύνολο XT των συναρτήσεων από το T στο X.

1



Παράδειγ�α 1 Στρίβου�ε ένα κέρ�α τρεις φορές. Ξεκινώντας από το �ηδέν κάνου�ε ένα βή�α προς τα
δεξιά κάθε φορά που φέρνου�ε κεφαλή και ένα βή�α προς τα αριστερά κάθε φορά που φέρνου�ε γρά��ατα.
Μπορού�ε να περιγράψου�ε τη θέση �ας ως �ια στοχαστική διαδικασία ορισ�ένη στο σύνολο χρόνων
T = {0, 1, 2, 3} �ε τι�ές στον χώρο καταστάσεων Z. Πράγ�ατι, αν για k = 0, 1, 2, 3 συ�βολίζου�ε �ε
Xk τη θέση �ας �ετά από k στριψί�ατα, τότε οι {Xk}k∈T είναι τυχαίες �εταβλητές �ε τι�ές στον Z, που
�πορού�ε να τις ορίσου�ε στον δειγ�ατικό χώρο

Ω = {KKK,KKΓ,KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ}.

΄Εχου�ε λοιπόν X0(ω) = 0 για κάθε ω ∈ Ω και

X1(ω) =

�
+1, αν ω ∈ {KKK,KKΓ,KΓK,KΓΓ}
−1, αν ω ∈ {ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ},

X2(ω) =






+2, αν ω ∈ {KKK,KKΓ}
0, αν ω ∈ {KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ}
−2, αν ω ∈ {ΓΓK,ΓΓΓ},

X3(ω) =






+3, αν ω = KKK

+1, αν ω ∈ {KKΓ,KΓK,ΓKK}
−1, αν ω ∈ {ΓΓK,ΓKΓ,KΓΓ}
−3, αν ω = ΓΓΓ.

Αν δού�ε την ίδια στοχαστική διαδικασία ως �ια τυχαία �εταβλητή �ε τι�ές στον ZT έχου�ε ότι

X·(KKK) = (0, 1, 2, 3), X·(KKΓ) = (0, 1, 2, 1), X·(KΓK) = (0, 1, 0, 1) κ.λπ.

Παρατηρήστε ότι κάθε ω ∈ Ω απεικονίζεται σε �ια τροχιά �ήκους |T | = 4 στο Z. ✷

Στο προηγού�ενο παράδειγ�α κατασκευάσα�ε �ια στοχαστική διαδικασία περιγράφοντας τον δειγ�ατικό
χώρο στον οποίο την έχου�ε ορίσει και δίνοντας τον τύπο της, ω �→ X·(ω) ∈ XT . Στην θεωρία των
Πιθανοτήτων ό�ως τα ερωτή�ατα που �ας ενδιαφέρουν δεν αφορούν το πού και πώς έχου�ε ορίσει �ια
τυχαία �εταβλητή, αλλά τις στατιστικές της ιδιότητες, δηλαδή το πόσο πιθανό είναι να βρεθεί η τυχαία
�εταβλητή σε διάφορα υποσύνολα του χώρου εντός του οποίου παίρνει τι�ές. Αυτή η πληροφορία δίνεται
από την κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής. Γι΄ αυτό και συνήθως, όταν περιγράφου�ε �ια τυχαία �ετα-
βλητή, δεν κάνου�ε αναφορά στον δειγ�ατικό χώρο Ω στον οποίο είναι ορισ�ένη και στον τύπο της, αλλά
στην κατανο�ή της. Αυτό θα προσπαθήσου�ε να κάνου�ε τώρα και για �ια στοχαστική διαδικασία. Θα
προσπαθήσου�ε δηλαδή να την περιγράψου�ε �έσω των στατιστικών ιδιοτήτων της.

Θα ήταν άραγε αρκετό να περιγράψου�ε την κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής Xt, για κάθε t ∈ T ; Το
επό�ενο παράδειγ�α �ας διδάσκει πως η απάντηση είναι αρνητική.

Παράδειγ�α 2 ΄Εστω ότι έχου�ε ορίσει σε κάποιον χώρο πιθανότητας �ια ακολουθία {Zk}k∈N0 από
ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε τυπική κανονική κατανο�ή. Ορίζου�ε τις παρακάτω δύο
διαδικασίες διακριτού χρόνου {Xn}n∈N0 και {Yn}n∈N0 .

Xn =
√
nZ0, για n ∈ N0 και Y0 = 0, Yn =

n�

k=1

Zk, για n ∈ N.

Εφόσον Z0 ∼ N (0, 1), έχου�ε Xn =
√
nZ0 ∼ N (0, n), για κάθε n ∈ N. Επιπλέον, εφόσον οι {Zk}k∈N

είναι ανεξάρτητες τυπικές κανονικές, τότε και η Yn θα ακολουθεί κανονική κατανο�ή για κάθε n ∈ N, �ε
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Σχή�α 1.1: Τυπικές τροχιές των διαδικασιών {Xn}n και {Yn} του Παραδείγ�ατος 2.

�έση τι�ή E
�
Yn

�
= nE

�
Z1

�
= 0 και διασπορά V (Yn) = nV (Z1) = n. ΄Εχου�ε επο�ένως ότι Yn ∼ N (0, n)

για κάθε n ∈ N. Παρατηρήστε ότι κάθε χρονική στιγ�ή n ∈ N0 οι τυχαίες �εταβλητές Xn και Yn έχουν
την ίδια κατανο�ή. Από την άλλη πλευρά, το Σχή�α 1.1 είναι ενδεικτικό του πόσο διαφέρουν οι τροχιές των
δύο στοχαστικών διαδικασιών για �ια τυπική πραγ�ατοποίησή τους ω ∈ Ω. Παρατηρήστε ακό�α ότι, αν
ξέρει κανείς την τι�ή X1(ω), �πορεί να ανακατασκευάσει όλη την τροχιά X·(ω). Αντίθετα, οι προσαυξήσεις
της {Yn}n �ετά τη χρονική στιγ�ή n = 1 είναι ανεξάρτητες της Y1. ✷

Είδα�ε λοιπόν ότι δύο στοχαστικές διαδικασίες, που κάθε χρονική στιγ�ή t ∈ T έχουν την ίδια κα-
τανο�ή, �πορεί να έχουν τροχιές �ε πολύ διαφορετικά ποιοτικά χαρακτηριστικά. Αυτό συ�βαίνει γιατί,
περιγράφοντας �όνο την κατανο�ή των Xt, για κάθε t ∈ T , δεν δίνου�ε κα�ία πληροφορία για τη �εταξύ
τους εξάρτηση. Η πληροφορία για την αλληλεξάρτηση τυχαίων �εταβλητών βρίσκεται στην από κοινού
κατανο�ή τους (joint distribution). Επο�ένως, οποιαδήποτε πλήρης περιγραφή των στατιστικών ιδιοτήτων
�ιας στοχαστικής διαδικασίας θα πρέπει να ε�περιέχει την από κοινού κατανο�ή των τυχαίων �εταβλητών
Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk , για κάθε k ∈ N και για κάθε k-άδα χρόνων F = {t1, t2, . . . , tk} ⊂ T . Κάθε τέτοια
κατανο�ή είναι ένα �έτρο πιθανότητας µF στον Xk, που ορίζεται �έσω της

µF

�
A
�
= P

�
(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A

�
(1.1)

για κατάλληλα σύνολα A ∈ Xk.

Ορισ�ός: Ονο�άζου�ε τη συλλογή {µF }F∈S(T ) όλων των κατανο�ών της (1.1), όπου S(T ) είναι το
σύνολο των πεπερασ�ένων υποσυνόλων του T , οικογένεια των κατανο�ών πεπερασ�ένης διάστασης της
στοχαστικής διαδικασίας {Xt}t∈T .

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η οικογένεια των κατανο�ών πεπερασ�ένης διάστασης �ιας στοχαστικής διαδικα-
σίας {Xt}t∈T προσδιορίζει πλήρως τις στατιστικές της ιδιότητες. Αυτό είναι δύσκολο να γίνει αντιληπτό �ε
�αθη�ατική αυστηρότητα, χωρίς την ορολογία της Θεωρίας Μέτρου. Για τις ανάγκες αυτού του �αθή�α-
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τος είναι αρκετό να θυ�ό�αστε ότι �πορού�ε να περιγράψου�ε την κατανο�ή �ιας στοχαστικής διαδικασίας
προσδιορίζοντας όλες τις κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης. Αν αυτές είναι γνωστές, �πορού�ε να
απαντήσου�ε οποιοδήποτε πιθανοθεωρητικό ερώτη�α που αφορά τη διαδικασία, χωρίς να χρειάζεται να
γνωρίζου�ε σε ποιον δειγ�ατικό χώρο είναι ορισ�ένη ή ποιος είναι ο τύπος της.

Παράδειγ�α 3 Θα χαρακτηρίζου�ε �ια στοχαστική διαδικασία ως διαδικασία Gauss, αν κάθε κατανο�ή
πεπερασ�ένης διάστασης µF είναι κανονική σε |F | διαστάσεις. Εφόσον κάθε πολυδιάστατη κανονική
κατανο�ή προσδιορίζεται από το διάνυσ�α των �έσων τι�ών και τον πίνακα συνδιακυ�άνσεων, για να
περιγράψου�ε �ια διαδικασία Gauss {Xt}t∈T , αρκεί να περιγράψου�ε τις συναρτήσεις �έσης τι�ής και
αυτοσυσχέτισης

m : T → R, �ε m(t) = E
�
Xt

�
και ρ : T × T → R, �ε ρ(s, t) = Cov(Xs, Xt).

Η τυπική κίνηση Brown είναι �ια διαδικασία Gauss, ορισ�ένη στο T = [0,+∞) �ε τι�ές στο R για την
οποία

m(t) = 0 και ρ(s, t) = s ∧ t = min{s, t}, για κάθε s, t ≥ 0.

Το ότι υπάρχει τέτοια διαδικασία δεν είναι καθόλου αυτονόητο. Μεσολάβησαν είκοσι τρία χρόνια ανά�εσα
στην πρώτη ευρετική χρήση αυτής της διαδικασίας από τον Bachelier και στη �αθη�ατικά αυστηρή κατα-
σκευή της από τον Wiener το 1923.

Για κάθε t ≥ 0, η κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής Xt είναι κανονική, αφού η Xt είναι διαδικασία Gauss.
Επιπλέον, E

�
Xt

�
= m(t) = 0 και V (Xt) = Cov(Xt, Xt) = ρ(t, t) = t, άρα Xt ∼ N (0, t). Ειδικότερα

X0 = 0.

Ας δού�ε τώρα ποια κατανο�ή ακολουθεί η προσαύξηση Xt − Xs της κίνησης Brown σ΄ ενα διάστη�α
(s, t]. Το ζεύγος (Xs, Xt) ακολουθεί κανονική κατανο�ή σε δύο διαστάσεις, αφού η {Xt}t≥0 είναι ανέλιξη
Gauss. Η Xt − Xs προκύπτει από τις Xs, Xt �έσω ενός γρα��ικού �ετασχη�ατισ�ού, άρα ακολουθεί
κανονική κατανο�ή. Εύκολα βλέπει κανείς ότι E

�
Xt −Xs

�
= m(t)−m(s) = 0, ενώ

V (Xt−Xs) = Cov(Xt−Xs, Xt−Xs) = Cov(Xt, Xt)−2Cov(Xt, Xs)+Cov(Xs, Xs) = t−2s+s = t−s.

Επο�ένως Xt −Xs ∼ N (0, t− s).

Θεωρήστε τώρα 0 ≤ r < s < t. Θα δείξου�ε ότι οι προσαυξησεις Xt −Xs και Xs −Xr είναι ανεξάρτητες
τυχαίες �εταβλητές. Η από κοινού κατανο�ή των (Xr, Xs, Xt) είναι τριδιάστατη κανονική �ε διάνυσ�α
�έσων τι�ών

�
E
�
Xr

�
,E

�
Xs

�
,E

�
Xt

��
= (0, 0, 0) και πίνακα συνδιακυ�άνσεων

Σ(r, s, t) =




r r r
r s s
r s t



 .

Εφόσον οι (Xt − Xs, Xs − Xr) προκύπτουν από τις (Xr, Xs, Xt) �έσω ενός γρα��ικού �ετασχη�ατι-
σ�ού, ακολουθούν κι αυτές κανονική κατανο�ή (σε δύο διαστάσεις). Αρκεί λοιπόν να δείξου�ε ότι είναι
ασυσχέτιστες.

Cov(Xt−Xs, Xs−Xr) = Cov(Xt, Xs)−Cov(Xt, Xr)−Cov(Xs, Xs)+Cov(Xs, Xr) = s−r−s+r = 0.

Στο Σχή�α 1.2 φαίνεται �ια τυπική τροχιά της κίνησης Brown. ✷
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Σχή�α 1.2: Τυπική τροχιά της κίνησης Brown.

1.3 �ιαδικασίες σε διακριτό χρόνο και χώρο

Στο �εγαλύτερο �έρος αυτών των ση�ειώσεων θα �ελετήσου�ε στοχαστικές διαδικασίες σε διακριτό χρόνο
�ε τι�ές σε έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X. Σε αυτή την παράγραφο θα δού�ε πώς �πορού�ε να
περιγράψου�ε εύκολα τις κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης τέτοιων στοχαστικών διαδικασιών.

΄Εχοντας επιλέξει T = N0, προκει�ένου να περιγράψου�ε όλες τις κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης,
αρκεί να περιγράψου�ε την από κοινού κατανο�ή των τυχαίων �εταβλητών (X0, X1, . . . , Xn) για κάθε
n ∈ N0. Πράγ�ατι, για κάθε F = {n1, . . . , nk} ⊂ N0, αν θέσου�ε n = max{n1, . . . , nk}, τότε �πορού�ε
να πάρου�ε την µF , δηλαδή την από κοινού κατανο�ή των (Xn1 , . . . , Xnk), ως �ια κατάλληλη περιθώρια
κατανο�ή της από κοινού κατανο�ής των (X0, X1, . . . , Xn).

Επιπλέον, εφόσον ο X είναι αριθ�ήσι�ος, ο Xk είναι και αυτός αριθ�ήσι�ος για κάθε k ∈ N και επο�ένως
όλες οι κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης είναι διακριτές κατανο�ές. Μπορού�ε λοιπόν να τις περι-
γράψου�ε �έσω της συνάρτησης �άζας πιθανότητάς (σ.�.π.) τους. Συγκεκρι�ένα, αν Fn = {0, 1, . . . , n},
η σ.�.π. της κατανο�ής µFn δίνεται, για κάθε η = (x0, . . . , xn) ∈ Xn+1, από την

Qn(η) = µFn

�
{η}

�
= P

�
(X0, . . . , Xn) = x

�
= P

�
X0 = x0, . . . , Xn = xn

�
. (1.2)

Επο�ένως, στην περίπτωση που έχου�ε �ια στοχαστική διαδικασία σε διακριτό χρόνο T = N0 �ε τι�ές σ΄
έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X, προκει�ένου να περιγράψου�ε όλες τις κατανο�ές πεπερασ�ένης
διάστασης της διαδικασίας αρκεί να περιγράψου�ε την Qn(η) της σχέσης (1.2), για κάθε n ∈ N0 και κάθε
η ∈ Xn+1. Σ΄ αυτό το ση�είο ας θυ�ηθού�ε τον πολλαπλασιαστικό τύπο για τα �έτρα πιθανότητας. Αν
A0, A1, . . . , Ak είναι ενδεχό�ενα ενός δειγ�ατικού χώρου, τότε

P
�
A0 ∩ · · · ∩An

�
= P

�
A0

�
P
�
A1

��A0
�
P
�
A2

��A0 ∩A1
�
· · ·P

�
An

��A0 ∩ · · · ∩An−1
�
. (1.3)

5



Αν στην παραπάνω σχέση επιλέξου�ε Aj = {Xj = xj}, j = 0, 1, . . . , n, έχου�ε ότι

Qn(η) = P
�
X0 = x0

�
P
�
X1 = x1

��X0 = x0
�
· · ·P

�
Xn = xn

��X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1
�
. (1.4)

Ο πρώτος όρος του δεξιού �έλους �πορεί να υπολογιστεί από την κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής X0.
Ο γενικός όρος του δεξιού �έλος είναι της �ορφής

P
�
Xk = xk

��X0 = x0, . . . , Xk−1 = xk−1

�

και �πορεί να υπολογιστεί από τη δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής Xk, δοθέντων των
X0, . . . , Xk−1. Επο�ένως για να περιγράψου�ε την Qn(η) της σχέσης (1.2), για κάθε n ∈ N0 και κάθε
η ∈ Xn+1 και άρα για να ορίσου�ε ολόκληρη την οικογένεια κατανο�ών πεπερασ�ένης διάστασης της
στοχαστικής διαδικασίας {Xn}n∈N0 , αρκεί να περιγράψου�ε

• την κατανο�ή της X0 και

• τη δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της Xk, δοθέντων των X0, . . . , Xk−1, για κάθε k ∈ N.

Η πρώτη πληροφορία αφορά την αρχική κατάσταση του συστή�ατος, ενώ η δεύτερη αφορά τη δυνα�ική του,
δηλαδή τον νό�ο που περιγράφει την εξέλιξη του συστή�ατος στον χρόνο. Παρατηρήστε την αναλογία �ε
τα αιτιοκρατικά δυνα�ικά συστή�ατα διακριτού χρόνου, τα οποία �πορού�ε να περιγράψου�ε δίνοντας την
αρχική τους κατάσταση και έναν κανόνα για το πώς προκύπτει η επό�ενη κατάσταση από τις προηγού�ενες.

Είδα�ε πώς �πορού�ε να περιγράψου�ε πλήρως τις στατιστικές ιδιότητες �ιας στοχαστικής διαδικασίας
διακριτού χρόνου που έχει ήδη οριστεί σε κάποιον χώρο πιθανότητας. Αρκεί να ξέρου�ε την αρχική
της κατανο�ή και τη δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της επό�ενης κατάστασης, δοθέντων των προηγού�ενων. Σ΄
αυτό το ση�είο αξίζει να αναρωτηθού�ε για το αντίστροφο ερώτη�α. Είναι πάντα δυνατό να βρού�ε
έναν κατάλληλο χώρο πιθανότητας και σ΄ αυτόν να ορίσου�ε �ια στοχαστική διαδικασία {Xn}n∈N0 , ώστε
αυτή να έχει �ια συγκεκρι�ένη αρχική κατανο�ή και έναν συγκεκρι�ένο νό�ο εξέλιξης �ε την έννοια
που περιγράψα�ε παραπάνω; Η απάντηση είναι καταφατική και βασίζεται στο Θεώρη�α Συνέπειας του
Kolmogorov (Θεώρη�α 3.5 στο [8]). Η απόδειξη ό�ως αυτού του ισχυρισ�ού ξεφεύγει από τους σκοπούς
του �αθή�ατος. Για την ώρα είναι αρκετό να θυ�ό�αστε ότι το Θεώρη�α Συνέπειας �ας εξασφαλίζει πως
οι στοχαστικές διαδικασίες που θα �ελετήσου�ε είναι υπαρκτά �αθη�ατικά αντικεί�ενα.

1.4 Μαρκοβιανές αλυσίδες

΄Οταν θέλου�ε να �οντελοποιήσου�ε πραγ�ατικά συστή�ατα είναι πολύ συνηθισ�ένο ο κανόνας που περι-
γράφει τη δυνα�ική του συστή�ατος να εξαρτάται �όνο από την τρέχουσα κατάσταση του συστή�ατος και
όχι από το πώς το σύστη�α βρέθηκε εκεί. Τα στοχαστικά συστή�ατα που έχουν αυτή την ιδιότητα χαρα-
κτηρίζονται ως �αρκοβιανά. Ο αναγνώστης είναι πιθανότατα εξοικειω�ένος �ε τέτοια παραδείγ�ατα �ιας
και τα περισσότερα επιτραπέζια παιχνίδια αποτελούν �αρκοβιανά συστή�ατα. Για παράδειγ�α, αν �πείτε
σ΄ ένα δω�άτιο όπου δύο φίλοι σας παίζουν τάβλι, για να εκτι�ήσετε την πιθανότητα νίκης κάθε παίκτη,
αρκεί να δείτε την τρέχουσα δια�όρφωση των πουλιών. Αν ξέρετε αυτή τη δια�όρφωση, η γνώση του τι
προηγήθηκε δεν θα προσφέρει τίποτα στην πρόβλεψή σας για την εξέλιξη της παρτίδας.

Ορισ�ός: Μια στοχαστική διαδικασία {Xn}n∈N0 λέγεται �αρκοβιανή αλυσίδα (Markov chain), αν, για
κάθε n ∈ N, η δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της Xn+1 δοθέντων των (X0, . . . , Xn), ταυτίζεται �ε τη δεσ�ευ�ένη
κατανο�ή της Xn+1 �ε �όνη δοθείσα την Xn. Επο�ένως, η {Xn}n∈N0 �ε τι�ές σε έναν αριθ�ήσι�ο χώρο
καταστάσεων X είναι �αρκοβιανή αλυσίδα, αν, για κάθε n ∈ N και κάθε v0, . . . , vn−1, x, y ∈ X, έχου�ε

P
�
Xn+1 = y

��X0 = v0, . . . , Xn−1 = vn−1, Xn = x
�
= P

�
Xn+1 = y

��Xn = x
�
. (1.5)
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Στις περισσότερες �αρκοβιανές αλυσίδες που παρουσιάζουν ενδιαφέρον, ο κανόνας P
�
Xn+1 = ·

��Xn = ·
�

που περιγράφει την εξέλιξη της αλυσίδας, δεν εξαρτάται από τη χρονική παρά�ετρο n. Λέ�ε τότε ότι η
αλυσίδα είναι χρονικά ο�οιογενής (time homogeneous) και ορίζου�ε τις πιθανότητες �ετάβασης (transition
probabilities) της αλυσίδας

p : X× X → [0, 1], �ε τύπο p(x, y) = P
�
Xn+1 = y

��Xn = x
�
. (1.6)

Επειδή στις ση�ειώσεις αυτές θα ασχοληθού�ε �όνο �ε χρονικά ο�οιογενείς αλυσίδες, στο εξής θα παρα-
λείπεται η διευκρίνηση για λόγους οικονο�ίας.

Η συλλογή P = {p(x, y)}x,y∈X ονο�άζεται πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης (transition matrix) της α-
λυσίδας. Η ορολογία προέρχεται από την περίπτωση που ο χώρος καταστάσεων X είναι πεπερασ�ένος,
οπότε �πορού�ε να περιγράψου�ε �ία συνάρτηση �ε πεδίο ορισ�ού το X× X ως ένα τετραγωνικό πίνακα.
Συγκεκρι�ένα, αν X = {v1, . . . , vN}, έχου�ε

P =





p(v1, v1) p(v1, v2) · · · p(v1, vN )
p(v2, v1) p(v2, v2) · · · p(v2, vN )
...

...
. . .

...
p(vN , v1) p(vN , v2) · · · p(vN , vN )




. (1.7)

Ας συ�βολίζου�ε �ε π0 την αρχική κατανο�ή της αλυσίδας, δηλαδή

π0 : X → [0, 1], �ε τύπο π0(x) = P
�
X0 = x

�
. (1.8)

�ς σ.�.π. της τυχαίας �εταβλητής X0, η π0 ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες

π0(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ X και
�

x∈X
π0(x) = 1. (1.9)

Αντίστοιχα, εφόσον η p(x, ·) είναι η δεσ�ευ�ένη σ.�.π. της Xn+1 δεδο�ένου ότι Xn = x, οι πιθανότητες
�ετάβασης της �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n∈N0 ικανοποιούν τις συνθήκες

p(x, y) ≥ 0, για κάθε x, y ∈ X και
�

y∈X
p(x, y) = 1, για κάθε x ∈ X. (1.10)

Ορισ�όςΘα λέ�ε ότι ο P = {p(x, y)}x,y∈X είναι στοχαστικός πίνακας (stochastic matrix), αν τα στοιχεία
του ικανοποιούν τις συνθήκες της (1.10).

Σύ�φωνα �ε όσα είδα�ε στην παράγραφο 1.3, η σ.�.π. π0 της (1.8) και ο στοχαστικός πίνακας P =
{p(x, y)}x,y∈X της (1.6) καθορίζουν πλήρως τις στατιστικές ιδιότητες της �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n∈N0 .
Πράγ�ατι, οι κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης της {Xn}n∈N0 �πορούν να υπολογιστούν �ε την βοήθεια
της (1.4). Για κάθε n ∈ N0 και κάθε (x0, . . . , xn) ∈ Xn+1 έχου�ε

P
�
X0 = x0, . . . , Xn = xn

�
= π0(x0) p(x0, x1) p(x1, x2) · · · p(xn−1, xn). (1.11)

Στα επό�ενα κεφάλαια θα δού�ε ότι για να αναλύσου�ε τη συ�περιφορά �ιας αλυσίδας αρκεί να γνωρίζου�ε
αυτές τις ποσότητες. ΄Οπως και στην περίπτωση των πραγ�ατικών τυχαίων �εταβλητών που η κατανο�ή
τους �ας είναι γνωστή, ο δειγ�ατικός χώρος Ω στον οποίο έχει οριστεί η αλυσίδα και ο τύπος της απει-
κόνισης ω �→ X·(ω) δεν θα παίξουν κανένα ρόλο.

Θα δού�ε στα παραδείγ�ατα που ακολουθούν ότι, στη �οντελοποίηση πραγ�ατικών συστη�άτων από �αρ-
κοβιανές αλυσίδες, συνήθως το πρόβλη�α υποδεικνύει την αρχική κατανο�ή π0 και τον πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης P που θέλου�ε να έχει η αλυσίδα η οποία περιγράφει το σύστη�α. Το Θεώρη�α Συνέπειας
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του Kolmogorov �ας εξασφαλίζει ότι, για κάθε σ.�.π. π0 και για κάθε στοχαστικό πίνακα P , �πορού�ε
να κατασκευάσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 , η οποία έχει την π0 ως αρχική κατανο�ή και τον
P ως πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης. Οι λεπτο�έρειες αυτής της κατασκευής είναι αδιάφορες για την α-
νάλυση του �οντέλου, αφού η π0 και ο P , όπως είπα�ε, καθορίζουν τις στατιστικές ιδιότητες της αλυσίδας.

!
!

!
!
!
!
!
!
!
!
!

!
!
!

!

A B C

DE

Παράδειγ�α 4 ΄Ενα έντο�ο κινείται στις κορυφές του διπλα-
νού γράφου. Ξεκινά από την κορυφή A. Σε κάθε βή�α, αν
βρίσκεται στην κορυφή x, επιλέγει τυχαία �ία από τις κορυφές
που συνδέονται �ε την x �έσω �ιας ακ�ής του γράφου και �ε-
ταβαίνει εκεί.

Μπορού�ε να περιγράψου�ε την κίνηση του εντό�ου ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων
X = {A,B,C,D,E}. Εφόσον η αλυσίδα ξεκινά από την κορυφή A, η αρχική κατανο�ή της έχει σ.�.π.

π0(x) = P
�
X0 = x

�
= δA(x) =

�
1, αν x = A

0, αν x �= A.

Μπορού�ε να περιγράψου�ε την αρχική κατανο�ή και ως ένα διάνυσ�α γρα��ή

π0 =
�
π0(A),π0(B),π0(C),π0(D),π0(E)

�
= (1, 0, 0, 0, 0).

Ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης P της αλυσίδας είναι ο

P =





0 1/2 0 0 1/2
1/4 0 1/4 1/4 1/4
0 1/2 0 1/2 0
0 1/3 1/3 0 1/3
1/3 1/3 0 1/3 0




.

Κάθε του γρα��ή περιγράφει τις �εταβάσεις από �ια κορυφή. Ας δού�ε για παράδειγ�α πώς προκύπτει η
πρώτη γρα��ή του P , που περιγράφει τις �εταβάσεις από την κορυφή A. Από την A �πορού�ε να πά�ε
στις κορυφές B ή E �ε πιθανότητα 1/2 σε κάθε �ία. ΄Αρα η πρώτη γρα��ή του P είναι

�
p(A,A), p(A,B), p(A,C), p(A,D), p(A,E)

�
= (0, 1/2, 0, 0, 1/2).

Παράδειγ�α 5 Κάνου�ε έναν τυχαίο περίπατο στους ακεραίους ξεκινώντας από το 0. Σε κάθε �ας
βή�α στρίβου�ε ένα κέρ�α που έχει πιθανότητα p ∈ (0, 1) να φέρει κεφαλή κάθε φορά που το στρίβου�ε,
ανεξάρτητα από τις άλλες φορές. Αν το αποτέλεσ�α είναι κεφαλή, �ετατοπιζό�αστε �ία θέση δεξιά. Αν το
αποτέλεσ�α είναι γρά��ατα, �ετατοπιζό�αστε �ία θέση αριστερά. Μπορού�ε να περιγράψου�ε αυτόν τον
περίπατο ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων Z. Εφόσον ξεκινά�ε από το 0, η αρχική
κατανο�ή έχει σ.�.π.

π0(x) = P
�
X0 = x

�
= δ0(x) =

�
1, αν x = 0

0, αν x �= 0.

Οι πιθανότητες �ετάβασης της αλυσίδας, δίνονται από την

p(x, y) = P
�
Xn+1 = y

��Xn = x
�
=






p, αν y = x+ 1

1− p, αν y = x− 1

0, αν |y − x| �= 1

, x, y ∈ Z.
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Παράδειγ�α 6 Στρίβου�ε ένα τί�ιο κέρ�α �έχρι να ε�φανιστεί για πρώτη φορά η ακολουθία αποτελε-
σ�άτων ΚΓΚ. Μια πρώτη σκέψη θα ήταν να περιγράψου�ε αυτό το πείρα�α ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα,
που η κατάστασή της είναι το αποτέλεσ�α των τριών τελευταίων στριψι�άτων. Με αυτή την επιλογή ο
χώρος καταστάσεων θα ήταν ο X1 = {K,Γ}3. Η αρχική κατανο�ή της αλυσίδας θα προκύψει από το
αποτέλεσ�α των τριών πρώτων στριψι�άτων. Εφόσον το κέρ�α είναι τί�ιο, θα πρέπει να πάρου�ε σαν
σ.�.π. της X0 την π0(x) = 1/8, για κάθε x ∈ X1. Είναι εύκολο να περιγράψου�ε και τις πιθανότητες
�ετάβασης της αλυσίδας. Για παράδειγ�α, από την κατάσταση ΚΓΓ η αλυσίδα �πορεί να �εταβεί είτε στην
ΓΓΚ �ε πιθανότητα 1/2 (αν φέρου�ε κορώνα) είτε στην ΓΓΓ �ε πιθανότητα 1/2 (αν φέρου�ε γρά��ατα).
Επειδή το πείρα�α τελειώνει όταν η αλυσίδα φτάσει στην ΚΓΚ, �πορού�ε να θεωρήσου�ε ότι από την ΚΓΚ
παρα�ένου�ε στην ίδια κατάσταση �ε πιθανότητα 1. Μπορείτε να συ�πληρώσετε τον πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης για εξάσκηση.

Μπορού�ε ό�ως να περιγράψου�ε το πείρα�α και πιο οικονο�ικά, θεωρώντας σαν καταστάση της αλυσίδας
που το περιγράφει το αποτέλεσ�α των δύο τελευταίων στριψι�άτων και προσθέτοντας �ια κατάσταση στην
οποία η αλυσίδα θα �εταβαίνει, όταν το πείρα�α τελειώσει. Με αυτή την επιλογή ο χώρος καταστάσεων της
αλυσίδας είναι ο X = {KK,KΓ,ΓK,ΓΓ, T}, όπου η κατάσταση T κωδικοποιεί το τέλος του πειρά�ατος.
Η αρχική κατανο�ή της αλυσίδας θα προκύψει τώρα από το αποτέλεσ�α των δύο πρώτων στριψι�άτων.
Εφόσον το κέρ�α είναι τί�ιο, η αλυσίδα αρχικά θα βρεθεί σε �ία από τις ΚΚ, ΚΓ, ΓΚ ή ΓΓ �ε πιθανότητα
1/4 στην κάθε �ία. Μπορού�ε λοιπόν να περιγράψου�ε την αρχική κατανο�ή της αλυσίδας ως ένα διάνυσ�α
γρα��ή

π0 =
�
π0(KK), π0(KΓ), π0(ΓK), π0(ΓΓ), π0(T )

�
= (1/4, 1/4, 1/4, 1/4, 0).

Ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης της αλυσίδας είναι ο

P =





1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0 0 0
0 0 1/2 1/2 0
0 0 0 0 1




.

Παράδειγ�α 7 Το επιτραπέζιο παιχνίδι φιδάκι ανά�εσα σε δύο παίκτες �πορεί να περιγραφεί ως �ια
�αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων

X = {1, 2, . . . , 100}× {1, 2, . . . , 100}× {A,B}.

Το παιχνίδι βρίσκεται στην κατάσταση (m,n, b), αν το πιόνι του παίκτη A βρίσκεται στο τετράγωνο m,
το πιόνι του παίκτη B βρίσκεται στο τετράγωνο n και είναι η σειρά του παίκτη b να ρίξει το ζάρι. Η
αρχική κατανο�ή της αλυσίδας, αν ο παίκτης A παίζει πρώτος, είναι η π0(x) = δ(1,1,A)(x). Θα ήταν
κοπιώδες να περιγράψου�ε τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης αυτής της αλυσίδας σαν ένα τετραγωνικό
20.000× 20.000 πίνακα, αλλά οι πιθανότητες �ετάβασης �πορούν να περιγραφούν σαφώς. Για παράδειγ�α
p
�
(1, 1, A), (3, 1, B)

�
= 1/6, αφού το παιχνίδι θα �εταβεί από την κατάσταση (1, 1, A) στην κατάσταση

(3, 1, B), αν η ζαριά του παίκτη A είναι 2.

Παράδειγ�α 8 ΄Ενας �πασκετ�πολίστας προπονείται στις ελεύθερες βολές. Κάθε φορά που εκτελεί �ια
βολή, η πιθανότητα να ευστοχήσει είναι 8/10, αν έχει ευστοχήσει και στις δύο προηγού�ενες προσπάθειές
του, 5/10, αν έχει αστοχήσει και στις δύο προηγού�ενες προσπάθειες και 7/10 σε κάθε άλλη περίπτωση.
Ορίζου�ε τη στοχαστική διαδικασία {Xn}n∈N, όπου Xn = 1, αν η n-οστή του προσπάθεια είναι εύστοχη
και Xn = 0, αν η n-οστή του προσπάθεια είναι άστοχη. Είναι η {Xn}n∈N �αρκοβιανή αλυσίδα;

�ιαισθητικά περι�ένει κανείς ότι η απάντηση είναι αρνητική. Η τι�ή της Xn έχει την πληροφορία �όνο για
το αποτέλεσ�α της τελευταίας βολής, ενώ η πιθανότητα ευστοχίας στην επό�ενη προσπάθεια εξαρτάται
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από το αποτέλεσ�α των δύο τελευταίων βολών. Για να αποδείξου�ε αυστηρά ότι η {Xn}n∈N δεν είναι
�αρκοβιανή, αρκεί να παρατηρήσου�ε ότι

P
�
Xn+1 = 1

��Xn−1 = Xn = 1
�
= 8/10 �= 7/10 = P

�
Xn+1 = 1

��Xn−1 = 0, Xn = 1
�
.

Αν ό�ως η {Xn}n∈N ήταν �αρκοβιανή, οι δύο πιθανότητες στην παραπάνω σχέση θα ήταν ίσες, αφού και
οι δύο θα συνέπιπταν �ε την P

�
Xn+1 = 1

��Xn = 1
�
.

Το πρόβλη�α εδώ είναι ότι ο χώρος καταστάσεων της αλυσίδας X = {0, 1} είναι πολύ �ικρός για να
κωδικοποιήσει την πληροφορία που χρειαζό�αστε για να περιγράψου�ε την κατανο�ή της επό�ενης κα-
τάστασης. Μπορού�ε ό�ως, �εγαλώνοντας τον χώρο καταστάσεων, να περιγράψου�ε την προπόνηση του
αθλητή ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα.

Αν για παράδειγ�α ορίσου�ε τη στοχαστική διαδικασία {Yn}n∈N, �ε Yn = (Xn, Xn+1), αυτή είναι �ια
�αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X� = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} �ε πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης

P =





1/2 1/2 0 0
0 0 3/10 7/10

3/10 7/10 0 0
0 0 2/10 8/10



 . ✷

Συνηθίζου�ε να λέ�ε ότι για �ια �αρκοβιανή αλυσίδα παρελθόν και �έλλον είναι ανεξάρτητα, �ε δεδο�ένο
το παρόν. Η �αρκοβιανή ιδιότητα (Markov property) είναι η �αθη�ατική διατύπωση αυτής της έκφρασης.

Θεώρη�α 1 (�αρκοβιανή ιδιότητα) ΄Εστω {Xn}n∈N0 �αρκοβιανή αλυσίδα σε ένα αριθ�ήσι�ο χώρο κα-
ταστάσεων X �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P . Για k ∈ N0, ορίζου�ε τη στοχαστική διαδικασία
{Yn}n∈N0 �ε τύπο Yn = Xn+k. �εδο�ένου ότι Xk = x ∈ X, η διαδικασία {Yn}n∈N0 είναι �αρκοβιανή
αλυσίδα στον X, �ε αρχική κατανο�ή δx, πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P και είναι ανεξάρτητη από τις
X0, X1, . . . , Xk.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξου�ε ότι, δεδο�ένου ότι Xk = x, για κάθε n ∈ N οι (Y0, Y1, . . . , Yn) είναι ανεξάρ-
τητες από τις X0, X1, . . . , Xk και η από κοινού τους κατανο�ή δίνεται από την (1.11) �ε αρχική κατανο�ή
δx. Αρκεί επο�ένως να δείξου�ε ότι, για κάθε y = (y0, . . . , yn) ∈ Xn+1 και κάθε z = (z0, . . . , zk) ∈ Xk+1

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A(z)

��Xk = x
�
= δx(y0)p(y0, y1) · · · p(yn−1, yn)P

�
A(z)

��Xk = x
�
,

όπου A(z) = {(X0, . . . , Xk) = z}. Πράγ�ατι ό�ως,

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A(z)

��Xk = x
�
= δx(y0)δx(zk)

P
�
X0 = z0, . . . , Xk = x,Xk+1 = y1, . . . , Xn+k = yn

�

P
�
Xk = x

�

=
δx(zk)π0(z0)p(z0, z1) · · · p(zk−1, x)

P
�
Xk = x

� δx(y0)p(x, y1) · · · p(yn−1, yn)

= P
�
A(z)

��Xk = x
�
δx(y0)p(y0, y1) · · · p(yn−1, yn). ✷

Βλέπου�ε λοιπόν ότι, αν γνωρίζου�ε την παρούσα θέση της αλυσίδας, δεδο�ένου δηλαδή ότι Xk = x, τότε
το �έλλον της αλυσίδας, το οποίο εκφράζεται από την αλυσίδα {Yn}n∈N0 , είναι ανεξάρτητο του παρελθόντος
της, δηλαδή των τυχαίων �εταβλητών X0, . . . , Xk και έχει �άλιστα τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες όπως �ια
αλυσίδα που ξεκινά από το x �ε τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης, P . ✷

΄Οταν η αλυσίδα {Xn}n∈N0 ξεκινά από την κατάσταση x ∈ X, θα χρησι�οποιού�ε τον συ�βολισ�ό Px

�
A
�
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για την πιθανότητα ενός ενδεχο�ένου A που εξαρτάται από την τροχιά της αλυσίδας. Για παράδειγ�α, αν
v = (v0, . . . , vn) ∈ Xn+1, έχου�ε

Px

�
(X0, . . . , Xn) = v

�
= δx(v0)p(v0, v1) · · · p(vn−1, vn).

Χρησι�οποιώντας τη �αρκοβιανή ιδιότητα για k = 0, έχου�ε ότι P
�
·
��X0 = x

�
= Px

�
·
�
.

1.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Θεωρήστε δύο ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές A,Θ και ορίστε τη στοχαστική διαδικασία
{Xt}t≥0 �ε τύπο

Xt = A sin(ωt+Θ),

όπου ω ∈ R. Αν η A ακολουθεί εκθετική κατανο�ή �ε ρυθ�ό λ = 1 και η Θ ακολουθεί ο�οιό�ορφη
κατανο�ή στο [0, 2π], υπολογίστε τις E

�
Xt

�
και E

�
XtXs

�
, για κάθε s, t ≥ 0.

΄Ασκηση 2 Αν {Xt}t≥0 είναι η στοχαστική διαδικασία του Παραδείγ�ατος 3, ορίζου�ε

Yt = e−tXe2t .

�είξτε ότι η {Yt}t≥0 είναι διαδικασία Gauss, �ε m(t) = E
�
Yt
�
= 0 και ρ(s, t) = Cov(Yt, Ys) = e−|t−s|.

΄Ασκηση 3 Θεωρήστε �ια διαδικασία Gauss {Xt}t≥0, �ε m(t) = E
�
Xt

�
= 0, για κάθε t ≥ 0 και

ρ(s, t) = Cov
�
Xt, Xs) =

1

2

�
t2H + s2H − |t− s|2H

�
, s, t ≥ 0,

για κάποιο H ∈ (0, 1).
α) �είξτε ότι για κάθε t ≥ 0 έχου�ε Xt ∼ N

�
0, t2H

�
.

β) Υπολογίστε για t ≥ 0 και h > 0 τη �έση τι�ή και τη διασπορά της προσαύξησης Xt+h −Xt και δείξτε
ότι η Xt+h −Xt ακολουθεί την ίδια κατανο�ή �ε την Xh.
γ) �είξτε ότι για κάθε t, h > 0, η Xt+h −Xt είναι ανεξάρτητη από την Xt, αν και �όνο αν H = 1/2.
δ) Ποια γνωστή �ας στοχαστική διαδικασία είναι η {Xt}t≥0 όταν H = 1/2;
ε) Ορίζου�ε για κάθε t ≥ 0 : Yt = α−HXαt, όπου α θετικός πραγ�ατικός αριθ�ός. �είξτε ότι E

�
Yt
�
=

E
�
Xt

�
, για κάθε t ≥ 0 και Cov

�
Yt, Ys) = Cov

�
Xt, Xs), για κάθε s, t ≥ 0. Πώς ερ�ηνεύετε αυτό το

αποτέλεσ�α;

΄Ασκηση 4 α) Αντικαταστήστε τα σύ�βολα * �ε αριθ�ούς, ώστε ο πίνακας

P =





0 3/4 ∗ 0 0
3/4 0 0 1/8 ∗
1/2 1/4 1/4 ∗ ∗
∗ 3/5 1/5 1/5 ∗
0 0 1/10 1/5 ∗





να είναι πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n∈N0 στον χώρο καταστάσεων
X = {1, 2, . . . , 7} �ε πιθανότητες �ετάβασης p(i, j) για κάθε i, j ∈ X.
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΄Ασκηση 5 Στο διπλανό σχή�α φαίνεται η κάτοψη ενός σπιτιού �ε πέντε
δω�άτια: κουζίνα (Κ), βιβλιοθήκη (Β), σαλόνι (Σ), υπνοδω�άτιο (Υ) και �πάνιο
(Μ), καθώς και οι πόρτες που τα συνδέουν. ΄Ενα έντο�ο που ζει στο σπίτι κάθε
βράδυ διασχίζει τυχαία �ία από τις πόρτες του δω�ατίου στο οποίο βρίσκεται
και παρα�ένει στο δω�άτιο που οδηγεί η πόρτα �έχρι το επό�ενο βράδυ. Αρχικά
το έντο�ο βρίσκεται στο �πάνιο. Αν {Xn}n∈N0 είναι η �αρκοβιανή αλυσίδα
στον χώρο καταστάσεων X ={Κ, Β, Σ, Υ, Μ} που περιγράφει τη θέση του
εντό�ου �ετά από n βράδυα, βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασής της.

΄Ασκηση 6 ΄Εχου�ε πέντε χαρτιά της τράπουλας, τα τέσσερα είναι επτά κούπα και το ένα ρήγας σπαθί.
Τα απλώνου�ε στη σειρά σε ένα τραπέζι και σε κάθε βή�α επιλέγου�ε ένα από τα δύο ακραία χαρτιά (το
αριστερότερο �ε πιθανότητα 2/3, το δεξιότερο �ε πιθανότητα 1/3) και το τοποθετού�ε στη �έση. Κατα-
σκευάστε έναν κατάλληλο χώρο καταστάσεων και τις αντίστοιχες πιθανότητες �ετάβασης �ιας �αρκοβιανής
αλυσίδας που θα περιέγραφε την θέση του ρήγα.

΄Ασκηση 7 Ρίχνου�ε ένα ζάρι �έχρι να φέρου�ε πέντε συνεχό�ενες φορές έξι. Περιγράψτε �ια �αρκο-
βιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {0, 1, 2, 3, 4, 5} που θα �οντελοποιούσε αυτό το παιχνίδι.
Κάντε το ίδιο για την περίπτωση στην οποία ρίχνου�ε το ζάρι �έχρι να ε�φανιστεί η ακολουθία 65656.

΄Ασκηση 8 Επαναλα�βάνου�ε ρίψεις ενός ζαριού και για n ∈ N συ�βολίζου�ε �ε Sn το άθροισ�α των n
πρώτων ζαριών �ας. Αν Xn = Sn(mod5), δείξτε ότι η {Xn}n∈N είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα και βρείτε
τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασής της.

΄Ασκηση 9 Αυτή η άσκηση �ας διδάσκει πώς να προσο�οιώσου�ε �ια κατανο�ή στον X �ε τη βοήθεια
�ιας γεννήτριας τυχαίων αριθ�ών. ΄Εστω X = {v1, v2, . . .} ένας αριθ�ήσι�ος χώρος καταστάσεων. Για �ια
σ.�.π. {pi}i∈N στον X ορίζου�ε τη συνάρτηση:

Φp : (0, 1] → X, Φp(x) = vk, αν
k−1�

j=1

pi < x ≤
k�

j=1

pi.

�είξτε ότι, αν η τυχαία �εταβλητή U έχει ο�οιό�ορφη κατανο�ή στο [0,1], τότε η Φp(U) έχει σ.�.π.
{pi}i∈N.

΄Ασκηση 10 Θεωρήστε έναν αριθ�ήσι�ο χώρο X και �ια συνάρτηση Φ : X × [0, 1] → X. Αν {Un}n∈N
είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, �ε ο�οιό�ορφη κατανο�ή στο [0,1] και
ορίσου�ε αναδρο�ικά τη στοχαστική διαδικασία {Xn}n∈N0 ως

X0 = x ∈ X, Xn = Φ(Xn−1, Un) για n ∈ N,

τότε η {Xn}n∈N0 είναι �αρκοβιανή αλυσίδα. Ποιες είναι οι πιθανότητες �ετάβασης αυτής της αλυσίδας; Με
τη βοήθεια και της προηγού�ενης άσκησης, εξηγήστε πώς �πορού�ε να προσο�οιώσου�ε �ια �αρκοβιανή
αλυσίδα �ε δεδο�ένες πιθανότητες �ετάβασης.

΄Ασκηση 11 Σ΄ ένα ράφι της βιβλιοθήκης σας υπάρχουν τρία βιβλία: Algebra, Basic Topology, Calculus,
που θα συ�βολίζου�ε �ε A,B,C για συντο�ία. Κάθε πρωί παίρνετε τυχαία ένα βιβλίο από τη θέση του
�ε πιθανότητες p, q, r, αντίστοιχα. ΄Οταν τελειώνετε το διάβασ�ά σας για την η�έρα, το ξαναβάζετε στο
ράφι στην αριστερότερη θέση. Η διάταξη των βιβλίων είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο X των
�εταθέσεων των συ�βόλων {A,B,C}. Ποιος είναι ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης αυτής της αλυσίδας;
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΄Ασκηση 12 Στο �οντέλο διάχυσης του Ehrenfest, N σω�ατίδια τοποθετούνται σε ένα δοχείο �ε δύο
δια�ερίσ�ατα, Α και Β. Σε κάθε βή�α επιλέγου�ε τυχαία ένα από τα N σω�ατίδια και του αλλάζου�ε
δια�έρισ�α. ΄Εστω {Xn}n∈N0 η �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {0, 1, . . . , N} που
περιγράφει το πλήθος των σω�ατιδίων στο δια�έρισ�α Α �ετά από n βή�ατα. Ποιες είναι οι πιθανότητες
�ετάβασης της {Xn}n;

΄Ασκηση 13 ΄Ενας παντοπώλης εφοδιάζεται κάθε πρωί �ε ένα πακέτο �πισκότα Alfajor. Η η�ερήσια
ζήτηση για τα �πισκότα αυτά είναι �ια τυχαία �εταβλητή που ακολουθεί γεω�ετρική κατανο�ή �ε παρά�ε-
τρο p = 1. Αν χθες βράδυ δεν είχαν �είνει καθόλου �πισκότα Alfajor και {Xn}n∈N είναι το πλήθος
των πακέτων που υπάρχει στο παντοπωλείο το βράδυ της n-οστής η�έρας, δείξτε ότι η {Xn}n∈N είναι
�αρκοβιανή αλυσίδα και βρείτε τις πιθανότητες �ετάβασής της.

΄Ασκηση 14 Θεωρήστε δύο ακολουθίες {Xn, Yn}0≤n≤N−1 από ανεξάρτητα, τυχαία, δεκαδικά ψηφία.
Σχη�ατίστε τους ακεραίους

X = X0 +X1 × 10 + · · ·+XN−1 × 10N−1, Y = Y0 + Y1 × 10 + · · ·+ YN−1 × 10N−1

και προσθέστε τους, όπως �άθα�ε στο δη�οτικό, ξεκινώντας από τα ψηφία των �ονάδωνX0, Y0, συνεχίζον-
τας �ε τα ψηφία των δεκάδων X1, Y1 κ.λπ., �εταφέροντας το κρατού�ενο, όπου χρειάζεται. Αν Cn ∈ {0, 1}
είναι το κρατού�ενο της πρόσθεσης που �εταφέρου�ε στο n-οστό βή�α, δείξτε ότι η {Cn}0≤n≤N−1 είναι
�ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {0, 1} και βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης
της αλυσίδας.

1.6 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

΄Ασκηση 15 Κατεβάστε και εγκαταστήστε τη γλώσσα Python 2.7.7. Μπορείτε να βρείτε τα σχετικά
αρχεία εδώ. Ανάλογα �ε το λειτουργικό σύστη�α του Η/Υ σας, �πορείτε να βρείτε και ολοκληρω�ένα
πακέτα. Αν ο υπολογιστής σας δεν τρέχει το λειτουργικό σύστη�α Linux, πιθανά να βρείτε χρήσι�ο να
εγκαταστήσετε έναν εξο�οιωτή, σύ�φωνα �ε τις οδηγίες που θα βρείτε εδώ.

΄Ασκηση 16 Κατεβάστε το πρόγρα��α simple markov chain lib.py και αποθηκεύστε το στον κα-
τάλογο που θα δουλέψετε. Σ΄ αυτή την φάση δεν χρειάζεται καν να το ανοίξετε. Το πρόγρα��α αυτό
υλοποιεί τον αλγόριθ�ο της ΄Ασκησης 10. Θα το χρησι�οποιού�ε σαν βιβλιοθήκη στα επό�ενα προγρά�-
�ατα που θα φτιάξου�ε.

΄Ασκηση 17 Κατεβάστε και τρέξτε το πρόγρα��α test.py. Το πρόγρα��α αυτό προσο�οιώνει τα πρώτα
δέκα βή�ατα �ιας αλυσίδας που κινείται στον χώρο καταστάσεων X = {1, 2, 3, 4, 5} �ε πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης

P =





0 1/2 1/2 0 0
1/3 0 0 2/3 0
0 0 1 0 0
1/2 0 0 1/2 0
0 0 0 0 1





ξεκινώντας από την κατάσταση 1. Τρέξτε το πρόγρα��α �ερικές φορές και στη συνέχεια φτιάξτε ένα
πρόγρα��α που προσο�οιώνει τα είκοσι πρώτα βή�ατα της ΄Ασκησης 11.
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Κεφάλαιο 2

Μαρκοβιανές αλυσίδες

2.1 Εισαγωγή

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα αναλύσου�ε τις βασικές ιδιότητες �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας. Θα δού�ε πώς
�πορού�ε να βρού�ε την κατανο�ή της κατάστασής της οποιαδήποτε χρονική στιγ�ή και πώς �πορού�ε
να απλοποιήσου�ε την ανάλυση �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας, δια�ερίζοντας τον χώρο καταστάσεων σε
κλάσεις επικοινωνίας. Στη συνέχεια θα εισαγάγου�ε την έννοια του χρόνου διακοπής και θα δείξου�ε την
ιδιότητα που έχουν οι �αρκοβιανές αλυσίδες να ανανεώνονται έπειτα από τέτοιους χρόνους, ξεχνώντας το
παρελθόν τους. Τέλος, θα δού�ε κάποιες βασικές ιδιότητες που έχουν οι τροχιές της αλυσίδας, όπως η
επαναληπτικότητα και η παροδικότητα. Μια πολύ καλή αναφορά που περιέχει παρό�οιο υλικό είναι το [7].
Για την προσο�οίωση �αρκοβιανών αλυσίδων �πορείτε να δείτε και το [4].

2.2 Πιθανότητες �ετάβασης ανώτερης τάξης

Ας θεωρήσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 �ε τι�ές σ΄ έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X,
που έχει αρχική κατανο�ή π0 και πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P = {p(x, y)}x,y∈X. Ο στόχος �ας σ΄
αυτή την παράγραφο είναι να �άθου�ε να υπολογίζου�ε την κατανο�ή της κατάστασης της αλυσίδας Xn,
για κάθε n ∈ N.

Μπορού�ε να αναγάγου�ε τον υπολογισ�ό της κατανο�ής της Xn+1 στον υπολογισ�ό της κατανο�ής της
Xn, χρησι�οποιώντας τον τύπο της ολικής πιθανότητας. Αν για n ∈ N0 συ�βολίζου�ε �ε πn τη σ.�.π. της
Xn, τότε για κάθε y ∈ X έχου�ε

πn+1(y) = P
�
Xn+1 = y

�
=

�

x∈X
P
�
Xn = x

�
P
�
Xn+1 = y

��Xn = x
�
=

�

x∈X
πn(x)p(x, y). (2.1)

Παρατηρήστε ότι, αν ο X είναι πεπερασ�ένος, �ε X = {v1, v2, . . . , vN}, �πορού�ε να αναπαριστού�ε �ια
σ.κ.π. π ως ένα διάνυσ�α γρα��ή

π =
�
π(v1),π(v2), . . . ,π(vN )

�

και τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P ως ένα N ×N τετραγωνικό πίνακα, όπως στην (1.7). Η (2.1)
�ας δίνει τότε ότι

πn+1 = πnP, για κάθε n ∈ N0, (2.2)

όπου η πράξη στο δεξί �έλος είναι ο συνήθης πολλαπλασ�ός πινάκων. Ορ�ώ�ενοι από αυτή την παρατήρηση,
�πορού�ε να ορίσου�ε, για έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X, τον πολλαπλασια�ό �ιας σ.�.π. π �ε
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ένα στοχαστικό πίνακα P = {p(x, y)}x,y∈X, ως

πP (y) =
�

x∈X
π(x)p(x, y), για κάθε y ∈ X.

Το αποτέλεσ�α αυτού του πολλαπλασιασ�ού είναι �ια σ.κ.π., αφού πP (y) ≥ 0, για κάθε y ∈ X, ενώ
χρησι�οποιώντας το θεώρη�α Fubini-Tonelli για να εναλλάξου�ε τα δύο αθροίσ�ατα �η αρνητικών όρων

�

y∈X
πP (y) =

�

y∈X

�

x∈X
π(x)p(x, y) =

�

x∈X
π(x)

�

y∈X
p(x, y) =

�

x∈X
π(x) = 1.

Ανάλογα �πορού�ε να ορίσου�ε τον πολλαπλασιασ�ό δύο στοχαστικών πινάκων, P = {p(x, y)}x,y∈X και
Q = {q(x, y)}x,y∈X, ως PQ = {r(x, y)}x,y∈X, �ε

r(x, y) =
�

z∈X
p(x, z)q(z, y), για κάθε y ∈ X.

Το αποτέλεσ�α είναι ένας στοχαστικός πίνακας, αφού r(x, y) ≥ 0, για κάθε x, y ∈ X, ενώ από το Θεώρη�α
Fubini-Tonelli, για κάθε x ∈ X, έχου�ε

�

y∈X
r(x, y) =

�

y∈X

�

z∈X
p(x, z)q(z, y) =

�

z∈X
p(x, z)

�

y∈X
q(z, y) =

�

z∈X
p(x, z) = 1.

Οι πράξεις αυτές γενικεύουν τον συνήθη πολλαπλασιασ�ό πινάκων και �πορεί εύκολα να ελεγχθεί ότι
έχουν την προσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή

(πP )Q = π(PQ) και (PQ)R = P (QR)

για κάθε σ.�.π. π και οποιουσδήποτε στοχαστικούς πίνακες P,Q,R. Ο στοχαστικός πίνακας I =
{i(x, y)}x,y∈X, �ε στοιχεία i(x, y) = δx(y) είναι ταυτοτικό στοιχείο αυτού του πολλαπλασιασ�ού. Για
κάθε στοχαστικό πίνακα P , έχου�ε PI = IP = P .

Ορίζου�ε τη δύνα�η Pn = {p(n)(x, y)}x,y∈X ενός στοχαστικού πίνακα P για n ∈ N0 αναδρο�ικά ως εξής.
P 0 = I και Pn = Pn−1P , για n ∈ N.

Με αυτούς τους ορισ�ούς η (2.2) παρα�ένει σε ισχύ ακό�α κι αν ο X είναι άπειρος και εύκολα ελέγχεται
επαγωγικά ότι

πn = π0P
n. (2.3)

Από τον ορισ�ό του πολλαπλασιασ�ού πινάκων,

p(n)(x, y) =
�

· · ·
�

x1,...,xn−1∈X
p(x, x1) · · · p(xn−1, y), για κάθε x, y ∈ X. (2.4)

Με τη βοήθεια της προηγού�ενης σχέσης η (2.3) γράφεται και ως

πn(y) =
�

x0∈X
π0(x0)p

(n)(x0, y) =
�

· · ·
�

x0,...,xn−1∈X
π0(x0)p(x0, x1) · · · p(xn−1, y), για κάθε y ∈ X.

Στην ίδια σχέση θα �πορούσα�ε να είχα�ε καταλήξει και από την (1.11). Η πn είναι η σ.�.π. της Xn,
επο�ένως �πορεί να βρεθεί αθροίζοντας την από κοινού σ.�.π. των (X0, X1, . . . , Xn) ως προς όλες τις
τι�ές που �πορούν να πάρουν οι X0, X1, . . . , Xn−1.

Ας θεωρήσου�ε τώρα ένα k ∈ N0. Από τη �αρκοβιανή ιδιότητα (Θεώρη�α 1), δεδο�ένου ότι Xk = x, η
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διαδικασία {Xn+k}n∈N0 έχει αρχική κατανο�ή δx και πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P . ΄Ετσι, η (2.3) δίνει
ότι

P
�
Xn+k = y

��Xk = x
�
= p(n)(x, y), για κάθε k ∈ N0, x, y ∈ X. (2.5)

Ορισ�ός: Αν ο P είναι ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n, ονο�άζου�ε
τα στοιχεία p(n)(x, y) του Pn πιθανότητες �ετάβασης n-οστής τάξης της αλυσίδας.

Από την προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασ�ού έχου�ε ότι Pm+n = PmPn, για κάθε m,n ∈ N0.
Αν γράψου�ε αυτή την ταυτότητα για τα στοιχεία των παραπάνω στοχαστικών πινάκων, παίρνου�ε ότι οι
πιθανότητες �ετάβασης ανώτερης τάξης �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-
Kolmogorov (Chapman-Kolmogorov equations):

p(m+n)(x, y) =
�

z∈X
p(m)(x, z)p(n)(z, y), για κάθε m,n ∈ N0, x, y ∈ X. (2.6)

Λα�βάνοντας υπόψιν την (2.5), οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov είναι ο τύπος της ολικής πιθανότητας
για το ενδεχό�ενο {Xm+n = y}, ανάλογα �ε την κατάσταση της αλυσίδας την ενδιά�εση χρονική στιγ�ήm.
Πράγ�ατι, αν θυ�ηθού�ε ότι η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα P

�
·
��X0 = x

�
είναι κι αυτή ένα �έτρο πιθανότητας,

τότε ο τύπος ολικής πιθανότητας δίνει

P
�
Xm+n = y

��X0 = x
�
=

�

z∈X
P
�
Xm = z

��X0 = x
�
P
�
Xm+n = y

��Xm = z,X0 = x
�

=
�

z∈X
P
�
Xm = z

��X0 = x
�
P
�
Xm+n = y

��Xm = z
�

από τη �αρκοβιανή ιδιότητα. Σύ�φωνα �ε την (2.5), αυτές είναι ακριβώς οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov.

Παράδειγ�α 9 Ας θεωρήσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα σ΄ έναν χώρο �ε δύο καταστάσεις X = {a, b}
και πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =

�
1− p p
q 1− q

�
,

όπου p, q ∈ (0, 1). Επο�ένως, όταν η αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση a, �εταβαίνει στην κατάσταση b
�ε πιθανότητα p και παρα�ένει στην κατάσταση a �ε πιθανότητα 1−p, ενώ, όταν η αλυσίδα βρίσκεται στην
κατάσταση b, �εταβαίνει στην κατάσταση a �ε πιθανότητα q και παρα�ένει στην κατάσταση b �ε πιθανότητα
1− q. �εν κάνου�ε κάποια υπόθεση για την αρχική κατανο�ή της αλυσίδας. Από την (2.3) έχου�ε ότι

�
πn(a),πn(b)

�
=

�
π0(a),π0(b)

�
Pn. (2.7)

Προκει�ένου να υπολογίσου�ε τον Pn για οποιαδήποτε τι�ή του n, �πορού�ε να διαγωνιοποιήσου�ε τον
πίνακα P . Η χαρακτηριστική εξίσωση |λI − P | = 0 δίνει ότι οι ιδιοτι�ές του P είναι οι λ1 = 1 και
λ2 = 1− (p+ q). Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσ�ατα είναι

u1 =

�
1
1

�
και u2 =

�
−p
q

�
.

Επο�ένως,

P =

�
1 −p
1 q

��
1 0
0 λ2

��
1 −p
1 q

�−1
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και άρα,

Pn =

�
1 −p
1 q

��
1n 0
0 λn

2

��
1 −p
1 q

�−1

=
1

p+ q

�
q + pλn

2 p− pλn

2

q − qλn

2 p+ qλn

2

�
.

Αντικαθιστώντας στην (2.7), παίρνου�ε ότι

�
πn(a),πn(b)

�
=

�
q

p+ q
,

p

p+ q

�
+ λn

2
pπ0(a)− qπ0(b)

p+ q
(1,−1).

Αξίζει σ΄ αυτό το ση�είο να διερευνήσου�ε την απάντηση που βρήκα�ε. Προσέξτε ότι, εφόσον p, q ∈ (0, 1)
έχου�ε

0 < p+ q < 2 ⇔ |λ2| < 1.

Επο�ένως, η εξάρτηση της πn από την αρχική κατανο�ή της αλυσίδας φθίνει εκθετικά και σε βάθος χρόνου,
καθώς δηλαδή n → ∞, έχου�ε

�
P
�
Xn = a

�
,P

�
Xn = b

��
→

�
q

p+ q
,

p

p+ q

�
,

ανεξάρτητα από την αρχική κατανο�ή της αλυσίδας. Θα δού�ε παρακάτω ότι αυτό το συ�πέρασ�α είναι
τυπικό για �αρκοβιανές αλυσίδες σε πεπερασ�ένους χώρους καταστάσεων, στις οποίες δεν απαντώνται
κάποιες συγκεκρι�ένες παθολογίες που θα γνωρίσου�ε.

Παράδειγ�α 10 ΄Ενα ηλεκτρονικό ζάρι είναι πειραγ�ένο έτσι ώστε, κάθε φορά που το ρίχνου�ε να
φέρνει την ένδειξη που έφερε στην προηγού�ενη ζαριά �ε πιθανότητα 1/2 και οποιαδήποτε από τις άλλες
ενδείξεις �ε πιθανότητα 1/10. Αν στην πρώτη ζαριά �ας φέρου�ε 6, ποια είναι η πιθανότητα να φέρου�ε 6
και στην n-οστή �ας ζαριά;

Για n ∈ N ορίζου�ε την τυχαία �εταβλητή Xn ώστε να είναι ίση �ε 1, αν η n-οστή �ας ζαριά είναι 6 και ίση
�ε 0, αν η n-οστή �ας ζαριά δεν είναι 6. Η {Xn}n∈N είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων
X = {0, 1} �ε αρχική κατανο�ή π1 =

�
π1(0),π1(1)

�
= (0, 1) και πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =

�
9/10 1/10
1/2 1/2

�
.

Οι ιδιοτι�ές του P είναι λ1 = 1 και λ2 = 2/5. Μπορού�ε να χρησι�οποιήσου�ε το αποτέλεσ�α της
προηγού�ενης άσκησης για να βρού�ε την ζητού�ενη πιθανότητα P

�
Xn = 1

�
= πn(1). Εναλλακτικά, από

την (2.3), έχου�ε ότι

πn = π1P
n−1 = π1U

�
1 0

0
�
2
5

�n−1

�
U−1.

Παρατηρήστε τώρα ότι στο δεξί �έλος της παραπάνω σχέσης το n ε�φανίζεται �όνο στον εκθέτη του 2/5.
Οι πράξεις που θα κάνα�ε για να υπολογίσου�ε το δεξί �έλος είναι γρα��ικοί συνδυασ�οί των στοιχείων
των πινάκων που ε�φανίζονται εκεί. Επο�ένως, το αποτέλεσ�α για την πn(1) θα ήταν

πn(1) = a+ b

�
2

5

�n

, για κάθε n ∈ N,

για κάποιες σταθερές a, b ∈ R. Οι σταθερές αυτές �πορούν να υπολογιστούν εύκολα, αφού π1(1) = 1 και
π2(1) = P

�
X2 = 1

��X1 = 1
�
= p(1, 1) = 1/2. ΄Εχου�ε λοιπόν τελικά,

πn(1) = P
�
Xn = 1

�
=

1

6
+

1

3

�
2

5

�n−2

.

17



2.3 �ο�ή του χώρου των καταστάσεων

Σε αυτή την παράγραφο θα δού�ε πώς �πορού�ε να οργανώσου�ε τις καταστάσεις του χώρου �ιας �αρ-
κοβιανής αλυσίδας έτσι ώστε να διευκολύνου�ε την κατανόηση της συ�περιφοράς της. Θα δού�ε ότι ο
χώρος δια�ερίζεται σε κλάσεις επικοινωνίας (communication classes) εντός των οποίων η αλυσίδα είναι πιο
εύκολο να αναλυθεί. Ας θεωρήσου�ε λοιπόν �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 στον χώρο καταστάσεων
X �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P = {p(x, y)}x,y∈X.

Ορισ�ός: Θα λέ�ε ότι η κατάσταση y ∈ X είναι προσβάσι�η από την κατάσταση x ∈ X και θα συ�βο-
λίζου�ε x → y, αν υπάρχει n ≥ 0 τέτοιο ώστε p(n)(x, y) > 0.

Ορισ�ός: Θα λέ�ε ότι δύο καταστάσεις x, y ∈ X επικοινωνούν και θα συ�βολίζου�ε x ↔ y, αν x → y
και y → x.

Πρόταση: Η σχέση ↔ είναι �ια σχέση ισοδυνα�ίας, έχει δηλαδή τις παρακάτω ιδιότητες:

1. Αυτοπαθής: x ↔ x, για κάθε x ∈ X.

2. Συ��ετρική: x ↔ y ⇒ y ↔ x, για κάθε x, y ∈ X.

3. Μεταβατική:
�
x ↔ u και u ↔ y

�
⇒ x ↔ y, για κάθε x, y, u ∈ X.

Απόδειξη: Η (1) ικανοποιείται γιατί p(0)(x, x) = δx(x) = 1, για κάθε x ∈ X, ενώ η (2) είναι φανερή από
τον ορισ�ό της σχέσης. Για να δείξου�ε την (3), παρατηρήστε ότι

x → u ⇒ ∃ m ≥ 0 : p(m)(x, u) > 0 και u → y ⇒ ∃ n ≥ 0 : p(n)(u, y) > 0.

Από τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov (2.6) έχου�ε τώρα

p(m+n)(x, y) =
�

z∈X
p(m)(x, z)p(n)(z, y) ≥ p(m)(x, u)p(n)(u, y) > 0.

Επο�ένως (x → u και u → y)⇒ x → y. Εναλλάσσοντας τον ρόλο των x, y έχου�ε το ζητού�ενο. ✷

΄Οπως κάθε σχέση ισοδυνα�ίας, η↔ δια�ερίζει τον X σε κλάσεις, που τις ονο�άζου�ε κλάσεις επικοινωνίας
της αλυσίδας.

Ορισ�ός: Μια κλάση επικοινωνίας C θα λέγεται ανοιχτή, αν υπάρχουν καταστάσεις x ∈ C και y /∈ C
τέτοιες ώστε x → y. Αν �ια κλάση δεν είναι ανοιχτή, θα λέγεται κλειστή.

Σύ�φωνα �ε τον παραπάνω ορισ�ό, ανοιχτές είναι οι κλάσεις από τις οποίες η �αρκοβιανή αλυσίδα �πορεί
να φύγει προς άλλες κλάσεις. Μάλιστα, αν η αλυσίδα φύγει από �ια ανοιχτή κλάση, δεν �πορεί να ξανα-
γυρίσει σε αυτήν (΄Ασκηση 21). Αντίθετα, η αλυσίδα δεν �πορεί να φύγει από �ια κλειστή κλάση. Αν η
αλυσίδα ξεκινήσει ή βρεθεί, προϊόντος του χρόνου, σε �ια κλειστή κλάση, θα παρα�είνει σε αυτή την κλάση
για πάντα. Αυτό �πορεί να απλοποιήσει την ανάλυση της αλυσίδας, αφού προκει�ένου να καταλάβου�ε τι
θα συ�βεί από τότε και �ετά, αρκεί να �ελετήσου�ε την αλυσίδα περιορισ�ένη στην κλειστή κλάση.

Ορισ�ός: Μια �αρκοβιανή αλυσίδα λέγεται �η υποβιβάσι�η (irreducible), αν ολόκληρος ο χώρος κατα-
στάσεων είναι �ια (κλειστή αναγκαστικά) κλάση.

Παρατηρήστε ότι, αν περιορίσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα σε �ια κλειστή κλάση της C, αν δηλαδή θεω-
ρήσου�ε τη �αρκοβιανή αλυσίδα �ε χώρο καταστάσεων την C και τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης, αυτή η
αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η.

Για να βρού�ε τις κλάσεις επικοινωνίας �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας, είναι πολλές φορές χρήσι�η η ακόλουθη
παρατήρηση.
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Παρατήρηση: Αν x, y ∈ X και x �= y, τότε x → y, αν και �όνο αν υπάρχει �ονοπάτι

x = x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn = y ∈ X, τέτοιο ώστε p(xi, xi+1) > 0, για i = 0, 1, . . . , n− 1.

Πράγ�ατι, από την (2.4) έχου�ε για κάθε n ∈ N

p(n)(x, y) =
�

· · ·
�

x1,...,xn−1∈X
p(x, x1) · · · p(xn−1, y).

Επειδή όλοι οι προσθετέοι στο δεξί �έλος είναι �η αρνητικοί, έχου�ε p(n)(x, y) > 0, αν και �όνο αν
κάποιος από αυτούς είναι αυστηρά θετικός. Αυτό ό�ως είναι προφανώς ισοδύνα�ο �ε τον ισχυρισ�ό της
παρατήρησης.

Μπορού�ε τώρα να κατασκευάσου�ε έναν γράφο �ε κορυφές τα ση�εία του X, προσθέτοντας την προ-
σανατολισ�ένη ακ�ή από την u στην v �= u, όταν p(u, v) > 0. Με βάση την παραπάνω παρατήρηση, �ια
κατάσταση y είναι προσβάσι�η από την x, αν και �όνο αν υπάρχει προσανατολισ�ένο �ονοπάτι του γράφου
που οδηγεί από την x στην y.

Παράδειγ�α 11 Μια �αρκοβιανή αλυσίδα εξελίσσεται στον χώρο καταστάσεων X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
και έχει πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =





1/2 0 1/2 0 0 0 0 0
1/4 1/4 0 1/2 0 0 0 0
0 0 0 0 2/3 1/3 0 0
0 0 0 1/2 0 0 1/2 0
0 0 0 0 1/3 0 1/3 1/3
0 1/6 1/6 0 1/2 0 1/6 0
0 0 0 0 0 0 1/4 3/4
0 0 0 0 1/2 0 0 1/2





.

Για να βρού�ε τις κλάσεις επικοινωνίας της αλυσίδας, κατασκευάζου�ε τον γράφο των δυνατών �εταβάσεων
που περιγράψα�ε παραπάνω, όπως στο Σχή�α 11. ΄Εχου�ε π.χ. 1 → 2, �έσω του �ονοπατιού 1,3,6,2.
Επίσης 2 → 1, ά�εσα. Επο�ένως 1 ↔ 2. ΄Ο�οια, βρίσκου�ε ότι η κατάσταση 1 επικοινωνεί �ε τις 3 και 6,
ενώ δεν επικοινωνεί �ε κα�ία άλλη κατάσταση. ΄Αρα η κλάση επικοινωνίας που περιέχει την κατάσταση 1
είναι η C1 = {1, 2, 3, 6}. Η κατάσταση 4 δεν επικοινωνεί �ε κα�ία άλλη, επο�ένως είναι το �όνο στοιχείο
της κλάσης της C2 = {4}. Τέλος, οι καταστάσεις 5,7 και 8 επικοινωνούν �εταξύ τους και αποτελούν την
κλάση C3 = {5, 7, 8}. ΄Ετσι, στο παράδειγ�ά �ας, η δια�έριση του X σε κλάσεις επικοινωνίας είναι

X = C1 ∪ C2 ∪ C3 = {1, 2, 3, 6} ∪ {4} ∪ {5, 7, 8}.

Οι κλάσεις C1 και C2 είναι ανοιχτές, αφού 6 → 7 και 4 → 7, αντίστοιχα. Αντίθετα, η C3 είναι κλειστή. ✷

2.4 Ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα

Είδα�ε στο Κεφάλαιο 1 ότι, αν γνωρίζου�ε τη θέση x ∈ X �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας κάποια χρονική
στιγ�ή n ∈ N0, από τότε και �ετά η αλυσίδα θα εξελιχθεί ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα που ξεκινά από το
x, έχει τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης και είναι ανεξάρτητη από ό,τι έχει προηγηθεί. Η ιδιότητα αυτή
συνεχίζει να ισχύει, αν αντικαταστήσου�ε την καθορισ�ένη χρονική στιγ�ή n �ε οποιαδήποτε στρατηγική
διακοπής T που δεν �πορεί να χρησι�οποιήσει πληροφορία από το �έλλον. Ονο�άζου�ε αυτές τις στρα-
τηγικές χρόνους διακοπής και την ιδιότητα �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας να ανανεώνεται σε αυτούς τους
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Σχή�α 2.1: Ο γράφος των δυνατών �εταβάσεων του Παραδείγ�ατος 11.

χρόνους, ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα (strong Markov property). Αυτές οι έννοιες είναι το αντικεί�ενο
της παρούσας παραγράφου.

Θεωρήστε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 �ε τι�ές σ΄ έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X.

Ορισ�ός: Θα λέ�ε ότι ένα ενδεχό�ενο A ανήκει στην οικογένεια ενδεχο�ένων Fn, αν η δείκτρια συνάρ-
τησή του

A(ω) =

�
1, αν ω ∈ A

0, αν ω /∈ A

είναι �ια συνάρτηση των X0, X1, . . . , Xn.

Με βάση τον παραπάνω ορισ�ό, ένα ενδεχό�ενο A ανήκει στην κλάση Fn όταν, προκει�ένου να αποφα-
σίσου�ε αν συ�βαίνει, αρκεί να ξέρου�ε τις τι�ές των X0, X1, . . . , Xn, δηλαδή την τροχιά της ανέλιξης
�έχρι τη στιγ�ή n.

Παράδειγ�α 12 Αν B ⊂ X, το ενδεχό�ενο A1 = {Xn ∈ B} ανήκει στην Fn. Πράγ�ατι, A1 =

B(Xn). Επίσης, το ενδεχό�ενο η αλυσίδα να επισκεφτεί το B �έχρι και την χρονική στιγ�ή n ∈ N0, είναι
στην Fn. Πράγ�ατι, αν συ�βολίσου�ε �ε A2 το παραπάνω ενδεχό�ενο,

A2 = 1− Bc(X0) · · · Bc(Xn).

Πρόταση: Οι οικογένειες ενδεχο�ένων {Fn}n∈N0 έχουν τις παρακάτω ιδιότητες:

1. Για κάθε n ∈ N0 έχου�ε Fn ⊂ Fn+1.

2. Ω ∈ Fn, για κάθε n ∈ N0.

3. Αν A ∈ Fn, τότε Ac ∈ Fn.
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4. Αν A,B ∈ Fn, τότε A ∩B ∈ Fn.

5. Αν A,B ∈ Fn, τότε A ∪B ∈ Fn.

Απόδειξη: Η (1) είναι προφανής, αφού �ια συνάρτηση τωνX0, . . . , Xn είναι και συνάρτηση τωνX0, . . . , Xn+1,
που δεν εξαρτάται από την τελευταία �εταβλητή. Για την (2) παρατηρήστε ότι η Ω είναι σταθερή και ίση
�ε 1, επο�ένως είναι (�ε τετρι��ένο τρόπο) συνάρτηση των X0, . . . , Xn, για κάθε n ∈ N0. Η ιδιότητα (3)
ισχύει γιατί Ac = 1 − A, ενώ η (4) γιατί A∩B = A B. Τέλος, η (5) προκύπτει από την ταυτότητα
A ∪B = (Ac ∩Bc)c και τις ιδιότητες (3) και (4), που ήδη αποδείξα�ε. ✷

Ορισ�ός: Θα λέ�ε �ια τυχαία �εταβλητή T : Ω → N0 ∪ {∞} χρόνο διακοπής (stopping time) της
{Xn}n∈N0 , αν για κάθε n ∈ N0 το ενδεχό�ενο {T = n} ανήκει στην Fn.

Μπορού�ε να φανταζό�αστε έναν χρόνο διακοπής �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας ως �ια στρατηγική στα�α-
τή�ατος της αλυσίδας που απαγορεύεται να δει το �έλλον. Η στρατηγική αυτή �πορεί να εξαρτάται από την
τροχιά της αλυσίδας (αφού ένας χρόνος διακοπής είναι �ια τυχαία �εταβλητή), αλλά ο ορισ�ός επιβάλλει
ότι η απόφαση για το αν θα στα�ατήσου�ε τη στιγ�ή n ή όχι, �πορεί να εξαρτάται �όνο από τις X0, . . . , Xn

και όχι από τις �ετέπειτα καταστάσεις της αλυσίδας.

Παράδειγ�α 13 Οι σταθεροί χρόνοι είναι χρόνοι διακοπής, δηλαδή ο T : Ω → N0, �ε T (ω) = N , για
κάθε ω ∈ Ω είναι χρόνος διακοπής. Πράγ�ατι, για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

{T = n} =

�
Ω, αν n = N

∅, αν n �= N.

Σε κάθε περίπτωση, έχου�ε Ω ∈ Fn και ∅ = Ωc ∈ Fn.

Παράδειγ�α 14 Αν A ⊂ X, τότε ο χρόνος πρώτης άφιξης (hitting time) στο A,

TA = inf{k ≥ 0 : Xk ∈ A}

είναι χρόνος διακοπής της {Xn}n∈N0 . Πράγ�ατι, {TA = 0} = {X0 ∈ A} ∈ F0, ενώ για κάθε n ∈ N,

{TA = n} = {X0 ∈ Ac} ∩ · · · ∩ {Xn−1 ∈ Ac} ∩ {Xn ∈ A}.

Είδα�ε ό�ως ότι {Xn ∈ A} ∈ Fn, ενώ για k = 0, . . . , n − 1 έχου�ε {Xk ∈ Ac} ∈ Fk ⊂ Fn. Εφόσον η
Fn είναι κλειστή ως προς τις το�ές, έχου�ε ότι {TA = n} ∈ Fn.

Παράδειγ�α 15 Αν A ⊂ X, τότε η τελευταία φορά που η αλυσίδα επισκέπτεται το A δεν είναι χρόνος
διακοπής της {Xn}n∈N0 . Πράγ�ατι, αν S = sup{k ≥ 0 : Xk ∈ A}, τότε

{S = n} = {Xn ∈ A} ∩
� ∞�

k=n+1

{Xk ∈ Ac}
�
.

Για να αποφασίσου�ε αν το ενδεχό�ενο {S = n} συνέβη, αν δηλαδή η χρονική στιγ�ή n είναι η τελευταία
φορά που η αλυσίδα επισκέπτεται το A, χρειάζεται να ξέρου�ε τις καταστάσεις της αλυσίδας �ετά τη
χρονική στιγ�ή n. ✷

Το ακόλουθο λή��α προσφέρει έναν ισοδύνα�ο χαρακτηρισ�ό των χρόνων διακοπής που είναι συχνά
χρήσι�ος.

Λή��α 1 Η τυχαία �εταβλητή T : Ω → N0 ∪ {∞} είναι χρόνος διακοπής, αν και �όνο αν, για κάθε
n ∈ N0, το ενδεχό�ενο {T ≤ n} ανήκει στην Fn.
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Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο T είναι χρόνος διακοπής. Για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

{T ≤ n} =
n�

k=0

{T = k}.

΄Ο�ως {T = k} ∈ Fk ⊂ Fn, για k = 0, 1, . . . , n. Εφόσον η Fn είναι κλειστή ως προς τις ενώσεις, έχου�ε
ότι {T ≤ n} ∈ Fn.

Για το αντίστροφο, ας υποθέσου�ε ότι {T ≤ n} ∈ Fn, για κάθε n ∈ N0. ΄Εχου�ε {T = 0} = {T ≤ 0} ∈
F0, ενώ για n ∈ N

{T = n} = {T ≤ n} ∩ {T ≤ n− 1}c ∈ Fn,

αφού όλες οι Fn είναι κλειστές ως προς συ�πληρώ�ατα και το�ές. Επο�ένως ο T είναι χρόνος διακοπής.

Πόρισ�α 1 Αν οι T, S είναι χρόνοι διακοπής, τότε οι T ∧ S, �ε (T ∧ S)(ω) = min{T (ω), S(ω)} και
T ∨ S, �ε (T ∨ S)(ω) = max{T (ω), S(ω)} είναι κι αυτοί χρόνοι διακοπής.

Απόδειξη: Ο ισχυρισ�ός προκύπτει ά�εσα από το Λή��α 1 και την κλειστότητα της Fn σε ενώσεις και
το�ές, αφού

{T ∧ S ≤ n} = {T ≤ n} ∪ {S ≤ n} και {T ∨ S ≤ n} = {T ≤ n} ∩ {S ≤ n}. ✷

Θα εξετάσου�ε τώρα την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα (strong Markov property) των �αρκοβιανών αλυ-
σίδων, την ιδιότητά τους δηλαδή να ανανεώνονται έπειτα από κάθε χρόνο διακοπής και να εξελίσσονται
ανεξάρτητα από το παρελθόν. Τι ση�αίνει ό�ως το παρελθόν του χρόνου διακοπής; Αυτό δεν είναι σαφές,
αφού ένας χρόνος διακοπής είναι �ια τυχαία �εταβλητή, επο�ένως �πορεί να έχει διαφορετικές τι�ές σε
διαφορετικά ση�εία του Ω.

Ορισ�ός: Αν T είναι ένας χρόνος διακοπής, θα λέ�ε ότι το ενδεχό�ενο A ανήκει στο παρελθόν του T
και θα συ�βολίζου�ε A ∈ FT , αν για κάθε n ∈ N0 το ενδεχό�ενο A ∩ {T = n} ανήκει στην Fn.

Σύ�φωνα �ε τον παραπάνω ορισ�ό, ένα ενδεχό�ενο A ανήκει στο παρελθόν του χρόνου διακοπής T , αν στις
εκβάσεις ω ∈ Ω που ο T παίρνει την τι�ή n, �πορού�ε να προσδιορίσου�ε αν το A συ�βαίνει, γνωρίζοντας
�όνο τις καταστάσεις X0, . . . , Xn.

Θεώρη�α 2 (ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα) ΄Εστω {Xn}n∈N0 �αρκοβιανή αλυσίδα στον αριθ�ήσι�ο χώρο
καταστάσεων X �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P . Αν ο T είναι ένας χρόνος διακοπής της {Xn}n∈N0 ,
τότε, �ε δεδο�ένο ότι T < ∞ και XT = x ∈ X, η στοχαστική διαδικασία {Yn}n∈N0 �ε Yn = XT+n είναι
�ια �αρκοβιανή αλυσίδα που ξεκινά από την x, έχει πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P και είναι ανεξάρτητη
από οποιοδήποτε ενδεχό�ενο A ∈ FT .

Απόδειξη: Χρειάζεται να δείξου�ε ότι για κάθε y = (y0, . . . , yn) ∈ Xn+1 και κάθε A ∈ FT ,

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A

��T < ∞, XT = x
�
= Px

�
(X0, . . . , Xn) = y

�
P
�
A
��T < ∞, XT = x

�
.

΄Εχου�ε ότι

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A∩{T < ∞, XT = x}

�
=

∞�

k=0

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A ∩ {T = k,Xk = x}

�

=
∞�

k=0

P
�
{(Xk, . . . , Xk+n) = y} ∩A ∩ {T = k}

��Xk = x
�
P
�
Xk = x

�
.
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Ορίζου�ε Ak = A ∩ {T = k}. Από τον ορισ�ό του παρελθόντος του T έχου�ε ότι Ak ∈ Fk για κάθε
k ∈ N0. Επο�ένως, το Ak προσδιορίζεται από τις τι�ές των X0, . . . , Xk και από τη �αρκοβιανή ιδιότητα
(Θεώρη�α 1) παίρνου�ε ότι

P
�
{(Xk, . . . , Xk+n) = y} ∩Ak

��Xk = x
�
= Px

�
(X0, . . . , Xn) = y

�
P
�
Ak

��Xk = x
�
.

Αντικαθιστώντας την παραπάνω ισότητα στην προηγού�ενή της, παίρνου�ε ότι

P
�
{(Y0, . . . , Yn) = y} ∩A ∩ {T < ∞, XT = x}

�
=

∞�

k=0

Px

�
(X0, . . . , Xn) = y

�
P
�
Ak ∩ {Xk = x}

�

= Px

�
(X0, . . . , Xn) = y

� ∞�

k=0

P
�
A ∩ {T = k,XT = x}

�

= Px

�
(X0, . . . , Xn) = y

�
P
�
A ∩ {T < ∞, XT = x}

�
.

Το ζητού�ενο τώρα προκύπτει από τον ορισ�ό της δεσ�ευ�ένης πιθανότητας. ✷.

2.5 Επαναληπτικότητα - Παροδικότητα

Ας θεωρήσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 �ε τι�ές σ΄ έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσεων X. Για
x ∈ X ορίζου�ε το συνολικό πλήθος των επισκέψεων της αλυσίδας στην κατάσταση x

V (x) =
∞�

k=0

{Xk = x}.

Η V (x) είναι τυχαία �εταβλητή �ε τι�ές στο N0 ∪ {∞}. Στις εκβάσεις ω ∈ Ω για τις οποίες V (x) < ∞ η
αλυσίδα τελικά εγκαταλείπει την κατάσταση x και δεν επιστρέφει ποτέ σ΄ αυτήν. Αντίθετα, στις εκβάσεις
ω ∈ Ω για τις οποίες V (x) = ∞ η αλυσίδα δεν στα�ατά ποτέ να επιστρέφει στην x.

Ορισ�ός: Θα λέ�ε �ια κατάσταση x ∈ X επαναληπτική (recurrent), αν Px

�
V (x) < ∞

�
= 0. Θα λέ�ε

�ια κατάσταση x ∈ X παροδική (transient), αν Px

�
V (x) < ∞

�
= 1.

Από τον ορισ�ό που δώσα�ε δεν προκύπτει ότι κάθε κατάσταση x ∈ X �πορεί να χαρακτηριστεί ως
επαναληπτική ή παροδική. Υπάρχει θεωρητικά η δυνατότητα η Px

�
V (x) < ∞

�
να είναι �ικρότερη του

1 αλλά θετική. Θα δού�ε ό�ως ότι κάτι τέτοιο δεν �πορεί να συ�βεί. Η εξήγηση γι΄ αυτό είναι απλή.
Κάθε φορά που η αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση x έχει την ευκαιρία να δραπετεύσει και να �ην
ξαναγυρίσει. Από την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα, έχει κάθε φορά την ίδια πιθανότητα (έστω p) να τα
καταφέρει, ανεξάρτητα από τις προηγού�ενες προσπάθειες. Επο�ένως το {V (x) < ∞} είναι στην ουσία το
ενδεχό�ενο να έχου�ε επιτυχία σε πεπερασ�ένο χρόνο, σε �ια σειρά από ανεξάρτητες δοκι�ές Bernoulli,
�ε πιθανότητα επιτυχίας p. Κάτι τέτοιο ό�ως �πορεί να συ�βεί είτε �ε πιθανότητα 1, αν p > 0, είτε �ε
πιθανότητα 0, αν p = 0. Η απόδειξη του Θεωρή�ατος 6.14 που ακολουθεί, επαναλα�βάνει �ε αυστηρότητα
το παραπάνω επιχείρη�α.

Ορίζου�ε τον χρόνο πρώτης επιστροφής στη x ως T+
x = inf{k > 0 : Xk = x}. Ορίζου�ε επίσης

αναδρο�ικά τους χρόνους της n-οστής επιστροφής της αλυσίδας {Xn}n∈N0 στην κατάσταση x ως εξής.

T0 = 0, Tn+1 = inf{k > Tn : Xk = x}, για n ∈ N0. (2.8)

Λή��α 2 ΄Εστω n ∈ N. �εδο�ένου ότι Tn < ∞, η τυχαία �εταβλητή Tn+1 − Tn είναι ανεξάρτητη
από οποιοδήποτε ενδεχό�ενο στο παρελθόν του Tn και έχει την ίδια κατανο�ή όπως ο χρόνος πρώτης
επιστροφής T+

x , όταν η αλυσίδα ξεκινά από το x.
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Απόδειξη: Από την ΄Ασκηση 24 ο Tn είναι χρόνος διακοπής, για κάθε n ∈ N. Από τον ορισ�ό του Tn αν
Tn < ∞, έχου�ε XTn = x. Από την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα, δεδο�ένου ότι Tn < ∞, η στοχαστική
διαδικασία {Yk}k∈N0 �ε Yk = XTn+k είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα που ξεκινά από το x, έχει τις ίδιες
πιθανότητες �ετάβασης όπως η {Xn}n∈N0 και είναι ανεξάρτητη από ενδεχό�ενα στο παρελθόν του Tn.
Ειδικότερα, είναι ανεξάρτητη από τον Tn. Παρατηρήστε τώρα ότι, για κάθε n ∈ N, έχου�ε

Tn+1 = Tn + inf{k > 0 : XTn+k = x} = Tn + inf{k > 0 : Yk = x}.

Επο�ένως, δεδο�ένου ότι Tn < ∞, η Tn+1−Tn = inf{k > 0 : Yk = x} είναι ανεξάρτητη από οποιοδήποτε
ενδεχό�ενο στο παρελθόν του Tn και έχει την ίδια κατανο�ή όπως ο χρόνος της πρώτης επιστροφής στο
x όταν η αλυσίδα ξεκινά από το x, δηλαδή

P
�
Tn+1 − Tn = k

��Tn < ∞
�
= Px

�
T+
x = k

�
, για κάθε k ∈ N. ✷

Αν �ια αλυσίδα {Xn} ξεκινά από την επαναληπτική κατάσταση x ∈ X, τότε �ε πιθανότητα 1 όλοι οι
χρόνοι {Tn}n∈N της (2.8) είναι πεπερασ�ένοι, αφού, από τον ορισ�ό της επαναληπτικότητας, η αλυσίδα
επισκέπτεται άπειρες φορές τη x. Παίρνου�ε λοιπόν το το ακόλουθο πόρισ�α του Λή��ατος 6.5.

Πόρισ�α 2 Αν η αλυσίδα {Xn}n∈N ξεκινά από �ια επαναληπτική κατάσταση x ∈ X, τότε για τους
χρόνους επιστροφής στο x {Tn}n∈N, έχου�ε ότι

Tn =
n�

k=1

(Tk − Tk−1) =
n�

k=1

Zk,

όπου η {Zk}k∈N είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή αυτή της
T+
x .

Θεώρη�α 3 ΄Εστω f(x) = Px

�
T+
x < ∞

�
. Αν f(x) = 1, η κατάσταση x είναι επαναληπτική. Αν

f(x) < 1, η κατάσταση x είναι παροδική. Ειδικότερα, κάθε κατάσταση είναι είτε επαναληπτική είτε
παροδική.

Απόδειξη: Θα δείξου�ε πρώτα επαγωγικά ότι για κάθε n ∈ N0

Px

�
V (x) > n

�
= f(x)n. (2.9)

Για n = 0 και τα δύο �έλη είναι ίσα �ε 1, αφού, αν X0 = x, τότε V (x) ≥ 1. ΄Εστω τώρα ότι ο ισχυρισ�ός
�ας ισχύει για κάποιο n ∈ N0. Τότε,

Px

�
V (x) > n+ 1

�
= Px

�
Tn+1 < ∞

�

= Px

�
{Tn < ∞} ∩ {Tn+1 − Tn < ∞}

�

= Px

�
Tn+1 − Tn < ∞

��Tn < ∞
�
Px

�
Tn < ∞

�

= f(x)f(x)n,

όπου το τελευταίο βή�α προκύπτει από το Λή��α 6.5 και την επαγωγική υπόθεση. Επο�ένως, η (2.9)
αληθεύει για κάθε n ∈ N0. Παρατηρήστε τώρα ότι η ακολουθία ενδεχο�ένων Cn = {V (x) > n} είναι
φθίνουσα. Επο�ένως,

Px

�
V (x) = ∞

�
= Px

��
n
{V (x) > n}

�
= limn→∞ Px

�
V (x) > n

�
= limn→∞ f(x)n

=

�
1, αν f(x) = 1

0, αν f(x) < 1. ✷
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Εφαρ�όζοντας τον τύπο της ολικής πιθανότητας ανάλογα �ε το πρώτο βή�α της αλυσίδας έχου�ε ότι

f(x) =
�

y∈X
P
�
T+
x < ∞|X0 = x,X1 = y

�
p(x, y).

Από τη �αρκοβιανή ιδιότητα, δεδο�ένου ότι X1 = y, η �αρκοβιανή διαδικασία {Yn}n∈N0 , �ε Yn = Xn+1,
είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα που ξεκινά από το y, �ε πιθανότητες �ετάβασης {p(x, y)}x,y∈X. Επιπλέον,

T+
x = inf{k > 0 : Xk = x} = 1 + inf{k ≥ 0 : Yk = x}.

΄Εχου�ε επο�ένως ότι T+
x < ∞, ακριβώς όταν ο χρόνος άφιξης της {Yn}n∈N0 στο x είναι πεπερασ�ένος.

΄Ετσι,
f(x) =

�

y∈X
p(x, y)Py

�
Tx < ∞

�
. (2.10)

Στο επό�ενο κεφάλαιο θα �άθου�ε τεχνικές για να υπολογίζου�ε τις πιθανότητες Py

�
Tx < ∞

�
και να

βρίσκου�ε επο�ένως αν �ια αλυσίδα είναι επαναληπτική ή παροδική. Το επό�ενο θεώρη�α �ας δίνει έναν
εναλλακτικό τρόπο, χρησι�οποιώντας τις πιθανότητες �ετάβασης ανώτερης τάξης.

Θεώρη�α 4 Αν η σειρά
�

n
p(n)(x, x) αποκλίνει, τότε η κατάσταση x είναι επαναληπτική. Αν η σειρά

αυτή συγκλίνει, τότε η κατάσταση x είναι παροδική.

Απόδειξη: Από την απόδειξη του Θεωρή�ατος 6.14, φαίνεται ότι, αν η κατάσταση x είναι παροδική, το
πλήθος των επισκέψεων της αλυσίδας στην κατάσταση x ακολουθεί εκθετική κατανο�ή, �ε παρά�ετρο
1− f(x) > 0. Πράγ�ατι,

Px

�
V (x) = n

�
= Px

�
V (x) > n− 1

�
− Px

�
V (x) > n

�
= f(x)n−1 − f(x)n = f(x)n−1

�
1− f(x)

�
.

Επο�ένως, ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός επισκέψεων σε �ια παροδική κατάσταση x, όταν η αλυσίδα ξεκινά από
την x, είναι

Ex

�
V (x)

�
=

1

1− f(x)
< +∞.

Επιπλέον, αν η κατάσταση x είναι επαναληπτική, τότε Px

�
V (x) = ∞

�
= 1, άρα Ex

�
V (x)

�
= ∞. ΄Αρα,

�ια κατάσταση είναι επαναληπτική ή παροδική, ανάλογα �ε το αν η Ex

�
V (x)

�
είναι πεπερασ�ένη ή άπειρη.

΄Ο�ως, αν υπολογίσου�ε την Ex

�
V (x)

�
από τον ορισ�ό της V , έχου�ε

Ex

�
V (x)

�
= Ex

� ∞�

n=0

{Xk = x}
�
=

∞�

n=0

Ex

�
{Xk = x}

�
=

∞�

n=0

Px

�
Xk = x

�
=

∞�

n=0

p(n)(x, x),

απ΄ όπου έπεται ο ισχυρισ�ός του θεωρή�ατος. ✷

Λή��α 3 Η επαναληπτικότητα και η παροδικότητα είναι ιδιότητες κλάσης. Αν δηλαδή η κατάσταση x
είναι επαναληπτική/παροδική, τότε κάθε κατάσταση y που επικοινωνεί �ε την x είναι ο�οίως επαναληπτι-
κή/παροδική.

Απόδειξη: Ας θεωρήσου�ε �ια επαναληπτική κατάσταση x και �ια κατάσταση y ∈ X τέτοια ώστε x ↔ y.
Εφόσον x → y, υπάρχει j ≥ 0, τέτοιο ώστε p(j)(x, y) > 0. Ο�οίως, εφόσον y → x, υπάρχει k ≥ 0, τέτοιο
ώστε p(k)(y, x) > 0. Παρατηρήστε τώρα ότι για κάθε n ≥ 0, οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov δίνουν

p(j+n+k)(x, x) =
�

u,v∈X
p(j)(x, u)p(n)(u, v)p(k)(v, x) ≥ p(j)(x, y)p(n)(y, y)p(k)(y, x).
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Αθροίζοντας αυτές τις ανισότητες ως προς n έχου�ε ότι

∞�

n=0

p(n)(y, y) ≤ 1

p(j)(x, y)p(k)(y, x)

∞�

n=j+k

p(n)(x, x).

Από το Θεώρη�α 4 η σειρά στο δεξί �έλος συγκλίνει, επο�ένως συγκλίνει και η σειρά στο αριστερό �έλος,
άρα και η y είναι επαναληπτική.

Αν �ια κατάσταση x είναι παροδική και x ↔ y, τότε η y θα είναι κι αυτή παροδική, αφού, αν ήταν
επαναληπτική, τότε η x θα ήταν επαναληπτική, όπως δείξα�ε παραπάνω. ✷

Με βάση το προηγού�ενο λή��α έχει νοή�α να �ιλά�ε για επαναληπτικές κλάσεις (όταν οι καταστάσεις της
κλάσης είναι επαναληπτικές) και για παροδικές κλάσεις (όταν οι καταστάσεις της κλάσης είναι παροδικές).
Μπορού�ε επίσης να χαρακτηρίσου�ε �ια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα ως επαναληπτική ή παροδική,
ανάλογα �ε το τι είναι η �οναδική της κλάση.

Θεώρη�α 5 Κάθε ανοιχτή κλάση είναι παροδική.

Απόδειξη: Αν �ια κλάση C είναι ανοιχτή, υπάρχουν x ∈ C και y /∈ C, τέτοια ώστε p(x, y) > 0. Θα πρέπει
τότε να έχου�ε p(n)(y, x) = 0, για κάθε n ∈ N, αφού διαφορετικά οι x, y θα ανήκαν στην ίδια κλάση.
΄Ετσι,

Ey

�
V (x)

�
= Ey

� ∞�

n=0

{Xk = x}
�
=

∞�

n=0

Py

�
Xk = x

�
=

∞�

n=0

p(n)(y, x) = 0.

Εφόσον η V (x) είναι �ια �η αρνητική τυχαία �εταβλητή, η παραπάνω ση�αίνει ότι Py

�
V (x) = 0

�
= 1. Από

τον τύπο της ολικής πιθανότητας, ανάλογα �ε το πρώτο βή�α της αλυσίδας, έχου�ε τώρα ότι

Px

�
V (x) < ∞

�
=

�

z∈X
Px

�
V (x) < ∞

��X1 = z
�
p(x, z) =

�

z∈X
Pz

�
V (x) < ∞

�
p(x, z), (2.11)

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τη �αρκοβιανή ιδιότητα. Αν από το τελευταίο άθροισ�α κρα-
τήσου�ε �όνο τον όρο για z = y, παίρνου�ε ότι

Px

�
V (x) < ∞

�
≥ Py

�
V (x) < ∞

�
p(x, y) = p(x, y) > 0.

Επο�ένως η x δεν είναι επαναληπτική και από το Θεώρη�α 6.14 είναι παροδική. Λόγω του Λή��ατος 3, η
C είναι κι αυτή παροδική. ✷

Λή��α 4 Αν �ια κλάση C είναι παροδική, τότε για κάθε x, y ∈ C έχου�ε Px

�
V (y) < +∞

�
= 1. Αν �ια

κλάση C είναι επαναληπτική, τότε για κάθε x, y ∈ C έχου�ε Px

�
V (y) < +∞

�
= 0.

Απόδειξη: Εφόσον y → x, υπάρχει n ≥ 0 τέτοιο ώστε p(n)(y, x) > 0. Επειδή η y είναι παροδική κατάσταση
έχου�ε, κατ΄ αναλογία �ε την (2.11),

0 = Py

�
V (y) = ∞

�
=

�

z∈X
Py

�
V (y) = ∞

�� Xn = z
�
p(n)(y, z) ≥ Px

�
V (y) = ∞

�
p(n)(y, x).

΄Εχου�ε ό�ως p(n)(y, x) > 0, άρα θα πρέπει Px

�
V (y) = ∞

�
= 0 ⇔ Px

�
V (y) < +∞

�
= 1. Ο�οίως, αν η

C είναι επαναληπτική, έχου�ε

0 = Py

�
V (y) < ∞

�
=

�

z∈X
Py

�
V (y) < ∞

�� Xn = z
�
p(n)(y, z) ≥ Px

�
V (y) < ∞

�
p(n)(y, x).
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Επο�ένως, αν επιλέξου�ε το n ώστε p(n)(y, x) > 0, παίρνου�ε ότι Px

�
V (y) < +∞

�
= 0. ✷

Βλέπου�ε από το παραπάνω λή��α ότι �ια �η υποβιβάσι�η, επαναληπτική αλυσίδα εξερευνά ολόκληρο τον
χώρο καταστάσεων και �άλιστα �ε πιθανότητα 1 επισκέπτεται κάθε κατάσταση άπειρες φορές.

Θεώρη�α 6 Κάθε πεπερασ�ένη κλειστή κλάση είναι επαναληπτική.

Απόδειξη: ΄Εστω C πεπερασ�ένη και κλειστή κλάση. Κάθε αλυσίδα που ξεκινάει από κάποιο x ∈ C
παρα�ένει στο C για πάντα. Επο�ένως, θα υποθέσου�ε χωρίς βλάβη ότι η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η.
Τώρα,

�

y∈C
V (y) =

�

y∈C

∞�

n=0

{Xn = y} =
∞�

n=0

�

y∈C
{Xn = y} =

∞�

n=0

C(Xn) =
∞�

n=0

1 = ∞.

Εφόσον η C είναι πεπερασ�ένη, θα υπάρχει κάποιο y ∈ C τέτοιο ώστε Px

�
V (y) = ∞

�
> 0. Από το

προηγού�ενο Λή��α ό�ως αυτό ση�αίνει ότι η C δεν είναι παροδική. ✷

Τα Θεωρή�ατα 5 και 6 απλοποιούν πολύ τον χαρακτηρισ�ό των κλάσεων σε πεπερασ�ένους χώρους κα-
ταστάσεων X. Είναι εν γένει εύκολο να βρού�ε αν �ια κλάση είναι ανοιχτή ή κλειστή και, αν ο X είναι
πεπερασ�ένος, οι ανοιχτές κλάσεις είναι παροδικές και οι κλειστές κλάσεις είναι επαναληπτικές. ΄Οταν ο X
είναι άπειρος, οι ανοιχτές κλάσεις είναι παροδικές, �ια κλειστή κλάση ό�ως �πορεί να είναι επαναληπτική
ή παροδική, όπως θα δού�ε στα παραδείγ�ατα.

Παράδειγ�α 16 Στο Παράδειγ�α 11 οι κλάσεις C1 και C2 είναι παροδικές, αφού είναι ανοιχτές, ενώ η
κλάση C3 είναι επαναληπτική, αφού είναι κλειστή και πεπερασ�ένη. Επο�ένως, όποια κι αν είναι η αρχική
της κατάσταση, θα ξοδέψει πεπερασ�ένο χρόνο στις ανοιχτές κλάσεις της και τελικά θα καταλήξει στην
C3, όπου θα παρα�είνει για πάντα.

Παράδειγ�α 17 Θεωρού�ε έναν απλό τυχαίο περίπατο στους ακεραίους που ξεκινά από το �ηδέν,
δηλαδή �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στο Z �ε X0 = 0 και πιθανότητες �ετάβασης

p(x, x+ 1) = q ∈ (0, 1), p(x, x− 1) = 1− q, για κάθε x ∈ Z.

Είναι φανερό ότι η αλυσίδα αυτή είναι �η υποβιβάσι�η, επο�ένως όλος ο χώρος κατατάσεων Z είναι �ια
κλειστή κλάση. Μπορού�ε να υπολογίσου�ε τις p(n)(0, 0), για κάθε n ∈ N. Η αλυσίδα δεν �πορεί να
επιστρέψει στο 0 έπειτα από ένα περιττό αριθ�ό βη�άτων, αφού X2n = 0(mod2) και X2n+1 = 1(mod2).
Για να επιστρέψει η αλυσίδα στο �ηδέν έπειτα από 2n βή�ατα, πρέπει να κάνει ακριβώς n βή�ατα αριστερά
και n βή�ατα δεξιά. Υπάρχουν

�2n
n

�
τέτοια �ονοπάτια, όσοι και οι τρόποι που �πορού�ε να επιλέξου�ε

τα n βή�ατα που η αλυσίδα πάει αριστερά ανά�εσα στα 2n βή�ατα, καθένα από τα οποία έχει πιθανότητα
qn(1− q)n. Επο�ένως,

∞�

n=0

p(n)(0, 0) =
∞�

n=0

p(2n)(0, 0) =
∞�

n=0

�
2n

n

�
qn(1− q)n. (2.12)

Από το κριτήριο του λόγου �πορού�ε να βρού�ε ότι η παραπάνω σειρά συγκλίνει για q �= 1
2 , επο�ένως

η αλυσίδα του παραδείγ�ατος είναι παροδική σε αυτή την περίπτωση. Αυτό το αποτέλεσ�α είναι �άλλον
ανα�ενό�ενο. Μπορού�ε να γράψου�ε την αλυσίδα ως ένα άθροισ�α ανεξάρτητων, ισόνο�ων τυχαίων
�εταβλητών {Zi}i∈N

Xn =
n�

i=1

Zi,
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όπου οι Zi παίρνουν την τι�ή +1 �ε πιθανότητα q και την τι�ή -1 �ε πιθανότητα 1−q. Εύκολα υπολογίζου�ε
τη �έση τι�ή τους E

�
Zi

�
= 2q − 1 �= 0. Ο νό�ος των �εγάλων αριθ�ών δίνει τώρα ότι

P
�Xn

n
→ 2q − 1

�
= 1.

Επο�ένως, αν q > 1/2 (αντίστοιχα q < 1/2), �ε πιθανότητα 1 η αλυσίδα θα είναι τελικά �εγαλύτερη του
(q − 1/2)n (αντίστοιχα �ικρότερη του (q − 1/2)n), άρα θα τείνει στο +∞ (αντίστοιχα −∞). ΄Εχου�ε
δηλαδή

P
�
Xn → +∞

�
= 1, αν q > 1/2 και P

�
Xn → −∞

�
= 1, αν q < 1/2.

Αν η αλυσίδα έχει �ια τάση να κινείται προς τ΄ αριστερά ή τα δεξιά, τότε, προϊόντος του χρόνου, θα ξεφύγει
προς αυτή την κατεύθυνση.

Για να εξετάσου�ε την περίπτωση q = 1/2, χρειαζό�αστε �ια καλή εκτί�ηση για την ασυ�πτωτική συ�πε-
ριφορά του 2−2n

�2n
n

�
. Θα �πορούσα�ε να πάρου�ε �ια τέτοια εκτί�ηση από τον τύπο του Stirling

lim
n→∞

n!�
n

e

�n√
2πn

→ 1. (2.13)

Είναι ό�ως διασκεδαστικό να αποδείξου�ε το ακόλουθο λή��α, σύ�φωνα �ε το οποίο η σειρά της (2.12)
αποκλίνει όταν q = 1/2, επο�ένως ο απλός συ��ετρικός (q = 1/2) τυχαίος περίπατος στο Z είναι επανα-
ληπτικός. Σύ�φωνα �ε το Λή��α 4, αν σταθού�ε σε οποιονδήποτε ακέραιο, �ε πιθανότητα 1, η αλυσίδα
δεν θα στα�ατήσει ποτέ να �ας επισκέπτεται. ✷

Λή��α 5 Για κάθε n ∈ N έχου�ε

1�
π(n+ 1

2)
<

1

22n

�
2n

n

�
<

1√
πn

.

Απόδειξη: Θα χρησι�οποιήσου�ε κάποιες ιδιότητες της συνάρτησης Γά��α

Γ(p) =

� ∞

0
xp−1e−xdx, p > 0.

Εύκολα �πορού�ε να δού�ε ότι Γ(1) = 1, ενώ �ε �ια ολοκλήρωση κατά �έλη βλέπου�ε ότι Γ(p+1) = pΓ(p),
για κάθε p > 0. Από τις δύο αυτές ιδιότητες προκύπτει �ε επαγωγή ότι Γ(n) = (n− 1)! για κάθε n ∈ N.
Με την αλλαγή �εταβλητής z =

√
2x βρίσκου�ε επίσης ότι Γ(12) =

√
π. Τέλος, από την ανισότητα

Cauchy-Schwarz, έχου�ε

Γ(p+
1

2
) =

� ∞

0

√
xxp−1e−xdx ≤

�� ∞

0
xpe−xdx

� ∞

0
xp−1e−xdx

� 1
2

=
�
Γ(p+ 1)Γ(p) =

√
pΓ(p).

(2.14)
΄Εχου�ε τώρα όλα τα υλικά που χρειαζό�αστε από τη συνάρτηση Γά��α και προχωρά�ε στην εκτί�ηση που
θέλου�ε να κάνου�ε.

�
2n

n

�
1

22n
=

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n
2 · 4 · 6 · · · (2n)

2n(n!)2
=

�
1

2

��
3

2

��
5

2

�
· · ·

�
2n− 1

2

�
2nn!

2n(n!)2

= Γ(
1

2
)

�
1

2

��
3

2

��
5

2

�
· · · (n− 1

2
)

1

Γ(12)n!
=

Γ(n+ 1
2)√

πn!
.
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Από την (2.14) έχου�ε τώρα ότι
�
2n

n

�
1

22n
=

Γ(n+ 1
2)√

πn!
≤

√
nΓ(n)√
πnΓ(n)

=
1√
πn

,

και �
2n

n

�
1

22n
=

Γ(n+ 1
2)√

πΓ(n+ 1)
≥

Γ(n+ 1
2)�

π(n+ 1
2)Γ(n+ 1

2)
=

1�
π(n+ 1

2)
. ✷

2.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 18 Η {Xn}n∈N0 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X = {1, 2, 3} �ε πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης

P =




0 1 0
0 2/3 1/3
p 1− p 0



 .

Υπολογίστε την P
�
Xn = 1 |X0 = 1

�
στις περιπτώσεις: α) p = 1/16, β) p = 1/6, γ) p = 1/12.

΄Ασκηση 19 Η {Xn}n∈N0 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X = {1, 2, 3} �ε πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης

P =




0 1/2 1/2

1/3 1/3 1/3
p 2/3− p 1/3



 .

Υπολογίστε την P
�
Xn = 1 |X0 = 1

�
, για κάθε n ∈ N, στις περιπτώσεις: α) p = 0, β) p = 1/6, γ) p = 2/3.

Πώς θα �πορούσατε να υπολογίσετε το limn→∞ Pn, χωρίς πολλές πράξεις;

΄Ασκηση 20 Η {Xn}n∈N0 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {1, 2, 3, 4} �ε
πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =





0 1/6 1/12 3/4
1/2 0 1/4 1/4
0 1/2 0 1/2

1/2 1/3 1/6 0



 .

Αν πn είναι η κατανο�ή της αλυσίδας �ετά από n βή�ατα, δείξτε ότι, ανεξάρτητα από την αρχική της
κατανο�ή π0 έχου�ε πn → π∗ για κάποια κατανο�ή π∗ που θα προσδιορίσετε. �είξτε επιπλέον ότι

�πn − π∗� =
�

x∈X
|πn(x)− π∗(x)| ≤ C(n+ 1)2−n

για κάποια σταθερά C > 0.

΄Ασκηση 21 �είξτε ότι το ενδεχό�ενο �ια �αρκοβιανή αλυσίδα να ξαναγυρίσει σε �ια ανοιχτή κλάση
από την οποία έχει φύγει έχει πιθανότητα 0. Υπόδειξη: Το εν λόγω ενδεχό�ενο είναι η αριθ�ήσι�η ένωση

E =
�

i∈N0

�

j∈N

�

k∈N

�

x∈C

�

z /∈C

�

y∈C
{Xi = x,Xi+j = z,Xi+j+k = y}.

Αρκεί λοιπόν να δείξου�ε ότι P
�
Xi = x,Xi+j = z,Xi+j+k = y

�
= 0, για κάθε i ∈ N0, j ∈ N, k ∈ N και

x, y ∈ C, z /∈ C.
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΄Ασκηση 22 Βρείτε τις κλάσεις επικοινωνίας της �αρκοβιανής αλυσίδας �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβα-
σης

P =





1/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
1/2 0 0 0 1/2




.

Ταξινο�ήστε τις κλάσεις σε ανοιχτές και κλειστές. Ποιες κλάσεις είναι παροδικές και ποιες επαναληπτικές;

΄Ασκηση 23 Θεωρήστε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n στο σύνολο καταστάσεων X = {1, 2, . . . , 8} �ε
πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =





1/2 1/2 0 0 0 0 0 0
1/4 3/4 0 0 0 0 0 0
1/4 1/4 0 1/8 3/8 0 0 0
0 0 1/4 0 3/4 0 0 0
0 0 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 0
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 0 0 1/2 1/2 0





.

Ταξινο�ήστε τις καταστάσεις σε κλάσεις επικοινωνίας και χαρακτηρίστε τις ως προς την επαναληπτικότητα.
Αν X0 = 1, υπολογίστε την P

�
Xn = k

�
για κάθε n ∈ N και κάθε k ∈ X. Υπόδειξη για το τελευταίο

ερώτη�α: �ην επιχειρήσετε να διαγωνιοποίησετε τον 8× 8 πίνακα P . Χρησι�οποιήστε το αποτέλεσ�α του
προηγού�ενου ερωτή�ατος.

΄Ασκηση 24 Αν ο T είναι χρόνος διακοπής και A ⊂ X, δείξτε ότι ο χρόνος

S = inf{k > T : Xk ∈ A}

είναι κι αυτός χρόνος διακοπής.

΄Ασκηση 25 �ώστε ένα παράδειγ�α �ιας αλυσίδας που έχει �όνο ανοιχτές κλάσεις.

΄Ασκηση 26 Θεωρήστε τη �αρκοβιανή αλυσίδα του Παραδείγ�ατος 17. Χρησι�οποιώντας την ισχυρή
�αρκοβιανή ιδιότητα κατά τον χρόνο άφιξης στο x − 1, Tx−1 = inf{k ≥ 0 : Xk = x − 1}, δείξτε ότι, για
κάθε x ∈ N έχου�ε

Px

�
T0 < ∞

�
=

�
P1

�
T0 < ∞

��x

΄Ασκηση 27 Θεωρήστε έναν απλό συ��ετρικό τυχαίο περίπατο στο Z και ορίστε τον χρόνο πρώτης
άφιξης στο 0, T0 = inf{k ≥ 0 : Xk = 0}. Χρησι�οποιώντας την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα κατά τον
χρόνο πρώτης άφιξης στο 1, T1 = inf{k ≥ 0 : Xk = 1}, δείξτε ότι, για έναν περίπατο που ξεκινά από το
2, έχου�ε T0 = S1 + S2, όπου οι S1, S2 είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, που έχουν την
ίδια κατανο�ή όπως ο T0 για έναν περίπατο που ξεκινά από το 1. Χρησι�οποιήστε στη συνέχεια αυτό το
αποτέλεσ�α, για να δείξετε ότι, αν ορίσου�ε ψ(s) = E

�
sT0

��X0 = 1
�
, s ∈ (0, 1), τότε η ψ(s) λύνει την

εξίσωση
ψ(s) =

s

2
+

s

2
ψ(s)2.

Λύστε την εξίσωση αυτή για να βρείτε την ψ(s) και συ�περάνετε ότι E
�
T0

��X0 = 1
�
= ∞. Το συ�πέρασ�α

είναι ότι, παρότι ο απλός συ��ετρικός τυχαίος περίπατος στο Z είναι επαναληπτικός, ο ανα�ενό�ενος
χρόνος για να φτάσει από το 1 στο 0 είναι άπειρος.
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΄Ασκηση 28 ΄Ενας απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος στο Z2 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα, που
σε κάθε της βή�α �ετατοπίζεται είτε βόρεια, είτε νότια, είτε ανατολικά, είτε δεξιά, �ε πιθανότητα 1/4,
ανεξάρτητα για κάθε βή�α. Επο�ένως, αν ορίσου�ε e1 = (1, 0) και e2 = (0, 1), έχου�ε

Sn = S0 +
n�

i=1

Wi,

όπου οι {Wi}i∈N είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, που παίρνουν τις τι�ές ±e1,±e2 �ε
πιθανότητα 1/4. Οι πιθανότητες �ετάβασης αυτής της αλυσίδας είναι

p(x, x+ e1) = p(x, x− e1) = p(x, x+ e2) = p(x, x− e2) =
1

4
, p(x, y) = 0, διαφορετικά.

Αν Xn, Yn είναι οι συντεταγ�ένες του περιπάτου τη χρονική στιγ�ή n ∈ N0, αν δηλαδή Sn = (Xn, Yn) και
ορίσου�ε

Un = Xn + Yn, Vn = Xn − Yn,

δείξτε ότι οι {Un}n∈N0 και {Vn}n∈N0 είναι ανεξάρτητοι, απλοί, συ��ετρικοί τυχαίοι περίπατοι στο Z. �είξτε
ότι, αν S0 = (0, 0), τότε

{Sn = (0, 0)} = {Un = 0} ∩ {Vn = 0}

και χρησι�οποιήστε το Θεώρη�α 4 και το Λή��α 2.5, για να δείξετε ότι ο {Sn}n∈N0 είναι επαναληπτικός.

2.7 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

Η �έθοδος Monte Carlo είναι �ια υπολογιστική �έθοδος, που βασίζεται στον νό�ο των �εγάλων αριθ�ών.
Υπενθυ�ίζου�ε ότι, αν {Xn}n∈N είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, �ε
πεπερασ�ένη �έση τι�ή E

�
X
�
, τότε

P
� 1
n

n�

k=1

Xk → E
�
X
��

= 1.

Προκει�ένου να υπολογίσου�ε τη �έση τι�ή E
�
X
�
�ιας τυχαίας �εταβλητής X, �πορού�ε λοιπόν να πάρου-

�ε τον �έσο όρο ενός �εγάλου αριθ�ού ανεξάρτητων δειγ�άτων αυτής της �εταβλητής. Με παρό�οιο τρόπο,
�πορού�ε να προσεγγίσου�ε υπολογιστικά την πιθανότητα ενός ενδεχο�ένου από το κλάσ�α των πραγ�α-
τοποιήσεών του σε �ια σειρά από ανεξάρτητες προσο�οιώσεις. Σ΄ αυτή την ιδέα θα βασιστούν τα επό�ενα
αριθ�ητικά πειρά�ατα.

΄Ασκηση 29 Κατεβάστε τον κώδικα ex1.py. Το πρόγρα��α αυτό εκτι�ά �ε τη �έθοδο Monte Carlo
την πιθανότητα της ΄Ασκησης 18 για p = 1/6. Τρέξτε το. Προσεγγίζει το αριθ�ητικό αποτέλεσ�α εκείνο
που βρήκατε θεωρητικά; Τρέξτε το πρόγρα��α �ερικές ακό�α φορές. Είναι η εκτί�ηση που δίνει η ίδια
κάθε φορά; Αν όχι, είναι τουλάχιστον κοντά;

΄Ασκηση 30 �ιαβάστε τώρα τον κώδικα και προσπαθήστε να καταλάβετε πώς λειτουργεί. Αλλάξτε το
πλήθος των επαναλήψεων Ν που κάνου�ε από 1.000 σε 100.000 και επαναλάβετε την ΄Ασκηση 29. Είναι
τώρα τα αποτελέσ�ατα πιο κοντά �εταξύ τους κάθε φορά που τρέχετε το πρόγρα��α; Κάντε το ίδιο και
για τις άλλες τι�ές του p της ΄Ασκησης 18.

΄Ασκηση 31 Βρείτε στον κώδικα το ση�είο όπου ορίζεται η αρχική κατανο�ή της αλυσίδας και αλλάξτε
τον κώδικα ώστε η αλυσίδα να ξεκινάει από την κατάσταση 3. Είναι το αποτέλεσ�α που βρήκατε διαφορετικό
από αυτό της προηγού�ενης άσκησης; Γιατί;
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΄Ασκηση 32 Τροποιήστε τον κώδικα ώστε να υπολογίζει αριθ�ητικά την πιθανότητα της ΄Ασκησης 20.
Είναι το αποτέλεσ�α που βρήκατε αριθ�ητικά σε συ�φωνία �ε αυτό που βρήκατε θεωρητικά;

΄Ασκηση 33 Η ρουτίνα markov chain lib.py είναι �ια εξελιγ�ένη εκδοχή της βιβλιοθήκης
simple markov chain lib.py που χρησι�οποιήσα�ε στα προηγού�ενα πειρά�ατα. Περιλα�βάνει υλοποι-
η�ένη �ια �έθοδο για την εύρεση των κλάσεων επικοινωνίας και τον χαρακτηρισ�ό τους ως ανοιχτών ή
κλειστών. Χρησι�οποιήστε αυτήν τη ρουτίνα ως βιβλιοθήκη, αντικαθιστώντας την εντολή

import simple_markov_chain_lib.py as lib

από την εντολή

import markov_chain_lib.py as lib

στον κώδικα test.py. Επινοήστε τώρα �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε �ία ανοιχτή και δύο κλειστές κλάσεις
και προσθέστε την εντολή

m.communication_classes()

Τρέξτε το πρόγρα��α και επιβεβαιώστε ότι η δια�έριση του χώρου καταστάσεων σε κλάσεις γίνεται σωστά.
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Κεφάλαιο 3

Θεωρία �υνα�ικού

3.1 Εισαγωγή

Είδα�ε στο προηγού�ενο κεφάλαιο πώς �πορού�ε να δια�ερίσου�ε τον χώρο καταστάσεων �ιας �αρκοβια-
νής αλυσίδας σε κλάσεις επικοινωνίας και πώς �πορού�ε να ταξινο�ήσου�ε τις κλάσεις αυτές σε ανοιχτές
και κλειστές. Είδα�ε επίσης ότι, αν η αλυσίδα ξεκινήσει ή βρεθεί κάποια στιγ�ή σε �ία από τις κλειστές
κλάσεις, τότε θα παρα�είνει σε αυτήν για πάντα. Αν η αλυσίδα ξεκινά από �ια ανοιχτή κλάση και υπάρχουν
περισσότερες από �ία κλειστές κλάσεις, ποια είναι η πιθανότητα να απορροφηθεί από καθε�ία από τις κλει-
στές κλάσεις; Και πόσο χρόνο θα πάρει �έχρι να συ�βεί αυτό; Αυτά είναι ερωτή�ατα που θα �πορέσου�ε
να απαντήσου�ε �ε τις τεχνικές που θα �άθου�ε στο παρόν κεφάλαιο. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε
και στις αναφορές [2], [7] και στην ελληνική βιβλιογραφία στην [10].

3.2 Πιθανότητες απορρόφησης

Θεωρού�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 �ε τι�ές σ΄ έναν χώρο καταστάσεων X και πιθανότητες
�ετάβασης p(·, ·). Θεωρού�ε ακό�α ένα σύνολο A ⊂ X και ορίζου�ε τον χρόνο πρώτης άφιξης στο A την
τυχαία �εταβλητή TA : Ω → N0 ∪ {+∞} �ε

TA(ω) = inf{k ≥ 0 : Xk(ω) ∈ A}.

΄Οταν το σύνολο A είναι ένα �ονοσύνολο {x}, θα συ�βολίζου�ε εναλλακτικά τον χρόνο άφιξης στο A και
ως Tx.

Παράδειγ�α 18 Σ΄ ένα γκέι� τένις δύο παίκτες Α,Β είναι ισόπαλοι. Ο αγώνας θα τελειώσει, όταν
κάποιος από τους δύο παίκτες κερδίσει δύο πόντους παραπάνω από τον αντίπαλό του. Μπορού�ε να �οντε-
λοποιήσου�ε το παραπάνω παιχνίδι ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεωνX = {A,α, ι,β, B},
όπου η κατάσταση ι αντιστοιχεί σε ισοπαλία, οι καταστάσεις α,β αντιστοιχούν σε πλεονέκτη�α του Α ή
του Β αντίστοιχα και οι καταστάσεις A και B αντιστοιχούν στο τέλος του γκέι� �ε νίκη του Α ή του Β
αντίστοιχα. Το γκέι� τελειώνει την πρώτη φορά που η αλυσίδα θα βρεθεί σε �ια από τις κατάστάσεις A ή
B, επο�ένως η εναπο�είνασα διάρκεια της παρτίδας είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης στο σύνολο E = {A,B}.
Νικητής στο game είναι ο παίκτης Α, αν η αλυσίδα αυτή φτάσει στην κατάσταση A πριν φτάσει στην κα-
τάσταση B, δηλαδή στο ενδεχό�ενο {TA < TB} = {ω ∈ Ω : TA(ω) < TB(ω)}. Θυ�ηθείτε επίσης ότι οι
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χρόνοι άφιξης είναι χρόνοι διακοπής και �πορούν να πάρουν και την τι�ή +∞. Αν για παράδειγ�α στην
έκβαση ω ο Α κερδίσει τον πρώτο πόντο και στη συνέχεια ο Β κερδίσει τους επό�ενους τρεις πόντους,
έχου�ε TE(ω) = TB(ω) = 4, ενώ TA(ω) = +∞.

΄Οπως στο παραπάνω παράδειγ�α, �ας ενδιαφέρει συχνά το εξής πρόβλη�α: αν A,B ⊂ X �ε A ∩ B = ∅
και X0 = x /∈ A ∪ B, ποια είναι η πιθανότητα P

�
TA < TB |X0 = x

�
= Px

�
TA < TB

�
; Παρότι το

πρόβλη�α που έχου�ε να λύσου�ε απαιτεί τον υπολογισ�ό ενός αριθ�ού, είναι πιο εύκολο να λύσου�ε ένα
φαινο�ενικά πολυπλοκότερο πρόβλη�α, του οποίου το αρχικό �ας πρόβλη�α αποτελεί �έρος. Συγκεκρι�ένα,
θα αναζητήσου�ε την τι�ή αυτής της πιθανότητας ταυτόχρονα για όλα τα x ∈ X. Θα θεωρήσου�ε λοιπόν
αυτή την πιθανότητα ως �ία συνάρτηση της αρχικής κατάστασης

ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
. (3.1)

Για λόγους που θα εξηγήσου�ε στη συνέχεια η συνάρτηση αυτή καλείται συχνά συνάρτηση δυνα�ικού
(potential) από το A στο B. ΄Οπως και στην περίπτωση του χρόνου πρώτης άφιξης, αν το A είναι
�ονοσύνολο �ε A = {u}, θα συ�βολίζου�ε το δυνα�ικό Φ{u},B και ως Φu,B. Αντίστοιχα θα κάνου�ε στην
περίπτωση που το B είναι �ονοσύνολο. Ορίζου�ε επίσης τον γεννήτορα L της αλυσίδας ως έναν τελεστή
που δρα σε συναρτήσεις h : X → R επιστρέφοντας �ια καινούργια συνάρτηση Lh : X → R �ε τύπο

Lh(x) =
�

y∈X
p(x, y)

�
h(y)− h(x)

�
, για κάθε x ∈ X.

Θεώρη�α 7 Αν A∩B = ∅, τότε η συνάρτηση δυνα�ικού ΦA,B που ορίσα�ε στην (3.1) λύνει το πρόβλη�α
συνοριακών τι�ών (ΠΣΤ) 





Lh(x) = 0, αν x /∈ A ∪B

h(x) = 1, αν x ∈ A

h(x) = 0, αν x ∈ B.

(3.2)

Απόδειξη: Αν x ∈ A, στο ενδεχό�ενο {ω : X0(ω) = x} έχου�ε TA(ω) = inf{k ≥ 0 : Xk(ω) ∈ A} = 0,
ενώ TB(ω) > 0, αφού A ∩B = ∅. Επο�ένως,

x ∈ A ⇒ ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
= 1.

Με εντελώς αντίστοιχο τρόπο έχου�ε ότι x ∈ B ⇒ ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
= 0.

΄Εστω τώρα x /∈ A∪B. Θα επιχειρήσου�ε να υπολογίσου�ε την Px

�
TA < TB

�
κάνοντας ανάλυση πρώτου

βή�ατος. Αυτό πολύ απλά ση�αίνει ότι θα εφαρ�όσου�ε τον τύπο της ολικής πιθανότητας για τη δια�έριση
του Ω που επάγει το πρώτο βή�α της αλυσίδας,

Ω =
�

y∈X
{X1 = y}.

Συγκεκρι�ένα,

ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
=

�

y∈X
P
�
X1 = y |X0 = x

�
× P

�
TA < TB |X0 = x,X1 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y) P

�
T+
A

< T+
B
|X0 = x,X1 = y

�
,
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όπου T+
A
(ω) = inf{k ≥ 1 : Xk(ω) ∈ A} και αντίστοιχα ορίζεται ο T+

B
. Προσέξτε ότι η διαφορά του TA

από τον T+
A
έγκειται στο ότι για τον �εν TA εξετάζου�ε αν η αλυσίδα είναι αρχικά στο A, ενώ για τον T+

A

όχι. Στην τελευταία ισότητα παραπάνω, αντικαταστήσα�ε το ενδεχό�ενο {TA < TB} από το {T+
A

< T+
B
},

γιατί για x /∈ A ∪B στο ενδεχό�ενο {X0 = x} έχου�ε TA(ω) = T+
A
(ω) και TB(ω) = T+

B
(ω). ΄Ο�ως από

τη �αρκοβιανή ιδιότητα έχου�ε

P
�
T+
A

< T+
B
|X0 = x,X1 = y

�
= P

�
T+
A

< T+
B
|X1 = y

�

= P
�
TA < TB |X0 = y

�
= ΦA,B(y),

αφού η {Yn}n∈N0 �ε Yn = Xn+1 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης όπως η
{Xn}n∈N0 , ενώ T+

A
= inf{k ≥ 0 : Yn ∈ A} + 1 και αντίστοιχα T+

B
= inf{k ≥ 0 : Yn ∈ B} + 1. ΄Εχου�ε

λοιπόν ότι για x /∈ A ∪B

ΦA,B(x) =
�

y∈X
p(x, y) ΦA,B(y) ⇔ LΦA,B(x) = 0. (3.3)

Παρατήρηση: Στην περίπτωση των �αρκοβιανών αλυσίδων �ε διακριτό χώρο καταστάσεων X, το ΠΣΤ
(3.2) δεν είναι παρά ένα σύστη�α από τόσες γρα��ικές εξισώσεις, όσες και οι καταστάσεις στο (A ∪B)c.
Τόσες είναι και οι τι�ές της ΦA,B που ψάχνου�ε, αφού για x ∈ A, έχου�ε ΦA,B(x) = 1, ενώ για x ∈ B
έχου�ε ΦA,B(x) = 0. ΄Οπως θα δού�ε στο επό�ενο κεφάλαιο, αν ο X είναι πεπερασ�ένος και το σύνολο
(A ∪ B) είναι προσβάσι�ο από κάθε ση�είο του (A ∪ B)c, τότε το ΠΣΤ (3.2) έχει πάντα �οναδική λύση,
κάτι που �ας επιτρέπει να υπολογίσου�ε την ΦA,B, όπως θα δού�ε στα επό�ενα παραδείγ�ατα.

Παράδειγ�α 19 Στο Παράδειγ�α 18 ας υποθέσου�ε ότι η πιθανότητα νίκης του παίκτη Α σε κάθε
πόντο είναι p, ενώ η πιθανότητα νίκης του παίκτη Β είναι q, ανεξάρτητα από το αποτέλεσ�α των άλλων
πόντων. Ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης της αλυσίδας είναι επο�ένως ο

P =





A α ι β B

A 1 0 0 0 0
α p 0 q 0 0
ι 0 p 0 q 0
β 0 0 p 0 q
B 0 0 0 0 1




.

Ας υποθέσου�ε ότι αυτή τη στιγ�ή το γκέι� είναι ισόπαλο, δηλαδή X0 = ι. Θα υπολογίσου�ε την
πιθανότητα να είναι νικητής του γκέι� ο παίκτης Α ως συνάρτηση του p, δηλαδή τη

ΦA,B(ι) = P
�
TA < TB |X0 = ι

�
.

Από το Θεώρη�α 7 έχου�ε ότι η ΦA,B λύνει το ΠΣΤ (3.2). Αν h : X → R είναι �ια λύση αυτού του
προβλή�ατος, θα πρέπει h(A) = 1, h(B) = 0, ενώ γράφοντας την εξίσωση Lh(x) = 0 διαδοχικά για
x = α, ι,β έχου�ε:

x = α : h(α) = ph(A) + (1− p)h(ι) = p+ (1− p)h(ι)

x = ι : h(ι) = ph(α) + (1− p)h(β)

x = β : h(β) = ph(ι) + (1− p)h(B) = ph(ι).

Λύνοντας τις παραπάνω εξισώσεις βρίσκου�ε ότι το σύστη�α έχει �οναδική λύση την

h(α) =
p(1− p+ p2)

p2 + (1− p)2
, h(ι) =

p2

p2 + (1− p)2
, h(β) =

p3

p2 + (1− p)2
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και άρα ΦA,B(ι) =
p2

p2 + (1− p)2
.

Παράδειγ�α 20 �ύο παίκτες Α,Β στρίβουν ένα τί�ιο κέρ�α �έχρι να ε�φανιστεί η ακολουθία κεφαλή-
γρά��ατα-κεφαλή (ΚΓΚ) ή να έρθουν τρεις διαδοχικές φορές γρά��ατα (ΓΓΓ). Στην πρώτη περίπτωση
νικητής αναδεικνύεται ο Α, ενώ στη δεύτερη περίπτωση ο Β. Ποια είναι η πιθανότητα νίκης κάθε παίκτη;

΄Οπως στο Παράδειγ�α 6, θα περιγράψου�ε την κατάσταση του παιχνιδιού χρησι�οποιώντας το αποτέλεσ�α
των δύο τελευταίων στριψι�άτων και δύο ακό�α καταστάσεις A,B, που θα αντιστοιχούν σε νίκη του
παίκτη Α και σε νίκη του παίκτη Β. Πιο συγκεκρι�ένα, �πορού�ε να περιγράψου�ε το παιχνίδι �ας ως �ια
�αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων

X = {KK,KΓ,ΓK,ΓΓ, A,B}.

Εάν για παράδειγ�α κάποια στιγ�ή η αλυσίδα βρεθεί στην κατάσταση ΓK, αυτό ση�αίνει ότι κα�ία από τις
δύο ακολουθίες τερ�ατισ�ού δεν έχει ε�φανιστεί ακό�η, ενώ τα δύο τελευταία στριψί�ατα ήταν γρά��ατα
(το προτελευταίο) και κεφαλή (το τελευταίο). Σε αυτή την περίπτωση η επό�ενη κατάσταση της αλυσίδας
�πορεί να είναι είτε η KK (�ε πιθανότητα 1/2), αν φέρου�ε κεφαλή στο επό�ενο στρίψι�ο, είτε η KΓ (�ε
πιθανότητα 1/2), αν φέρου�ε γρά��ατα. Αν κάποια στιγ�ή η αλυσίδα βρεθεί στην κατάσταση KΓ, τότε
η επό�ενη κατάστασή της θα είναι είτε η ΓΓ, αν φέρου�ε γρά��ατα, είτε η A, αν φέρου�ε κεφαλή, αφού
σε αυτή την περίπτωση θα έχει σχη�ατιστεί η ακολουθία κεφαλή-γρά��ατα-κεφαλή και το παιχνίδι θα έχει
τελειώσει �ε νικητή τον Α. Με παρό�οιους συλλογισ�ούς �πορού�ε να γράψου�ε τον πίνακα πιθανοτήτων
�ετάβασης αυτής της αλυσίδας.

P =





A KK KΓ ΓK ΓΓ B

A 1 0 0 0 0 0
KK 0 1

2
1
2 0 0 0

KΓ 1
2 0 0 0 1

2 0
ΓK 0 1

2
1
2 0 0 0

ΓΓ 0 0 0 1
2 0 1

2
B 0 0 0 0 0 1




.

Η αρχική κατάσταση αυτής της αλυσίδας εξαρτάται από τα αποτελέσ�ατα των δύο πρώτων στριψι�άτων.
Επειδή στρίβου�ε ένα τί�ιο κέρ�α, καθε�ία από τις καταστάσεις KK,KΓ,ΓK,ΓΓ έχει πιθανότητα 1/4
να είναι η αρχική κατάσταση της αλυσίδας. Μπορού�ε λοιπόν από τον τύπο της ολικής πιθανότητας να
γράψου�ε

P
�
TA < TB

�
=

�

x∈X
P
�
TA < TB |X0 = x

�
P
�
X0 = x

�

=
1

4

�
ΦA,B(KK) + ΦA,B(KΓ) + ΦA,B(ΓK) + ΦA,B(ΓΓ)

�
. (3.4)

Αρκεί λοιπόν να βρού�ε τη συνάρτηση δυνα�ικού ΦA,B, κάτι που �πορού�ε να κάνου�ε �ε τη βοήθεια του
Θεωρή�ατος 7. ΄Εστω h : X → R �ία λύση του ΠΣΤ (2). Τότε θα έχου�ε h(A) = 1, h(B) = 0, ενώ η
εξίσωση Lh(x) = 0 για x = KK,KΓ,ΓK,ΓΓ δίνει αντίστοιχα:

x = KK : h(KK) =
1

2
h(KK) +

1

2
h(KΓ) ⇔ h(KK) = h(KΓ)

x = KΓ : h(KΓ) =
1

2
h(A) +

1

2
h(ΓΓ) ⇔ 2h(KΓ) = 1 + h(ΓΓ)

x = ΓK : h(ΓK) =
1

2
h(KK) +

1

2
h(KΓ)

x = ΓΓ : h(ΓΓ) =
1

2
h(ΓK) +

1

2
h(B) ⇔ h(ΓK) = 2h(ΓΓ).
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Το σύστη�α των τεσσάρων αυτών εξισώσεων έχει �οναδική λύση την

h(KK) = h(KΓ) = h(ΓK) =
2

3
και h(ΓΓ) =

1

3
,

οπότε από τη σχέση (3.4) λα�βάνου�ε ότι P
�
TA < TB

�
=

7

12
. Μπορείτε να βρείτε �ια διαισθητική εξήγηση,

γιατί η πιθανότητα αυτή είναι �εγαλύτερη από 1/2, γιατί δηλαδή είναι πιο πιθανό να ε�φανιστεί πρώτα η
ακολουθία ΚΓΚ παρά η ακολουθία ΓΓΓ;

Παράδειγ�α 21 Παίζετε ένα παιχνίδι στο οποίο η πιθανότητα νίκης σας σε κάθε γύρο είναι p ∈ (0, 1).
Σε κάθε γύρο στοιχη�ατίζετε ένα κέρ�α. Αν κερδίσετε σε έναν γύρο παίρνετε πίσω το κέρ�α σας και
ένα ακό�α, ενώ αν χάσετε χάνετε το κέρ�α σας. Η αρχική σας περιουσία είναι x κέρ�ατα, ενώ αυτή του
αντιπάλου σας είναι y κέρ�ατα. Το παιχνίδι συνεχίζεται �έχρι είτε εσείς είτε ο αντίπαλός σας να �είνετε
χωρίς καθόλου κέρ�ατα, οπότε νικητής αναδεικνύεται εκείνος που �άζεψε όλα τα N = x + y κέρ�ατα.
Ποια είναι η πιθανότητα να νικήσετε;

Η περιουσία σας στο συγκεκρι�ένο παιχνίδι �πορεί να περιγραφεί από �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο
καταστάσεων X = {0, 1, 2, . . . , N}. Σε κάθε γύρο είτε θα κερδίσετε (�ε πιθανότητα p) και η περιουσία
σας θα αυξηθεί κατά 1, είτε θα χάσετε (�ε πιθανότητα 1 − p) και η περιουσία σας θα �ειωθεί κατά 1.
Επο�ένως αν z ∈ {1, 2, . . . , N − 1}, οι πιθανότητες �ετάβασης αυτής της αλυσίδας είναι

p(z, z + 1) = p, p(z, z − 1) = 1− p, p(z, w) = 0, για |z − w| �= 1.

Αν ορίσου�ε Tu = inf{k ≥ 0 : Xk = u} τον χρόνο πρώτης άφιξης στην κατάσταση u, τότε το ενδεχό�ενο
νίκης σας είναι το {TN < T0}, επο�ένως ψάχνου�ε την πιθανότητα Px

�
TN < T0

�
= ΦN,0(x). Από την

(3.2) έχου�ε ότι για z ∈ {1, 2, . . . , N − 1}

0 = LΦN,0(z) =
�

u∈X
p(z, u)

�
ΦN,0(u)− ΦN,0(z)

�

= p
�
ΦN,0(z + 1)− ΦN,0(z)

�
+ (1− p)(ΦN,0(z − 1)− ΦN,0(z)

�
.

Ξαναγράφου�ε την παραπάνω σχέση ως

ΦN,0(z + 1)− ΦN,0(z) =
1− p

p

�
ΦN,0(z)− ΦN,0(z − 1)

�
, z ∈ {1, 2, . . . , N − 1}. (3.5)

Στην περίπτωση όπου p = 1
2 η (3.5) ση�αίνει ότι η {ΦN,0(n)}n∈X είναι �ια αριθ�ητική πρόοδος και άρα

ΦN,0(n) = ΦN,0(0) + cn = cn, για n ∈ X.

Η διαφορά της προόδου c �πορεί να βρεθεί θέτοντας n = N στην παραπάνω σχέση, οπότε

1 = cN ⇒ c =
1

N

και άρα
ΦN,0(x) =

x

N
. (3.6)

Επο�ένως, όταν το παιχνίδι είναι δίκαιο, η πιθανότητα νίκης σας σε αυτό είναι απλά το κλάσ�α της αρχικής
σας περιουσίας στη συνολική περιουσία.
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Αν τώρα έχου�ε p �= 1
2 , η (3.5) δίνει ότι η ΦN,0(n+ 1)− ΦN,0(n) είναι γεω�ετρική πρόοδος, άρα

ΦN,0(n+ 1)−ΦN,0(n) =
�1− p

p

�n�
ΦN,0(1)−ΦN,0(0)

�
=

�1− p

p

�n

ΦN,0(1), για n = 0, 1, . . . , N − 1.

Προσθέτοντας κατά �έλη τις παραπάνω σχέσεις για n = 0, 1, . . . , z − 1, το άθροισ�α στο αριστερό �έλος
τηλεσκοπεί, ενώ στο δεξί �έλος έχου�ε το άθροισ�α των z πρώτων όρων �ιας γεω�ετρικής προόδου �ε
λόγο (1− p)/p, οπότε παίρνου�ε

ΦN,0(z) =

�1−p

p

�z − 1
1−p

p
− 1

ΦN,0(1) =
p

1− 2p

��1− p

p

�z − 1
�
ΦN,0(1), z ∈ X. (3.7)

Η ΦN,0(1) �πορεί τώρα να υπολογιστεί από την τελική συνθήκη ΦN,0(N) = 1 επιλέγοντας z = N στην
(3.7). Συγκεκρι�ένα,

1 = ΦN,0(N) = 1 =
p

1− 2p

��1− p

p

�N − 1
�
ΦN,0(1).

Αντικαθιστώντας την τι�ή που προκύπτει για την ΦN,0(1) πίσω στην (3.7) βρίσκου�ε ότι

ΦN,0(x) =

�1−p

p

�x − 1
�1−p

p

�N − 1
. (3.8)

Παρατηρήστε ότι αν p < 1/2, αν δηλαδή το παιχνίδι που παίζου�ε είναι εις βάρος �ας, τότε 1−p

p
> 1 και

από τη στοιχειώδη ανισότητα
αn − 1

αN − 1
≤ αn−N για α �= 1, n ≤ N

έχου�ε ότι

Px

�
TN < T0

�
≤

�1− p

p

�x−N
.

Η πιθανότητα νίκης πέφτει λοιπόν εκθετικά �ε την αρχική περιουσία του αντιπάλου σας. Αξίζει τον κόπο
να συγκρίνου�ε τα αποτελέσ�ατα των (3.6) και (3.8) για διάφορες τι�ές του p. Παίρνοντας N = 100 και
x = 50 βρίσκου�ε ότι αν p = 4/10, η πιθανότητα νίκης �ας είναι �ικρότερη από 10−8, αν p = 1/2, η
πιθανότητα νίκης �ας είναι ακριβώς 1/2, ενώ αν p = 6/10, η πιθανότητα νίκης �ας είναι �εγαλύτερη από
1− 10−8.

Παρατήρηση: Αν στο Θεώρη�α 1 πάρου�ε την ειδική περίπτωση B = ∅, τότε η συνθήκη A ∩ B = ∅
ικανοποιείται αυτό�ατα. Επιπλέον,

TB(ω) = inf{k ≥ 0 : Xk(ω) ∈ ∅} = inf(∅) = +∞

και άρα
ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
= Px

�
TA < +∞

�
.

΄Εχου�ε λοιπόν το ακόλουθο πόρισ�α που �ας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίζου�ε την πιθανότητα η
αλυσίδα �ας να φτάσει σε κάποιο σύνολο στόχο A σε πεπερασ�ένο χρόνο.

Πόρισ�α 3 Αν A ⊂ X και ορίσου�ε ΦA(x) = Px

�
TA < +∞

�
, τότε η ΦA ικανοποιεί το ΠΣΤ

�
Lh(x) = 0, αν x /∈ A

h(x) = 1, αν x ∈ A.
(3.9)
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Ας θυ�ηθού�ε σ΄ αυτό το ση�είο τη σχέση (2.10). Το να �πορού�ε να υπολογίζου�ε την πιθανότητα
Py

�
Tx < ∞

�
�ας επιτρέπει να αποφανθού�ε αν �ια κατάσταση είναι επαναληπτική ή παροδική. Παρότι

σε πεπερασ�ένους χώρους καταστάσεων το ερώτη�α αυτό είναι εύκολο να απαντηθεί, όπως είδα�ε στο
Παράδειγ�α 17, τα πράγ�ατα περιπλέκονται. Ας δού�ε τώρα πώς �πορού�ε να ξαναβρού�ε το αποτέλεσ�α
εκείνου του παραδείγ�ατος, χρησι�οποιώντας τις �εθόδους αυτού του κεφαλαίου.

Παράδειγ�α 22 Θεωρήστε έναν απλό συ��ετρικό τυχαίο περίπατο {Xn}n∈N0 στο Z, δηλαδή οι πιθα-
νότητες �ετάβασης ικανοποιούν τις σχέσεις

p(x, x+ 1) = p(x, x− 1) =
1

2
∀x ∈ Z.

Αν X0 = k ∈ N, ποια είναι η πιθανότητα ο περίπατος να φτάσει κάποια στιγ�ή στο �ηδέν;

Με τον συ�βολισ�ό που αναπτύξα�ε ψάχνου�ε να βρού�ε την Φ0(k) = P
�
T0 < +∞ |X0 = k

�
. Με βάση

το Πόρισ�α 3, η συνάρτηση Φ0 θα ικανοποιεί για x �= 0 την

LΦ0(x) = 0 ⇔ 1

2

�
Φ0(x+ 1)− Φ0(x)

�
+

1

2

�
Φ0(x− 1)− Φ0(x)

�
= 0

⇔ Φ0(x+ 1)− Φ0(x) = Φ0(x)− Φ0(x− 1).

Η παραπάνω σχέση ση�αίνει ότι η διαφορά οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων της ακολουθίας {αn}n∈N0 �ε
αn = Φ0(n) είναι σταθερή και άρα η ακολουθία αυτή είναι αριθ�ητική πρόοδος. Μαζί �ε τη συνθήκη στο
�ηδέν Φ0(0) = 1 αυτό ση�αίνει ότι υπάρχει �ια σταθερά c ∈ R τέτοια ώστε

Φ0(n) = P
�
T0 < +∞ |X0 = n

�
= 1 + cn, για κάθε n ∈ N0.

Θα πρέπει ό�ως 0 ≤ Φ0(n) ≤ 1 για κάθε n ∈ N. Επο�ένως, θα πρέπει c = 0, που δίνει τελικά

Φ0(k) = 1.

Απ΄ όποιο k ∈ N κι αν ξεκινήσει ο συ��ετρικός τυχαίος περίπατος, θα καταφέρει να φτάσει στο 0 �ε
πιθανότητα 1. Φυσικά, λόγω συ��ετρίας, το ίδιο θα ισχύει αν ξεκινήσει από κάποιο αρνητικό ακέραιο.
Η (2.10) δίνει τώρα ότι f(0) = 1 και το Θεώρη�α 6.14 ότι το �ηδέν είναι επαναληπτική κατάσταση.
Ξαναβρίσκου�ε λοιπόν ότι ο απλός συ��ετρικός τυχαίος περίπατος είναι επαναληπτικός.

΄Ενας άλλος τρόπος να δού�ε το προηγού�ενο αποτέλεσ�α είναι ο εξής. Αν παίζου�ε ένα τί�ιο παιχνίδι σε
ένα καζίνο (το οποίο υποθέτου�ε ότι έχει άπειρο κεφάλαιο) ποντάροντας �ία �άρκα κάθε φορά, όποια κι
αν είναι η αρχική �ας περιουσία, θα χρεωκοπήσου�ε κάποια στιγ�ή �ε πιθανότητα 1. ✷

Παράδειγ�α 23 Αν X0 = k ∈ N όπως στο παραπάνω παράδειγ�α, αλλά ο περίπατος έχει επιπλέον �ια
τάση προς τα αριστερά, δηλαδή

p(x, x+ 1) = p <
1

2
, p(x, x− 1) = 1− p >

1

2
, ∀x ∈ Z,

περι�ένου�ε διαισθητικά ότι και πάλι θα φτάσει στο �ηδέν �ε πιθανότητα 1. Πράγ�ατι, κατ΄ αναλογία �ε
το Παράδειγ�α 21, η συνθήκη LΦ0(x) = 0 για x > 0 γράφεται ως

Φ0(x+ 1)− Φ0(x) =
1− p

p

�
Φ0(x)− Φ0(x− 1)

�

και δίνει ότι για κάθε x ≥ 0 ισχύει

Φ0(x) = Φ0(0) + c

��1− p

p

�x

− 1

�
= 1 + c

��1− p

p

�x

− 1

�
, (3.10)
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για κάποια σταθερά c ∈ R. Η σταθερά c δεν �πορεί να είναι αυστηρά θετική, αφού στην περίπτωση αυτή
θα είχα�ε Φ0(x) > 1 για x ∈ N. �εν �πορού�ε ό�ως να έχου�ε ούτε c < 0 αφού

p ∈
�
0,

1

2

�
⇒ 1− p

p
> 1 ⇒

�1− p

p

�x

→ +∞ καθώς x → ∞

και άρα η Φ0(x) θα έπαιρνε αρνητικές τι�ές για κατάλληλα �εγάλα x. Επο�ένως c = 0 και άρα Φ0(k) = 1
για κάθε k ∈ N. Γνωρίζοντας από το προηγού�ενο κεφάλαιο ότι ο �η συ��ετρικός τυχαίος περίπατος είναι
παροδικός, περι�ένου�ε φυσικά ότι αυτή η πιθανότητα είναι �ικρότερη του 1, αν η αλυσίδα �ας ξεκινήσει
από κάποιο αρνητικό ακέραιο k. Θα εξετάσου�ε αυτή την περίπτωση στο Παράδειγ�α 24.

Στα παραδείγ�ατα που είδα�ε ως τώρα τα ΠΣΤ (3.2) και (3.9) είχαν �οναδική λύση και προσδιόριζαν
επο�ένως τη συνάρτηση δυνα�ικού. Στην περίπτωση που τα παραπάνω ΠΣΤ έχουν περισσότερες από �ία
λύσεις, θα θέλα�ε να έχου�ε ένα κριτήριο που να �ας επιτρέπει να επιλέγου�ε εκείνη που �ας ενδιαφέρει,
δηλαδή τη συνάρτηση δυνα�ικού. Είναι πολλές φορές εύκολο να απορρίψου�ε κάποιες λύσεις γιατί π.χ.
παίρνουν αρνητικές τι�ές, ενώ η συνάρτηση δυνα�ικού είναι εξ ορισ�ού �η αρνητική. Κι αυτό ό�ως δεν
είναι πάντα αρκετό, γιατί τα ΠΣΤ ενδέχεται να έχουν περισσότερες από �ία �η αρνητικές λύσεις. Το
ακόλουθο θεώρη�α είναι χρήσι�ο σε τέτοιες περιπτώσεις.

Θεώρη�α 8 Ας είναι A,B ⊂ X, �ε A ∩ B = ∅. Αν η w : X → [0,∞) είναι �ια �η αρνητική λύση του
ΠΣΤ (3.2), τότε

ΦA,B(x) = Px

�
TA < TB

�
≤ w(x), για κάθε x ∈ X.

Απόδειξη: Ο ισχυρισ�ός ισχύει κατά τετρι��ένο τρόπο, αν x ∈ A, οπότε ΦA,B(x) = w(x) = 1 ή x ∈ B,
οπότε ΦA,B(x) = w(x) = 0. Αν πάλι x /∈ A ∪B, τότε από την (3.2) έχου�ε

0 = Lw(x) ⇔ w(x) =
�

y∈X
p(x, y)w(y). (3.11)

Χωρίζοντας τους προσθετέους στο παραπάνω άθροισ�α ανάλογα �ε το αν η y είναι στα A,B ή στο (A∪B)c

και χρησι�οποιώντας τις συνοριακές συνθήκες για την w στα A,B παίρνου�ε

w(x) =
�

y∈A
p(x, y)w(y) +

�

y∈B
p(x, y)w(y) +

�

y/∈A∪B

p(x, y)w(y)

=
�

y∈A
p(x, y) + 0 +

�

y/∈A∪B

p(x, y)w(y)

= Px

�
1 = TA < TB

�
+

�

y/∈A∪B

p(x, y)w(y).

Εφόσον το τελευταίο άθροισ�α εκτείνεται σε όρους y /∈ A ∪ B �πορού�ε να γράψου�ε την w(y) �ε τη
βοήθεια της (3.11) ώστε να πάρου�ε

w(x) = Px

�
1 = TA < TB

�
+

�

y/∈A∪B
z∈X

p(x, y)p(y, z)w(z)

= Px

�
1 = TA < TB

�
+

�

y/∈A∪B
z∈A

p(x, y)p(y, z) +
�

y,z /∈A∪B

p(x, y)p(y, z)w(z)

= Px

�
1 = TA < TB

�
+ Px

�
2 = TA < TB

�
+

�

y,z /∈A∪B

p(x, y)p(y, z)w(z)

= Px

�
TA ≤ 2, TA < TB

�
+

�

y,z /∈A∪B

p(x, y)p(y, z)w(z).
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Επαναλα�βάνοντας το παραπάνω επιχείρη�α n φορές, λα�βάνου�ε

w(x) = Px

�
TA ≤ n, TA < TB

�
+

�

x1,...,xn /∈A∪B

p(x, x1)p(x1, x2) · · · p(xn−1, xn)w(xn)

≥ Px

�
TA ≤ n, TA < TB

�
,

αφού η w παίρνει �η αρνητικές τι�ές. Η παραπάνω ανισότητα ισχύει για κάθε n ∈ N, ενώ τα ενδεχό�ενα
Rn = {TA ≤ n} ∩ {TA < TB} σχη�ατίζουν �ια αύξουσα ακολουθία ενδεχο�ένων. Παίρνοντας το όριο
καθώς n → ∞ έχου�ε

w(x) ≥ lim
n→∞

Px

�
TA ≤ n, TA < TB

�

= Px

��

n

{TA ≤ n} ∩ {TA < TB}
�

= Px

�
TA < TB

�
= ΦA,B(x).

Επο�ένως, σε κάθε περίπτωση το δυνα�ικό ΦA,B(x) είναι �ικρότερο από οποιαδήποτε �η αρνητική λύση
της (3.2).

Στην ειδική περίπτωση όπου B = ∅ παίρνου�ε το ακόλουθο πόρισ�α.

Πόρισ�α 4 Αν A ⊂ X και w : X → [0,∞) είναι �ια �η αρνητική λύση του ΠΣΤ (3.9), τότε

ΦA(x) = Px

�
TA < +∞

�
≤ w(x), για κάθε x ∈ X.

Παράδειγ�α 24 Θεωρήστε έναν τυχαίο περίπατο στους �η αρνητικούς ακεραίους �ε p(x, x+1) = p >
1
2 , p(x, x − 1) = 1 − p για κάθε x ∈ N. Αν τον ξεκινήσου�ε από το n ∈ N, ποια είναι η πιθανότητα να
φτάσει κάποτε στο �ηδέν;

΄Εχου�ε ήδη δει στο Παράδειγ�α 22 ότι, αν p ≤ 1
2 τότε Φ0(x) = Px

�
T0 < +∞

�
= 1, για κάθε x ∈ N. Εδώ

θα δού�ε πώς συ�περιφέρεται αυτή η πιθανότητα, αν p > 1/2. ΄Οπως και στο παράδειγ�α (21) η συνθήκη
Lw(x) = 0 για x > 0 γράφεται ως

w(x+ 1)− w(x) =
1− p

p

�
w(x)− w(x− 1)

�

και δίνει ότι για κάθε x ≥ 0 έχου�ε

w(x) = w(0) + c

��1− p

p

�x

− 1

�
= 1 + c

��1− p

p

�x

− 1

�
, (3.12)

για κάποια σταθερά c ∈ R. Σε αντίθεση �ε το Παράδειγ�α 21 όπου προσδιορίσα�ε τη σταθερά c από
τη συνοριακή συνθήκη στο δεξί άκρο του διαστή�ατος που κινείτο η αλυσίδα, εδώ το ΠΣΤ (3.9) έχει
άπειρες λύσεις, αφού ικανοποιείται από την w της εξίσωσης (3.12) για κάθε c ∈ R. Γνωρίζου�ε ό�ως ότι
η συνάρτηση δυνα�ικού είναι �ία από αυτές τις λύσεις και �ε τη βοήθεια του Πορίσ�ατος 4 �πορού�ε να
προσδιορίσου�ε σε ποια τι�ή του c αντιστοιχεί η λύση Φ0 που �ας ενδιαφέρει. Παρατηρήστε ότι

p ∈
�1
2
, 1
�
⇒ 1− p

p
< 1 ⇒

�1− p

p

�x

→ 0, καθώς x → ∞.
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Συ�περαίνου�ε ότι θα πρέπει c ≤ 1, ώστε η λύση w στην (3.12) να είναι θετική. Επιπλέον, εφόσον�
1−p

p

�x

< 1 για κάθε x > 0, η �ικρότερη �η αρνητική λύση της (3.12) αντιστοιχεί σε c = 1 και άρα

Φ0(x) = 1 + 1

��1− p

p

�x

− 1

�
=

�1− p

p

�x

, για κάθε x ∈ N.

Αξίζει να ση�ειώσου�ε ότι για c ∈ [0, 1] έχου�ε w(x) ∈ [0, 1], για κάθε x ∈ N, επο�ένως δεν θα ήταν
δυνατόν να επιλέξου�ε την παρά�ετρο c που δίνει τη συνάρτηση δυνα�ικού �ε επιχειρή�ατα ανάλογα �ε
αυτά που χρησι�οποιήσα�ε για p ≤ 1

2 .

3.3 Στατιστικά του χρόνου άφιξης

Ας υποθέσου�ε ότι το σύνολο A ⊂ X είναι τέτοιο ώστε Px

�
TA < +∞

�
= 1. Μπορού�ε να πού�ε κάτι

παραπάνω για την κατανο�ή του χρόνου άφιξης στο A; Ποια είναι η ανα�ενό�ενη τι�ή του; Η κατανο�ή
του; Σε αυτή την παράγραφο θα δού�ε ότι �πορού�ε να απαντήσου�ε σε τέτοια ερωτή�ατα �ε �εθόδους
ανάλογες �ε αυτές που αναπτύξα�ε στην προηγού�ενη παράγραφο.

Θεώρη�α 9 Ας είναι A ⊂ X και TA = inf{k ≥ 0 : Xk ∈ A} ο χρόνος πρώτης άφιξης στο A. Ορίζου�ε
GA : X → [0,+∞] �ε τύπο GA(x) = E

�
TA |X0 = x

�
= Ex

�
TA

�
. Αν το ΠΣΤ

�
Lg(x) = −1, αν x /∈ A

g(x) = 0, αν x ∈ A
(3.13)

έχει κάποια �η αρνητική και πεπερασ�ένη λύση g : X → [0,∞), τότε η GA επίσης λύνει το (3.13) και
�άλιστα

GA(x) ≤ g(x), για κάθε x ∈ X.

Απόδειξη: Ας θεωρήσου�ε �ια g : X → [0,∞) που λύνει το (3.13).
Αν x ∈ A, τότε TA(ω) = 0 για κάθε ω στο ενδεχό�ενο {X0 = x}. Επο�ένως, GA(x) = 0 = g(x).

΄Εστω τώρα x /∈ A. Τότε �πορού�ε να γράψου�ε την Lg(x) = −1 ως

g(x) =
�

y∈X
p(x, y)g(y) + 1 =

�

y/∈A

p(x, y)g(y) + 1, (3.14)

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τη συνοριακή συνθήκη για την g στο A. Επαναλα�βάνοντας το
προηγού�ενο επιχείρη�α έχου�ε

g(x) = 1 +
�

y/∈A

p(x, y)
��

z /∈A

p(y, z)g(z) + 1
�

= 1 +
�

y/∈A

p(x, y) +
�

y,z /∈A

p(x, y)p(y, z)g(z)

= 1 +
�

y/∈A

p(x, y) +
�

y,z /∈A

p(x, y)p(y, z)
��

u/∈A

p(z, u)g(u) + 1
�

= 1 +
�

y/∈A

p(x, y) +
�

y,z /∈A

p(x, y)p(y, z) +
�

y,z,u/∈A

p(x, y)p(y, z)p(z, u)g(u)

= Px

�
TA > 0

�
+ Px

�
TA > 1

�
+ Px

�
TA > 2

�
+

�

y,z,u/∈A

p(x, y)p(y, z)p(z, u)g(u).
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΄Επειτα από n ∈ N επαναλήψεις καταλήγου�ε στην

g(x) =
n−1�

k=0

Px

�
TA > k

�
+

�

x1,...,xn /∈A

p(x, x1)p(x1, x2) · · · p(xn−1, xn)g(xn)

≥
n−1�

k=0

Px

�
TA > k

�
,

αφού η g παίρνει �η αρνητικές τι�ές. Παίρνοντας το όριο n → ∞ έχου�ε

g(x) ≥
∞�

k=0

Px

�
TA > k

�
= Ex

�
TA

�
= GA(x).

Αποδείξα�ε ως τώρα ότι αν το (3.13) έχει �ία �η αρνητική και πεπερασ�ένη λύση g, τότε GA(x) ≤ g(x) <
+∞ για κάθε x ∈ X. Μένει να αποδείξου�ε ότι η GA λύνει και αυτή το ΠΣΤ (3.13). Με ανάλυση πρώτου
βή�ατος έχου�ε διαδοχικά

GA(x) = Ex

�
TA

�
=

�

y∈X
P
�
X1 = y |X0 = x

�
E
�
TA |X0 = x, X1 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y) E

�
T+
A
|X0 = x, X1 = y

�
, (3.15)

όπου T+
A

= inf{k > 0 : Xk ∈ A}. Από τη �αρκοβιανή ιδιότητα, �ε δεδο�ένο ότι {X1 = y}, η αλυσίδα
{Yn}n∈N �ε Yn = Xn+1 για n ∈ N0 είναι �ια αλυσίδα �ε τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης όπως η {Xn}n∈N0

και Y0 = y, ενώ
T+
A

= inf{k > 0 : Xk ∈ A} = inf{k ≥ 0 : Yk ∈ A}+ 1.

Επο�ένως, η (3.15) γίνεται

GA(x) =
�

y∈X
p(x, y)E

�
T+
A
|X1 = y

�
=

�

y∈X
p(x, y))E

�
TA + 1|Y0 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y)

�
GA(y) + 1

�
= 1 +

�

y∈X
p(x, y)GA(y). (3.16)

Αναδιατάσσοντας τους όρους της (3.16), �πορού�ε να την ξαναγράψου�ε ως LGA(x) = −1.

Ας δού�ε �ερικά παραδείγ�ατα εφαρ�ογής του θεωρή�ατος 9.

Παράδειγ�α 25 Σε συνέχεια του Παραδείγ�ατος 19, αν κάποια στιγ�ή ένα γκέι� τένις είναι ισόπαλο,
πόσοι κατά �έση τι�ή πόντοι θα παιχτούν ακό�α �έχρι να τελειώσει;

Αν ορίσου�ε E = {A,B} το σύνολο των καταστάσεων στις οποίες τελειώνει το γκέι�, τότε, �ε τον
συ�βολισ�ό του Παραδείγ�ατος 19 θέλου�ε να υπολογίσου�ε την GE(ι) = E

�
TE |X0 = ι

�
. Θεωρού�ε το

ΠΣΤ �
Lg(x) = −1, αν x /∈ E

g(x) = 0, αν x ∈ E.

Γράφοντας τις εξισώσεις Lg(x) = −1 διαδοχικά για x ∈ {α, ι,β} έχου�ε:

για x = α : g(α) = pg(A) + (1− p)g(ι) + 1 = (1− p)g(ι) + 1

για x = ι : g(ι) = pg(α) + (1− p)g(β) + 1

για x = β : g(β) = pg(ι) + (1− p)g(B) + 1 = pg(ι) + 1
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Το σύστη�α αυτό έχει �οναδική λύση

g(ι) =
2

p2 + (1− p)2
, g(α) = (1− p)g(ι) + 1, g(β) = pg(ι) + 1

που είναι �η αρνητική. Επο�ένως η GE θα ικανοποιεί και αυτή το παραπάνω ΠΣΤ και λόγω �οναδικότητας
θα ταυτίζεται �ε αυτήν τη λύση. �ηλαδή,

GE(ι) = E
�
TE |X0 = ι

�
=

2

p2 + (1− p)2
.

Παράδειγ�α 26 Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός ζαριών που πρέπει να ρίξου�ε �ε ένα τί�ιο ζάρι
�έχρι να ε�φανιστούν τέσσερα διαδοχικά εξάρια; Μέχρι να ε�φανιστεί για πρώτη φορά η ακολουθία 6,5,4,3;

Πριν προχωρήσου�ε σε υπολογισ�ούς, αφιερώστε ένα λεπτό για να αναλογιστείτε σε ποια περιπτώση
είναι �εγαλύτερος ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός ζαριών �έχρι την ε�φάνιση της ακολουθίας στόχου. Αν δεν
σας είναι φανερό, ξανασκεφτείτε την ερώτηση αφού έχετε �ελετήσει τη λύση.

Μπορού�ε να περιγράψου�ε το πρώτο πείρα�α �ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στο σύνολο X = N0. �ιαι-
σθητικά, η κατάσταση της αλυσίδας θα δείχνει το τρέχον σερί �ας από εξάρια. Πιο συγκεκρι�ένα, αν
{ζn}n∈N είναι τα αποτελέσ�ατα των ζαριών �ας �πορού�ε να ορίσου�ε X0 = 0, ενώ για n ∈ N να θέσου�ε

Xn = k ⇔ ζn−k �= 6 και ζj = 6, για κάθε j ∈ {n− k + 1, . . . , n}.

�ιαπιστώνει κανείς ότι η {Xn}n είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε πιθανότητες �ετάβασης

p(k, k + 1) =
1

6
και p(k, 0) =

5

6
, για κάθε k ∈ N0.

Πράγ�ατι, αν έχου�ε ήδη σχη�ατίσει ένα σερί από k εξάρια και αν στην επό�ενη ζαριά �ας φέρου�ε 6,
τότε το σερί �ας θα διευρυνθεί σε k + 1, ενώ αν φέρου�ε οτιδήποτε άλλο, το τρέχον σερί �ας θα πέσει
στο �ηδέν. Με τον συ�βολισ�ό που αναπτύξα�ε, αν ορίσου�ε

T4 = inf{n ≥ 0 : Xn = 4}

τότε η απάντηση στο ερώτη�ά �ας είναι η E
�
T4 |X0 = 0

�
. Θα υπολογίσου�ε αυτή την ανα�ενό�ενη τι�ή

λύνοντας το ΠΣΤ �
Lg(x) = −1, αν x ∈ {0, 1, 2, 3}
g(x) = 0, αν x = 4.

Γράφου�ε τις εξισώσεις που προκύπτουν διαδοχικά για x = 0, 1, 2, 3.

x = 0 : g(0) =
1

6
g(1) +

5

6
g(0) + 1

x = 1 : g(1) =
1

6
g(2) +

5

6
g(0) + 1

x = 2 : g(2) =
1

6
g(3) +

5

6
g(0) + 1

x = 3 : g(3) =
1

6
g(4) +

5

6
g(0) + 1 =

5

6
g(0) + 1.

Το παραπάνω σύστη�α έχει �οναδική λύση g(0) = 1.554, g(1) = 1.548, g(2) = 1.512, g(3) = 1.296,
επο�ένως από το Θεώρη�α 9 θα έχου�ε

E
�
T4 |X0 = 0

�
= 1.554.
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Σε ό,τι αφορά στο δεύτερο πείρα�α, �πορού�ε πάλι να το περιγράψου�ε �ε τη βοήθεια �ιας �αρκοβιανής
αλυσίδας στον χώρο X = {0, 1, 2, 3, 4} που θα �ας δείχνει πόσα από τα ψηφία της ακολουθίας-στόχου
έχου�ε σχη�ατίσει. Την πρώτη φορά που θα ε�φανιστεί η ακολουθία ζαριών 6,5,4,3 η αλυσίδα αυτή θα
φτάσει για πρώτη φορά στην κατάσταση 4 και θα παρα�είνει στην κατάσταση αυτή εφεξής. �εν είναι
δύσκολο να βρει κανείς τον πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης της αλυσίδας

P =





0 1 2 3 4

0 5/6 1/6 0 0 0
1 2/3 1/6 1/6 0 0
2 2/3 1/6 0 1/6 0
3 2/3 1/6 0 0 1/6
4 0 0 0 0 1




.

Για παράδειγ�α, αν κάποια στιγ�ή η αλυσίδα είναι στην κατάσταση 2, αυτό ση�αίνει ότι η προτελευταία ζαριά
ήταν 6, ενώ η τελευταία 5. Αν στην επό�ενη ζαριά φέρου�ε 4 (πιθανότητα 1/6) η επό�ενη κατάσταση
της αλυσίδας θα είναι η 3, αφού θα έχου�ε σχη�ατίσει 3 από τα 4 ψηφία της ακολουθίας στόχου. Αν
φέρου�ε 6 (πιθανότητα 1/6) τότε το σερί �ας θα έχει σπάσει, αλλά θα έχου�ε ήδη έτοι�ο το πρώτο ψηφίο
(6) της ακολουθίας στόχου, οπότε επό�ενη κατάσταση της αλυσίδας θα είναι η 1. Αν τέλος φέρου�ε 1,
2, 3, ή 5 (πιθανότητα 2/3), η επό�ενη κατάσταση της αλυσίδας θα είναι το 0. Με ανάλογα επιχειρή�ατα
�πορεί κανείς να γε�ίσει και τις υπόλοιπες γρα��ές του πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης. ΄Οπως και πριν, η
E
�
T4 |X0 = 0

�
�πορεί να βρεθεί λύνοντας το ΠΣΤ

�
Lg(x) = −1, αν x ∈ {0, 1, 2, 3}
g(x) = 0, αν x = 4.

Γράφου�ε τις εξισώσεις που προκύπτουν διαδοχικά για x = 0, 1, 2, 3.

x = 0 : g(0) =
1

6
g(1) +

5

6
g(0) + 1

x = 1 : g(1) =
1

6
g(2) +

1

6
g(1) +

2

3
g(0) + 1

x = 2 : g(2) =
1

6
g(3) +

1

6
g(1) +

2

3
g(0) + 1

x = 3 : g(3) =
1

6
g(4) +

1

6
g(1) +

2

3
g(0) + 1 =

1

6
g(1) +

2

3
g(0) + 1.

Το παραπάνω σύστη�α έχει �οναδική λύση g(0) = 1.296, g(1) = 1.290, g(2) = 1.260, g(3) = 1.080,
επο�ένως από το Θεώρη�α 9 θα έχου�ε E

�
T4 |X0 = 0

�
= 1.296.

Με παρό�οιο τρόπο, κάνοντας δηλαδή ανάλυση πρώτου βή�ατος, δεν είναι δύσκολο να βρού�ε και τη
γεννήτρια συνάρτηση του χρόνου πρώτης άφιξης ΨA : R+ → [0, 1] �ε

ΨA(s;x) = Ex

�
e−sTA

�
,

που χαρακτηρίζει πλήρως την κατανο�ή του χρόνου TA.

Θεώρη�α 10 Ας είναι A ⊂ X και TA = inf{k ≥ 0 : Xk ∈ A} ο χρόνος πρώτης άφιξης στο A. Για κάθε
s > 0 η συνάρτηση ψ(x) = Ex

�
e−sTA

�
ικανοποιεί το ΠΣΤ

�
Lu(x) = (es − 1)u(x), αν x /∈ A

u(x) = 1, αν x ∈ A.
(3.17)

Επιπλέον, αν u : X → [0,∞) �ια �η αρνητική λύση του (3.17), τότε u(x) ≥ ΨA(s;x), για κάθε x ∈ X.
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Απόδειξη: Αν x ∈ A, τότε TA(ω) = 0 στο ενδεχό�ενο {ω : X0(ω) = x} και άρα ψ(x) = Ex

�
e−s0

�
= 1.

Αν x /∈ A τότε �ε ανάλυση πρώτου βή�ατος έχου�ε

ψ(x) = Ex

�
e−sTA

�
=

�

y∈X
P
�
X1 = y |X0 = x

�
E
�
e−sTA |X0 = x,X1 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y) E

�
e−sT

+
A |X0 = x,X1 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y) E

�
e−sT

+
A |X1 = y

�
=

�

y∈X
p(x, y) E

�
e−sT

+
A |Y0 = y

�

=
�

y∈X
p(x, y)e−sψ(y),

αφού από τη �αρκοβιανή ιδιότητα η {Yn}n∈N0 �ε Yn = Xn+1 έχει τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης όπως η
{Xn}n και T+

A
= inf{k > 0 : Xk ∈ A} = inf{k ≥ 0 : Yk ∈ A}+ 1. Επο�ένως

(es − 1)ψ(x) =
�

y∈X
p(x, y)ψ(y)− ψ(x) = Lψ(x).

Η απόδειξη του δεύτερου ισχυρισ�ού είναι αντίστοιχη �ε αυτήν του Θεωρή�ατος 7 και αφήνεται για ε-
ξάσκηση.

3.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 34 Θεωρήστε τη �αρκοβιανή αλυσίδα της ΄Ασκησης 23. Υπολογίστε την πιθανότητα η αλυσίδα
να καταλήξει σε καθε�ία από τις κλειστές κλάσεις της, όταν ξεκινάει από τις καταστάσεις 3, 4, 5. Ποια
είναι αυτή η πιθανότητα, αν αρχικά η αλυσίδα επιλέγει τυχαία �ία από τις τρεις αυτές καταστάσεις και
ξεκινά από εκεί; Στην τελευταία περίπτωση, ποια είναι η πιθανότητα να φτάσει η αλυσίδα στην κατάσταση
1 πριν φτάσει στην κατάσταση 8; Υπόδειξη για το τελευταίο ερώτη�α: δεν χρειάζεται να λύσετε ένα ΠΣΤ
από την αρχή. Χρησι�οποιήστε τις ιδιότητες των επαναληπτικών κλάσεων.

΄Ασκηση 35 ΄Εχετε €1 και θέλετε να συ�πληρώσετε γρήγορα ένα ποσό €10. Για το σκοπό αυτό παίζετε
ένα παιχνίδι �ε τους εξής κανόνες. Σε κάθε γύρο η πιθανότητα νίκης σας είναι 0 < p < 1, ανεξάρτητα από
τα αποτελέσ�ατα των προηγού�ενων γύρων. Πριν από κάθε γύρο, επιλέγετε το ποσό που στοιχη�ατίζετε.
Αν κερδίσετε σας επιστρέφεται το διπλάσιο του στοιχή�ατός σας, αν όχι, χάνετε το ποσό που ποντάρατε
σ΄ αυτόν τον γύρο. ΄Εχετε αποφασίσει να ποντάρετε όσα χρή�ατα έχετε, αν αυτά είναι λιγότερα από €5,
διαφορετικά όσα χρειάζεστε για να φτάσετε τα €10.
α) Ποια είναι η πιθανότητα να φτάσετε ποτέ τα €10 �ε αυτήν τη στρατηγική;
β) Ποια είναι η πιθανότητα να φτάσετε ποτέ τα €10, αν σε κάθε γύρο ποντάρετε €1;
γ) Με τη βοήθεια του υπολογιστή παραστήστε σε ένα κοινό γράφη�α τα παραπάνω αποτελέσ�ατα ως
συνάρτηση του p ∈ (0, 1). Τι παρατηρείτε;
δ) Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος χρόνος �έχρι να χάσετε τα χρή�ατά σας ή να φτάσετε τα €10 σε καθε�ία
από τις παραπάνω περιπτώσεις;

΄Ασκηση 36 �ίνεται ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασηςP �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας στον X = {s1, . . . , s5}, p ∈
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(0, 1) .

P =





s1 s2 s3 s4 s5
s1 1 0 0 0 0
s2 p 0 1− p 0 0
s3 0 1− p 0 p 0
s4 0 0 p 0 1− p
s5 0 0 0 0 1




.

α) Αν Ti = inf{k ≥ 0 : Xk = si} είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης στην κατάσταση si, υπολογίστε την
πιθανότητα

P
�
T1 < T5 | X0 = s3

�
.

β) Αν έχετε ένα κέρ�α που φέρνει κορώνα �ε πιθανότητα p �= 1/2, �πορείτε �ε τη βοήθεια της παραπάνω
αλυσίδας να φτιάξετε έναν αλγόριθ�ο που �ι�είται το στρίψι�ο ενός τί�ιου κέρ�ατος; Συγκεκρι�ένα
θέλου�ε ο αλγόριθ�ος να τερ�ατίζει �ε πιθανότητα 1 σε πεπερασ�ένο χρόνο και �ε πιθανότητα 1/2 σε
καθε�ία από τις δύο δυνατές τελικές καταστάσεις.

΄Ασκηση 37 ΄Ενα διωνυ�ικό δέντρο �ε ρίζα είναι ένας άπειρος γράφος, χωρίς κλειστά �ονοπάτια, �ε �ία
διακεκρι�ένη κορυφή R (τη ρίζα) από την οποία διέρχεται �ία
ακ�ή, ενώ από κάθε άλλη κορυφή του διέρχονται τρεις ακ�ές
όπως στο διπλανό σχή�α. ΄Ενας τυχαίος περίπατος σ΄ αυτόν τον
γράφο είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στο σύνολο V των κορυ-
φών του γράφου, που επιλέγει σε κάθε βή�α τυχαία �ία από τις
κορυφές �ε τις οποίες συνδέεται �ε ακ�ή και �ετακινείται εκεί.
Αν ξεκινήσου�ε από την κορυφή που συνδέεται �ε τη ρίζα, ποια
είναι η πιθανότητα να φτάσου�ε κάποια στιγ�ή στη ρίζα; Είναι
αυτός ο περίπατος παροδικός ή επαναληπτικός; R

΄Ασκηση 38 Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός των φορών που πρέπει να στρίψου�ε ένα τί�ιο νό�ισ�α,
�έχρι να ε�φανιστεί �ια σειρά απόN ίδια αποτελέσ�ατα; Ποια είναι η απάντηση, αν η πιθανότητα να φέρου�ε
γρά��ατα σε κάθε στρίψι�ο είναι p �= 1

2 ;

΄Ασκηση 39 Κάθε φορά που επισκέπτεστε ένα εστιατόριο επιλέγετε ένα από τα N πιάτα του �ενού
τυχαία. Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός των επισκέψεων που θα χρειαστείτε �έχρι να δοκι�άσετε όλα
τα πιάτα;

΄Ασκηση 40 Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός ζαριών που πρέπει να ρίξου�ε �έχρι το άθροισ�α των
ενδείξεων να είναι πολλαπλάσιο του 7;

΄Ασκηση 41 �είξτε ότι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός ζαριών �έχρι να φέρου�ε n διαδοχικά 6άρια �ε ένα τί�ιο
ζάρι είναι tn = 1, 2× (6n − 1).

΄Ασκηση 42 Απαντήστε τα παρακάτω ερωτή�ατα για τη �αρκοβιανή αλυσίδα της ΄Ασκησης 6.
α) Αν αρχικά ο ρήγας βρίσκεται στο κέντρο, ποια είναι η πιθανότητα να βρίσκεται στο κέντρο �ετά από 4
βή�ατα;
β) Αν αρχικά ο ρήγας είναι αριστερά, ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός κινήσεων �έχρι να βρεθεί για
πρώτη φορά δεξιά;
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΄Ασκηση 43 Θεωρού�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn} στον X = N �ε πιθανότητες �ετάβασης

pk,k−1 =
k − 1

2k
=

1

2
− 1

2k
, pk,k+1 =

k + 1

2k
=

1

2
+

1

2k
, για k ∈ N.

Η Xn έχει �ια τάση να πηγαίνει δεξιά αλλά η τάση αυτή εξασθενεί όσο απο�ακρινό�αστε από το 1, οπότε
συ�περιφέρεται σχεδόν όπως ένας απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος. Για τον απλό, συ��ετρικό τυχαίο
περίπατο γνωρίζου�ε ότι απ΄ όπου κι αν ξεκινήσει θα φτάσει στο 1 �ε πιθανότητα 1. Αν T1 = inf{n ≥ 0 :
Xn = 1} υπολογίστε την πιθανότητα Pk

�
T1 < +∞

�
.

΄Ασκηση 44 Μια αράχνη κινείται τυχαία στον ιστό της, που αποτελείται από N ο�όκεντρα εξάγωνα και
τις ακτίνες τους. Πόσο χρόνο κατά �έσο όρο θα της πάρει για να φτάσει στο κέντρο του ιστού;

΄Ασκηση 45 Μια �αρκοβιανή αλυσίδα κινείται ανά�εσα σε έξι
καταστάσεις. Οι δυνατές �εταβάσεις εικονίζονται σαν ακ�ές στο
διπλανό σχή�α. Οι πιθανότητες �ετάβασης είναι συ��ετρικές,
δηλ. p(x, y) = p(y, x) για κάθε x, y ∈ {A,B,C,D,E, F} και
δίνονται και αυτές στο σχή�α. Π.χ. p(C,D) = p(D,C) = ε, �ε
0 < ε < 1.
α) Ορίζου�ε Tε = inf

�
m ≥ 0 : Xm ∈ {D,E, F}

�
τον χρόνο

εισόδου στο {D,E, F}. Υπολογίστε για x ∈ {A,B,C} την
E
�
T� | X0 = x

�
.

β) Υπολογίστε την ψ(x) = E
�
e−sεTε |X0 = x

�
για x = A,B,C

και βρείτε ποιο είναι το όριό της, καθώς ε → 0. Συ�περάνετε
ότι η τυχαία �εταβλητή εTε συγκλίνει κατά κατανο�ή σε �ια
εκθετική τυχαία �εταβλητή, �ε ρυθ�ό λ = 3.

A

B

DC

F

E

1+ε
2

ε

1−ε
2

1−ε
2

1−ε
2

1+ε
2

1−ε
2

΄Ασκηση 46 Στην άσκηση αυτή θα υπολογίσου�ε τις πιθανότητες �ετάβασης �ιας αλυσίδας, δεσ�ευ�ένης
να φτάσει σε ένα σύνολο A ⊂ X πριν φτάσει στο B. Συγκεκρι�ένα, ορίζου�ε για x ∈ X \ (A ∪B)

p̃(x, y) = P
�
Xn+1 = y |Xn = x, n < TA < TB

�
.

�είξτε ότι

p̃(x, y) = p(x, y)
ΦA,B(y)

ΦA,B(x)
.

Σαν εφαρ�ογή λύστε το ακόλουθο πρόβλη�α. Η Αλίκη και ο Βασίλης είχαν από δέκα κέρ�ατα και έπαιξαν
κορώνα/γρά��ατα, ποντάροντας από ένα κέρ�α σε κάθε γύρο, �έχρι ένας από τους δύο να συγκεντρώσει
και τα είκοσι κέρ�ατα. Με δεδο�ένο ότι κέρδισε η Αλίκη, ποια είναι η πιθανότητα να �εσολάβησε κάποια
στιγ�ή που η Αλίκη είχε �είνει �ε ένα κέρ�α;

3.5 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

Για τις παρακάτω ασκήσεις �πορείτε να χρησι�οποιήσετε τη βασική ρουτίνα προσο�οίωσης πεπερασ�ένων
�αρκοβιανών αλυσίδων που είδα�ε στο Κεφάλαιο 1. Χρησι�οποιήστε τη ρουτίνα αυτή ως βιβλιοθήκη, όπως
κάνα�ε στον κώδικα ex1.py, ώστε να γράψετε κώδικες σε python που θα λύνουν αριθ�ητικά τα ακόλουθα
προβλή�ατα.

΄Ασκηση 47 Υπολογίστε προσεγγιστικά την πιθανότητα της ΄Ασκησης 34, προσο�οιώνοντας N =
10.000 �ονοπάτια της αλυσίδας και �ετρώντας πόσα από αυτά κατέληξαν σε καθε�ιά από τις κλειστές
κλάσεις.
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΄Ασκηση 48 Υπολογίστε προσεγγιστικά την πιθανότητα της ΄Ασκησης 40 �ε δύο τρόπους: α) ά�εσα και
β) θεωρώντας τη �αρκοβιανή αλυσίδα του υπολοίπου της ακέραιας διαίρεσης του αθροίσ�ατος των ζαριών
σας �ε το 7.

΄Ασκηση 49 Υπολογίστε προσεγγιστικά �ε Monte Carlo την πιθανότητα νίκης του παίκτη που σερβίρει
σε ένα γκέι� τένις, αν η πιθανότητα που έχει να κερδίσει κάθε πόντο είναι p = 0, 6.

΄Ασκηση 50 Ας υποθέσου�ε ότι p = 1/2 στο σενάριο της ΄Ασκησης 35 . ΄Εστω ότι θέλου�ε να υπο-
λογίσου�ε �ε �εθόδους Monte Carlo τον ανα�ενό�ενο αριθ�ό των γύρων που παίχτηκαν, δεδο�ένου ότι
καταφέρατε να φτάσετε τα €10. Υπάρχουν δύο τρόποι να το πετύχετε αυτό. α) Να προσο�οιώσετε ένα
�εγάλο αριθ�ό παρτίδων, π.χ. N = 10.000, να �ετρήσετε το πλήθος m από αυτές κατά τις οποίες φτάσατε
πραγ�ατικά τα €10, καθώς και των αριθ�ό των γύρων T1, . . . , Tm που παίχτηκαν σε αυτές τις παρτίδες.
Η εκτι�ήτρια της πιθανότητας που ψάχνετε είναι τότε η

T1 + T2 + · · ·+ Tm

m
.

β) Να χρησι�οποιήσετε την ιδέα της ΄Ασκησης 46, προσο�οιώνοντας N = 10.000 φορές την αλυσίδα
δεσ�ευ�ένη να φτάσει στο 10.

Γράψτε �ια ρουτίνα που εκτι�ά τον ανα�ενό�ενο χρόνο 50 φορές �ε καθέναν από τους δύο τρόπους. Σε
ποια περίπτωση τα αποτελέσ�ατα που παίρνετε διαφέρουν �εταξύ τους λιγότερο; Μπορείτε να εξηγήσετε
γιατί; Κάντε τώρα το ίδιο για p = 1/4. Τι παρατηρείτε;
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Κεφάλαιο 4

Martingales

4.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα εισαγάγου�ε την έννοια της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής για διακριτές τυχαίες �ετα-
βλητές και θα δού�ε πότε χαρακτηρίζου�ε �ια στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου ως martingale.
Μια βασική ιδιότητα που έχει �ια martingale είναι ότι η ανα�ενό�ενη τι�ή της �ένει σταθερή στον χρόνο
ακό�α και όταν αυτή υπολογίζεται για έναν φραγ�ένο χρόνο διακοπής. ΄Οπως θα δού�ε, αυτή η ιδιότητα
είναι ένα πολύ ισχυρό υπολογιστικό εργαλείο, ιδιαίτερα όταν η στοχαστική διαδικασία συ�βαίνει να είναι
ταυτόχρονα �αρκοβιανή. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε στις εξαιρετικές αναφορές [2], [8] και [9].

4.2 �εσ�ευ�ένη �έση τι�ή

Στην παράγραφο αυτή θα ορίσου�ε τη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή ως προς �ια διακριτή τυχαία �εταβλητή. Ας
υποθέσου�ε λοιπόν ότι οι X,Y είναι τυχαίες �εταβλητές, ορισ�ένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας, που
παίρνουν τι�ές στα αριθ�ήσι�α σύνολα X,Y αντίστοιχα. Ας συ�βολίζου�ε �ε pXY την από κοινού σ.�.π.
των X και Y , δηλαδή

pXY (x, y) = P
�
X = x, Y = y

�
, x ∈ X, y ∈ Y.

Οι περιθώριες σ.�.π. των X,Y �πορούν εύκολα να υπολογιστούν από την από κοινού σ.�.π. ως εξής.

pX(x) = P
�
X = x

�
=

�

y∈Y
P
�
X = x, Y = y

�
, x ∈ X

και
pY (y) = P

�
Y = y

�
=

�

x∈X
P
�
X = x, Y = y

�
, y ∈ X.

Υποθέτου�ε χωρίς βλάβη ότι pY (y) > 0 για κάθε y ∈ Y, αφού, αν pY (y) = 0, �πορού�ε να αφαιρέσου�ε
ένα τέτοιο y από το Y. Η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα του ενδεχο�ένου {X = x} δεδο�ένου του ενδεχο�ένου
{Y = y} είναι

P
�
X = x |Y = y

�
=

P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� .

Η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα του ενδεχο�ένου {X = x} ως προς την τυχαία �εταβλητή Y είναι �ια τυχαία
�εταβλητή, που είναι συνάρτηση της Y και η τι�ή της, όταν Y = y, είναι P

�
X = x

��Y = y
�
. ΄Εχει ση�ασία

να έχου�ε κατά νου ότι η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα ως προς �ια τυχαία �εταβλητή είναι εν γένει �ια τυχαία
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�εταβλητή και όχι ένας αριθ�ός. Η τι�ή της αλλάζει ανά�εσα στα ση�εία του δειγ�ατικού χώρου Ω. Αν
ό�ως θεωρήσου�ε τη δια�έριση του Ω

Ω =
�

y∈Y
{ω ∈ Ω : Y (ω) = y} =

�

y∈Y
{Y = y},

τότε, σε καθένα από τα ενδεχό�ενα {Y = y}, η τι�ή της P
�
X = x |Y

�
παρα�ένει σταθερή και ίση προς

P
�
X = x

��Y = y
�
. ΄Εχου�ε λοιπόν ότι

P
�
X = x |Y

�
= p(x|Y ), όπου p(x|y) = P

�
X = x

��Y = y
�
=

P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� , y ∈ Y.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε y ∈ Y, η p(· |y) είναι �ια σ.�.π. στον X. Επο�ένως, �πορού�ε να φανταζό�αστε
την P

�
X = · |Y

�
ως �ια τυχαία σ.�.π.

Ορισ�ός: ΄Εστω X �ια πραγ�ατική, διακριτή, τυχαία �εταβλητή, �ε E
�
|X|

�
< ∞. Ορίζου�ε τη δε-

σ�ευ�ένη �έση τι�ή (conditional expectation) της X ως προς τη διακριτή τυχαία �εταβλητή Y , ως την
ανα�ενό�ενη τι�ή της X, υπολογισ�ένη �ε βάση την τυχαία σ.�.π. P

�
X = · |Y

�
, δηλαδή

E
�
X
��Y

�
=

�

x∈X
x P

�
X = x |Y

�
. (4.1)

Η συνθήκη E
�
|X|

�
< ∞ εξασφαλίζει ότι το δεξί �έλος είναι πεπερασ�ένο. Παρατηρήστε ότι η E

�
X
��Y

�
,

ως γρα��ικός συνδυασ�ός των P
�
X = x |Y

�
, είναι κι αυτή �ια πραγ�ατική τυχαία �εταβλητή, η οποία είναι

συνάρτηση της Y . Αυτή η συνάρτηση, g(Y ) = E
�
X
��Y

�
, έχει τη σταθερή τι�ή g(y) =

�
x∈X x P

�
X =

x |Y = y
�
σε καθένα από τα ενδεχό�ενα {Y = y}.

Παράδειγ�α 27 Ρίχνετε ένα ζάρι και στη συνέχεια στρίβετε τόσα κέρ�ατα όσα η ένδειξη του ζαριού,
Y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Αν X ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} είναι το πλήθος των κεφαλών που θα φέρετε, τότε η
δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της X, δεδο�ένου ότι Y = y, είναι διωνυ�ική bin(y, 12), δηλαδή

P
�
X = x

��Y = y
�
=

�
y

x

�
1

2y
.

Η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή της X ως προς την Y είναι �ια τυχαία �εταβλητή, που στο ενδεχό�ενο {Y = y}
έχει την τι�ή

y�

x=0

x

�
y

x

�
1

2y
=

y

2
.

Επο�ένως, E
�
X

��Y
�
= Y

2 .

Θεώρη�α 11 Η g(Y ) = E
�
X

��Y
�
της σχέσης (4.1) είναι η �οναδική συνάρτηση της Y για την οποία

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
, για κάθε συνάρτηση h : Y → [0, 1]. (4.2)
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Απόδειξη: Θα δείξου�ε πρώτα ότι η g(Y ) = E
�
X

��Y
�
της (4.1) έχει την ιδιότητα (4.2). Πράγ�ατι, από

τον ορισ�ό της δεσ�ευ�ένης πιθανότητας και το Θεώρη�α Fubini-Tonelli έχου�ε

E
�
Xh(Y )

�
=

�

x∈X

�

y∈Y
xh(y)P

�
X = x, Y = y

�

=
�

x∈X

�

y∈Y
xh(y)P

�
X = x

��Y = y
�
P
�
Y = y

�

=
�

y∈Y
h(y)

�
�

x∈X
xP

�
X = x

��Y = y
�
�
P
�
Y = y

�

=
�

y∈Y
h(y)g(y)P

�
Y = y

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
.

Θα δείξου�ε τώρα ότι η g είναι η �οναδική συνάρτηση της Y που έχει την ιδιότητα (4.2). ΄Εστω φ(Y ) �ια
συνάρτηση της Y για την οποία

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
φ(Y )h(Y )

�

για οποιαδήποτε συνάρτηση h : Y → [0, 1]. Επιλέγοντας

hy(Y ) =

�
1, αν Y = y

0, αν Y �= y

παίρνου�ε �

x∈X
xP

�
X = x, Y = y

�
= φ(y)P

�
Y = y

�
.

Επο�ένως, για κάθε y ∈ Y, έχου�ε

φ(y) =
�

x∈X
x
P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� = g(y). ✷

Το παραπάνω θεώρη�α �ας δίνει έναν εναλλακτικό ορισ�ό της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής ο οποίος έχει
δύο πλεονεκτή�ατα. Αφενός, δεν κάνει αναφορά στο είδος των τυχαίων �εταβλητών X,Y , ενώ ο αρχι-
κός ορισ�ός υποθέτει ότι οι X,Y έχουν διακριτή κατανο�ή. Αφετέρου, απλοποιεί συχνά τις αποδείξεις
ισχυρισ�ών που αφορούν στη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή, όπως θα δού�ε και στο ακόλουθο θεώρη�α.

Θεώρη�α 12 Θεωρού�ε Y, Z διακριτές τυχαίες �εταβλητές. Η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή έχει τις παρακάτω
ιδιότητες.

1. E
�
c1X1 + c2X2

��Y
�
= c1E

�
X1

��Y
�
+ c2E

�
X2

��Y
�
, για κάθε c1, c2 ∈ R.

2. E
�
E
�
X|Y

� �
= E

�
X
�
.

3. Αν οι X,Y είναι ανεξάρτητες, τότε η E
�
X|Y

�
είναι σταθερή και έχει την τι�ή E

�
X
�
.

4. Αν η f : Y → R είναι φραγ�ένη συνάρτηση, τότε E
�
Xf(Y )

��Y
�
= f(Y )E

�
X

��Y
�
.

5.
��E

�
X

��Y
� �� ≤ E

�
|X|

��Y
�
.

6. E
�
E
�
X

��Y, Z
� ���Y

�
= E

�
X

��Y
�
.
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7. Αν X1 ≤ X2, τότε E
�
X1

��Y
�
≤ E

�
X2

��Y
�
.

Απόδειξη: Σε όλη την απόδειξη η h είναι �ια συνάρτηση h : Y → [0, 1]. Για την (1), αν g1(Y ) = E
�
X1

��Y
�

και g2(Y ) = E
�
X2

��Y
�
, από τη γρα��ικότητα της �έσης τι�ής έχου�ε ότι

E
�
(c1X1 + c2X2)h(Y )

�
= c1E

�
X1h(Y )

�
+ c2E

�
X2h(Y )

�

= c1E
�
g1(Y )h(Y )

�
+ c2E

�
g2(Y )h(Y )

�
= E

�
(c1g1(Y ) + c2g2(Y ))h(Y )

�
.

Επο�ένως, από το Θεώρη�α 4.2,

E
�
c1X1 + c2X2

��Y
�
= c1g1(Y ) + c2g2(Y ) = c1E

�
X1

��Y
�
+ c2E

�
X2

��Y
�
.

Για την (2), αρκεί να επιλέξου�ε h(Y ) = 1 στο Θεώρη�α 4.2.
Για την (3), έχου�ε

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
X
�
E
�
h(Y )

�
= E

�
E
�
X
�
h(Y )

�
.

Η πρώτη ισότητα ισχύει λόγω της ανεξαρτησίας των X,Y και η δεύτερη γιατί η E
�
X
�
είναι �ια σταθερά.

Από το Θεώρη�α 4.2 έχου�ε λοιπόν ότι E
�
X|Y

�
= E

�
X
�
. Υπενθυ�ίζου�ε ότι, όταν η Y είναι σταθερή,

τότε είναι ανεξάρτητη από κάθε άλλη τυχαία �εταβλητή, επο�ένως E
�
X
��Y

�
= E

�
X
�
, για οποιαδήποτε

τυχαία �εταβλητή X. Για τον ίδιο λόγο, έχου�ε ότι E
�
c
��Y

�
= c, για οποιαδήποτε τυχαία �εταβλητή Y

και c ∈ R.
Για την (4), λόγω της γρα��ικότητας (ιδιότητα 1), αρκεί να υποθέσου�ε ότι η f είναι �η αρνητική και
φραγ�ένη από το 1. Πράγ�ατι, αν f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0} και M = sup |f |, έχου�ε ότι

f = M

�
f+

M
− f−

M

�
,

όπου οι f±/M είναι �η αρνητικές και φραγ�ένες από το 1. Σε αυτή την περίπτωση, εφόσον η f × h είναι
κι αυτή �ια συνάρτηση από το Y στο [0, 1], το Θεώρη�α 4.2 δίνει ότι για κάθε h : Y → [0, 1] έχου�ε

E
�
Xf(Y ) h(Y )

�
= E

�
Xf × h(Y )

�
= E

�
g(Y )f × h(Y )

�
= E

�
g × f(Y )h(Y )

�
,

όπου g(Y ) = E
�
X

��Y
�
. Επο�ένως, E

�
Xf(Y )

��Y
�
= f(Y )E

�
X

��Y
�
.

Για την (5), παρατηρήστε ότι, αν ορίσου�ε το θετικό και το αρνητικό �έρος τηςX ωςX+ = max{X, 0} ≥ 0
και X− = max{−X, 0} ≥ 0 αντίστοιχα, τότε X = X+ −X− και |X| = X+ +X−. Επο�ένως, από την
τριγωνική ανισότητα, έχου�ε

���E
�
X

��Y
� ��� =

���E
�
X+

��Y
�
− E

�
X− ��Y

� ��� ≤ E
�
X+

��Y
�
+ E

�
X− ��Y

�
= E

�
|X|

��Y
�
.

Για την (6), αν ορίσου�ε G(Y, Z) = E
�
X

��Y, Z
�
, έχου�ε αρχικά από τις ιδιότητες (5) και (1), ότι

E
�
|G(Y, Z)|

�
≤ E

�
E
�
|X|

��Y, Z
��

= E
�
|X|

�
< ∞.

Η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή E
�
G(Y, Z)

��Y
�
είναι λοιπόν καλά ορισ�ένη. Από το Θεώρη�α 4.2, αρχικά για την

G(Y, Z) και στη συνέχεια για τη X, έχου�ε ότι

E
�
G(Y, Z)h(Y )

�
= E

�
Xh(Y )

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
.

Επο�ένως, E
�
G(Y, Z)

��Y
�
= g(Y ) = E

�
X

��Y
�
.

Τέλος για την (7), από τη γρα��ικότητα της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής (ιδιότητα 1), αρκεί να δείξου�ε ότι

X ≥ 0 ⇒ E
�
X

��Y
�
≥ 0.
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Αν τώρα g(Y ) = E
�
X

��Y
�
και h(Y ) = {g(Y ) < 0} ≥ 0, τότε, από το Θεώρη�α 4.2

0 ≤ E
�
Xh(Y )

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
= E

�
g(Y ) {g(Y ) < 0}

�
≤ 0.

Προκει�ένου ό�ως να έχου�ε ισότητα στην τελευταία ανισότητα, θα πρέπει P
�
g(Y ) < 0

�
= 0. ✷

Παράδειγ�α 28 Πενήντα φοιτητές από το ΕΜΠ, εβδο�ήντα φοιτητές από το ΕΚΠΑ και 30 φοιτητές
από το ΟΠΑ παίρνουν �έρος σ΄ ένα διαγώνισ�α. Αν επιλέξου�ε τυχαία έναν από τους φοιτητές, �πορού�ε να
θεωρήσου�ε ως δειγ�ατικό χώρο του πειρά�ατος τύχης το σύνολο των φοιτητών και τότε το πανεπιστή�ιο
προέλευσής τους Y είναι �ια τυχαία �εταβλητή ορισ�ένη σε αυτόν τον χώρο, ενώ ο βαθ�ός τους στο
διαγώνισ�α X είναι �ια άλλη τυχαία �εταβλητή. Η E

�
X|Y

�
είναι �ια τυχαία �εταβλητή, που δίνει σε όλους

τους φοιτητές του Πανεπιστη�ίου Y τον �έσο όρο M(Y ) των φοιτητών του Y . Τότε η ιδιότητα 2 του
Θεωρή�ατος 12 ση�αίνει ότι ο �έσος όρος M των βαθ�ών όλων των φοιτητών δίνεται από τη

M =
50

150
M(EMΠ) +

70

150
M(EKΠA) +

30

150
M(OΠA),

δηλαδή ο �έσος όρος των βαθ�ών όλων των φοιτητών �πορεί να υπολογιστεί και ως ένας ζυγισ�ένος
�έσος των �έσων βαθ�ών κατά πανεπιστή�ιο, �ε βάρη τις πιθανότητες ο τυχαία επιλεγ�ένος φοιτητής να
προέρχεται από κάθε πανεπιστή�ιο.

4.3 Martingales

Σε αυτή την παράγραφο θα δού�ε πότε χαρακτηρίζου�ε �ια στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου ως
martingaleκαι κάποιες βασικές ιδιότητες αυτών των διαδικασιών.

Θυ�ηθείτε από το Κεφάλαιο 2 ότι, αν έχου�ε �ια ακολουθία από διακριτές τυχαίες �εταβλητές, όπως π.χ.
στην περίπτωση �ιας στοχαστικής διαδικασίας διακριτού χρόνου {Xn}n∈N0 και το ενδεχό�ενο A εξαρτάται
�όνο από τις τι�ές των X0, . . . , Xn, γράφου�ε A ∈ Fn. Για κάθε n ∈ N0, η Yn = (X0, . . . , Xn) είναι
�ια τυχαία �εταβλητή �ε τι�ές στον διακριτό χώρο Xn+1. Θα συ�βολίζου�ε τη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή �ιας
τυχαίας �εταβλητής Z ως προς την Yn �ε E

�
Z
��Fn

�
. Επο�ένως, η

E
�
Z
��Fn

�
= E

�
Z
��X0, . . . , Xn

�

είναι �ια τυχαία �εταβλητή που εξαρτάται �όνο από τις X0, . . . , Xn.

Ορισ�ός: Αν �ια τυχαία �εταβλητή X είναι συνάρτηση των X0, . . . , Xn, θα λέ�ε ότι η X είναι Fn-
�ετρήσι�η.

Ορισ�ός: Αν, για �ια στοχαστική διαδικασία {Mn}n∈N0 η τυχαία �εταβλητή Mn είναι Fn-�ετρήσι�η
για κάθε n ∈ N0, θα χαρακτηρίζου�ε την {Mn}n∈N0 προσαρ�οσ�ένη (adapted) στην {Fn}n∈N0 .

Ορισ�ός: Θα χαρακτηρίζου�ε �ια στοχαστική διαδικασία {Mn}n∈N0 �ε τι�ές στο R ως Fn-martingale,
αν για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

1. E
�
|Mn|

�
< ∞,

2. E
�
Mn+1

��Fn

�
= Mn.

Η πρώτη συνθήκη του ορισ�ού υπάρχει απλώς για να είναι καλά ορισ�ένη η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή που
ε�φανίζεται στη δεύτερη. Η ουσία του ορισ�ού βρίσκεται στη δεύτερη συνθήκη. Αυτό που χαρακτηρίζει
�ια martingale είναι ότι, �ε δεδο�ένο οτιδήποτε έχει συ�βεί �έχρι τη χρονική στιγ�ή n, η ανα�ενό�ενη τι�ή
της �ετά το επό�ενο βή�α είναι ίδια �ε τη ση�ερινή, όπως ακριβώς συ�βαίνει, σε κάθε γύρο ενός δίκαιου
παιχνιδιού, �ε την περιουσία κάποιου που στοιχη�ατίζει σ΄ αυτό. Παρατηρήστε επίσης ότι, από την ιδιότητα
2 του ορισ�ού, �ια διαδικασία που είναι Fn-martingale, είναι πάντα προσαρ�οσ�ένη στην {Fn}n∈N0 .
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Παράδειγ�α 29 ΄Ενας απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος {Sn}n∈N0 στο Z είναι martingale. Πράγ-
�ατι, αν S0 = x ∈ Z, έχου�ε ότι για κάθε n ∈ N

Sn = Sn−1 +Xn = x+
n�

k=1

Xk,

όπου η {Xn}n∈N είναι �ια ακολουθία ανεξάρτητων, ισόνο�ων τυχαίων �εταβλητών, που παίρνουν τις τι�ές
+1 ή -1, �ε πιθανότητα 1

2 καθε�ιά. ΄Εχου�ε λοιπόν ότι |Sn| ≤ |x|+ n < ∞, ενώ

E
�
Sn+1

��Fn

�
= E

�
Sn +Xn+1

��Fn

�
= E

�
Sn

��Fn

�
+ E

�
Xn+1

��Fn

�
= Sn + E

�
Xn+1

�
= Sn.

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την ιδιότητα 1 του Θεωρή�ατος 12, ενώ η τρίτη ισότητα από τις ιδιότητες
3 και 4 του ίδιου θεωρή�ατος.

Παράδειγ�α 30 Αν {Sn}n∈N0 είναι ο απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος του προηγού�ενου παραδε-
ίγ�ατος, τότε η διαδικασία {Mn}n∈N0 �εMn = S2

n−n είναι martingale. Πράγ�ατι, εφόσον |Sn| ≤ |x|+n,
έχου�ε ότι E

�
Mn

�
≤ (|x|+ n)2 < ∞. Από τις ιδιότητες 1, 3 και 4 του Θεωρή�ατος 12, έχου�ε τώρα ότι

E
�
S2
n+1

��Fn

�
= E

�
S2
n + 2SnXn+1 +X2

n+1

��Fn

�
= S2

n + 2SnE
�
Xn+1

��Fn

�
+ E

�
1
��Fn

�

= S2
n + 2SnE

�
Xn+1

�
+ 1 = S2

n + 1.

Αφαιρώντας n+ 1 από τα δύο �έλη, παίρνου�ε ότι E
�
Mn+1

��Fn

�
= Mn.

Παράδειγ�α 31 ΄Εστω z ∈ (0, 1). Για τον απλό, συ��ετρικό, τυχαίο, περίπατο των προηγού�ενων
παραδειγ�άτων θα εξετάσου�ε αν, για κάποια σταθερά α = α(z) > 0, η διαδικασία {Mn}n∈N0 �ε

Mn = αSnzn

είναι martingale. Η πρώτη συνθήκη του ορισ�ού ελέγχεται εύκολα όπως στα προηγού�ενα παραδείγ�ατα.
Τώρα, από τις ιδιότητες 3 και 4 του Θεωρή�ατος 12

E
�
Mn+1

��Fn

�
= E

�
αSnαXn+1zn+1

��Fn

�
= zn+1αSnE

�
αXn+1

��Fn

�

= zMnE
�
αXn+1

�
=

1

2
zMn

�
α+

1

α

�
.

Επο�ένως, η {Mn}n∈N0 είναι martingale, αν και �όνο αν

α+
1

α
=

2

z
⇔ α =

1±
√
1− z2

z
.

Παράδειγ�α 32 Αν η Z είναι �ια τυχαία �εταβλητή �ε E
�
|Z|

�
< ∞, τότε η Mn = E

�
Z
��Fn

�
είναι

martingale. Πράγ�ατι, από τις ιδιότητες 5 και 2 του Θεωρή�ατος 12, έχου�ε

E
�
|Mn|

�
= E

���E
�
Z
��Fn

� ��
�
≤ E

�
E
�
|Z|

��Fn

��
= E

�
|Z|

�
< ∞.

Επιπλέον, από την ιδιότητα 6 του Θεωρή�ατος 12, για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

E
�
Mn+1

��Fn

�
= E

�
E
�
Z
��Fn+1

� ��Fn

�
= E

�
Z
��Fn

�
= Mn.
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Παράδειγ�α 33 (�ετασχη�ατισ�ός martingale) ΄Εστω {Mn}n∈N0 �ια Fn-martingale. Θεωρού�ε �ια
στοχαστική διαδικασία {φn}n∈N0 προσαρ�οσ�ένη στην {Fn}n∈N0 , τέτοια ώστε, για κάθε n ∈ N0 η τυχαία
�εταβλητή φn είναι φραγ�ένη από �ια σταθερά Cn. Ορίζου�ε (φ ·M)0 = 0 και για n ∈ N

(φ ·M)n =
n−1�

k=0

φk(Mk+1 −Mk).

Η {(φ ·M)n}n∈N0 είναι �ια martingale. Η ιδιότητα 1 δεν είναι δύσκολο να ελεγχθεί, ενώ

E
�
(φ ·M)n+1

��Fn

�
= E

�
(φ ·M)n+φn(Mn+1−Mn)

��Fn

�
= (φ ·M)n+φnE

�
Mn+1−Mn

��Fn

�
= (φ ·M)n,

όπου στη δεύτερη ισότητα χρησι�οποιήσα�ε ότι η φn είναι Fn-�ετρήσι�η ώστε, από την ιδιότητα 4 του
Θεωρή�ατος 12, να τη βγάλου�ε εκτός της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής.

΄Εστω ότι παίζου�ε ένα τί�ιο παιχνίδι όπου πριν από κάθε γύρο ποντάρου�ε κάποια νο�ίσ�ατα. Σε κάθε
γύρο κερδίζου�ε ή χάνου�ε �ε πιθανότητα 1/2. Αν κερδίσου�ε σε κάποιον γύρο, �ας επιστρέφεται το
στοιχη�ά �ας στο διπλάσιο, διαφορετικά χάνου�ε όσα νο�ίσ�ατα στοιχη�ατίσα�ε. Αν πριν από κάθε γύρο
ποντάρου�ε ένα νό�ισ�α, η περιουσία �ας θα είναι ένας τυχαίος περίπατος στους ακεραίους

Mn = x+
n�

k=1

Xk.

Στην παραπάνω σχέση x είναι το αρχικό πλήθος των νο�ισ�άτων �ας, ενώ οι τυχαίες �εταβλητές Xk

παριστάνουν το κέρδος �ας κατά τον γύρο k και έχουν �έση τι�ή 0. Αν τώρα πριν από τον γύρο k + 1
ποντάρου�ε φk νο�ίσ�ατα, τότε η �εταβολή της περιουσίας �ας θα είναι φkXk+1 = φk(Mk+1 − Mk) και
η περιουσία �ας �ετά τον n-οστό γύρο θα είναι x+ (φ ·M)n. Μπορού�ε να επιτρέψου�ε στο ποντάρισ�ά
�ας να εξαρτάται απ΄ ό,τι έχει συ�βεί �έχρι τη στιγ�ή που ποντάρου�ε, αλλά όχι απ΄ ό,τι θα συ�βεί στο
�έλλον. Επο�ένως, για κάθε k ∈ N0, η φk είναι �ια τυχαία �εταβλητή, που εξαρτάται �όνο από τις
X1, X2, . . . , Xk, είναι δηλαδή Fk-�ετρήσι�η. Το προηγού�ενο παράδειγ�α �ας διδάσκει ότι, ακό�α κι αν
ποντάρου�ε χρησι�οποιώντας τη σοφία που έχου�ε κάθε φορά σωρεύσει, η περιουσία �ας θα είναι και πάλι
�ια martingale. Το ακόλουθο θεώρη�α �ας διδάσκει ότι δεν �πορού�ε να αυξήσου�ε την ανα�ενό�ενη
περιουσία �ας ποντάροντας έξυπνα.

Θεώρη�α 13 Αν η διαδικασία {Mn}n∈N0 είναι martingale, τότε E
�
Mn+k

��Fk

�
= Mk, για κάθε k ∈ N0

και n ∈ N. Ειδικότερα, E
�
Mn

�
= E

�
M0

�
, για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη: ΄Εστω k ∈ N0. Θα αποδείξου�ε τον ισχυρισ�ό �ε επαγωγή επί του n. Για n = 1 ο ισχυρισ�ός
συ�πίπτει �ε την ιδιότητα 2 του ορισ�ού �ιας martingale. ΄Εστω τώρα ότι E

�
Mn+k

��Fk

�
= Mk για κάποιο

n ∈ N. Από την ιδιότητα 6 του Θεωρή�ατος 12, έχου�ε

E
�
Mn+k+1

��Fk

�
= E

�
E
�
Mn+k+1

��Fn+k

� ���Fk

�
= E

�
Mn+k

��Fk

�
= Mk,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την επαγωγική υπόθεση. Ειδικότερα, για k = 0 έχου�ε
E
�
Mn

��F0
�
= M0. Το ζητού�ενο προκύπτει τώρα από την ιδιότητα 2 του Θεωρή�ατος 12, παίρνον-

τας την ανα�ενό�ενη τι�ή των δύο �ελών. ✷

Σύ�φωνα �ε το προηγού�ενο θεώρη�α, η ανα�ενό�ενη τι�ή �ιας martingale είναι η ίδια σε όποια χρονική
στιγ�ή n ∈ N0 κι αν την υπολογίσου�ε. ΄Ενα κεντρικό αποτέλεσ�α στη �ελέτη των martingale είναι ότι
η παραπάνω ιδιότητα παρα�ένει σε ισχύ ακό�α κι αν αυτή η χρονική στιγ�ή είναι ένας φραγ�ένος χρόνος
διακοπής.
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Θεώρη�α 14
�
επιλεκτικής διακοπής (optional stopping)

�
Αν η διαδικασία {Mn}n∈N0 είναι Fn-martingale

και ο τυχαίος χρόνος T είναι φραγ�ένος χρόνος διακοπής της {Xn}n∈N0 , τότε

E
�
MT

�
= E

�
M0

�
.

Απόδειξη: ΄Εστω N ένα άνω φράγ�α του χρόνου T . ΄Εχου�ε τότε ότι 1 =
�

N

k=0 {T = k} και

E
�
MT

�
=

N�

k=0

E
�
MT {T = k}

�
=

N�

k=0

E
�
Mk {T = k}

�
. (4.3)

Από το Θεώρη�α 13 έχου�ε ότι E
�
MN

��Fk

�
= Mk, για k = 0, 1, . . . , N − 1. Εφόσον ο T είναι χρόνος

διακοπής, η {T = k} εξαρτάται �όνο από τις X0, . . . , Xk και παίρνει τι�ές στο διάστη�α [0,1]. Επο�ένως,
από το Θεώρη�α 4.2 έχου�ε ότι

E
�
MN {T = k}

�
= E

�
Mk {T = k}

�
.

Αντικαθιστώντας τώρα στην (4.3) έχου�ε ότι

E
�
MT

�
=

N�

k=0

E
�
MN {T = k}

�
= E

�
MN

�
= E

�
M0

�
,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει πάλι από το Θεώρη�α 13. ✷

Παρατήρηση 1: Το προηγού�ενο θεώρη�α �ας διδάσκει ότι δεν �πορού�ε να αυξήσου�ε την ανα�ε-
νό�ενη περιουσία �ας σ΄ ένα τί�ιο παιχνίδι ακολουθώντας �ια στρατηγική εξόδου που �πορεί να εξαρτάται
απ΄ ό,τι έχει συ�βεί στο παρελθόν, αλλά οφείλει να έχει ολοκληρωθεί �έχρι κάποια συγκεκρι�ένη χρονική
στιγ�ή N .

Παρατήρηση 2: Η υπόθεση ότι ο χρόνος διακοπής T είναι φραγ�ένος είναι ουσιαστική. �εν �πορεί
εν γένει να αντικατασταθεί από την ασθενέστερη συνθήκη P

�
T < ∞

�
= 1, όπως φαίνεται στο παράδειγ�α

που ακολουθεί.

Παράδειγ�α 34 Θεωρού�ε έναν απλό, συ��ετρικό, τυχαίο περίπατο {Sn}n∈N0 στο Z, που ξεκινά από
το �ηδέν. ΄Εστω T1 = inf{k ≥ 0 : Xk = 1} ο χρόνος πρώτης άφιξης του περιπάτου στο 1. ΄Οπως
είδα�ε στο Παράδειγ�α 14, ο T1 είναι χρόνος διακοπής, ενώ, από το Παράδειγ�α 17, ο {Sn}n∈N0 είναι
επαναληπτικός. Το Λή��α 4 δίνει λοιπόν ότι P0

�
T1 < ∞

�
= 1. Είναι φανερό ό�ως ότι στο ενδεχό�ενο

{T1 < ∞} έχου�ε ST1 = 1, επο�ένως E
�
ST1

�
= 1, ενώ E

�
S0

�
= 0.

Παρατήρηση 3: Στην πράξη είναι σπάνιο να �πορεί να εξασφαλίσει κανείς ότι ένας ενδιαφέρων χρόνος
διακοπής T είναι φραγ�ένος. Σύ�φωνα ό�ως �ε το Παράδειγ�α 13, ο σταθερός χρόνος N ∈ N είναι χρόνος
διακοπής, ενώ, αξιοποιώντας το Πόρισ�α 1, ο χρόνος T ∧N = min{T,N} είναι χρόνος διακοπής και είναι
προφανώς φραγ�ένος από το N . Εφαρ�όζου�ε λοιπόν συνήθως το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για
τον T ∧N και προσπαθού�ε να περάσου�ε το αποτέλεσ�α που παίρνου�ε στον αρχικό χρόνο διακοπής T ,
στέλνοντας το N στο άπειρο. Θα δού�ε πώς ακριβώς δουλεύει αυτή η διαδικασία στα παραδείγ�ατα που
ακολουθούν.

Παράδειγ�α 35 ΄Ενας απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος {Sn}n∈N0 ξεκινάει από το x ∈ Z. Αν
a, b ∈ Z, �ε a < x < b και Ta, Tb είναι οι χρόνοι πρώτης άφιξης στα a, b αντίστοιχα, θέλου�ε να
υπολογίσου�ε την πιθανότητα Px

�
Tb < Ta

�
.
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Είδα�ε στο Παράδειγ�α 29 ότι η {Sn}n∈N0 είναι martingale, οπότε ά�εσα προκύπτει ότι και η {Mn}n∈N0

�ε Mn = Sn − a είναι martingale. ΄Οπως είδα�ε στο παράδειγ�α 14 οι Ta, Tb, αλλά και ο χρόνος

T = Ta,b = Ta ∧ Tb = inf
�
k ≥ 0 : Sk ∈ {a, b}

�

είναι χρόνοι διακοπής. Θα εφαρ�όσου�ε το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για τη martingale {Mn}n∈N0

και τον φραγ�ένο χρόνο διακοπής T ∧N . ΄Εχου�ε λοιπόν

x− a = Ex

�
M0

�
= Ex

�
MT∧N

�
= Ex

�
MT {T < N}

�
+ Ex

�
MN {T ≥ N}

�
.

Παρατηρήστε τώρα ότι MT = 0 στο ενδεχό�ενο {Ta < Tb ∧ N}, ενώ MT = b − a στο ενδεχό�ενο
{Tb < Ta ∧N}. ΄Εχου�ε λοιπόν ότι

x− a = (b− a) Px

�
Tb < Ta ∧N

�
+ Ex

�
MN {T ≥ N}

�
. (4.4)

Παρατηρήστε τώρα ότι η ακολουθία ενδεχο�ένων BN = {Tb < Ta ∧ N} είναι αύξουσα και ∪NBN =
{Tb < Ta}. Επο�ένως, αν στείλου�ε το N στο άπειρο, ο πρώτος προσθετέος στο δεξί �έλος τείνει στο
(b−a)Px

�
Tb < Ta

�
. Σε ό,τι αφορά στον δεύτερο προσθετέο παρατηρήστε ότι στο ενδεχό�ενο CN = {T ≥

N} ο περίπατος �έχρι τη χρονική στιγ�ή N δεν έχει βγει από το σύνολο {a, a+1, . . . , b−1, b}. Επο�ένως,
���Ex

�
MN {T ≥ N}

���� ≤ max{|a|, |b|} Px

�
T ≥ N

�
→ max{|a|, |b|} Px

�
T = ∞

�
,

αφού η ακολουθία ενδεχο�ένων CN είναι φθίνουσα, �ε ∩NCN = {T = ∞}. ΄Οπως έχου�ε δει ό�ως
ο απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος είναι επαναληπτικός, επο�ένως Px

�
T = ∞

�
= 0. Παίρνοντας

λοιπόν N → ∞ στην (4.4) παίρνου�ε ότι

Px

�
Tb < Ta

�
=

x− a

b− a
.

Παράδειγ�α 36 Στο προηγού�ενο παράδειγ�α θέλου�ε να υπολογίσου�ε τον ανα�ενό�ενο χρόνο ε-
ξόδου του περιπάτου από το σύνολο {a, a + 1, . . . , b − 1, b}. Θα χρησι�οποιήσου�ε τη martingale του
Παραδείγ�ατος 30 και τον φραγ�ένο χρόνο διακοπής Ta,b ∧N , όπου Ta,b = inf

�
k ≥ 0 : Sk ∈ {a, b}

�
είναι

ο χρόνος πρώτης άφιξης στο σύνολο {a, b}. ΄Εχου�ε λοιπόν για κάθε N ∈ N ότι

x2 = Ex

�
M0

�
= Ex

�
MTa,b∧N

�
= Ex

�
S2
Ta,b∧N

�
− Ex

�
Ta,b ∧N

�
. (4.5)

΄Οπως και στο προηγού�ενο παράδειγ�α,

lim
N→∞

Ex

�
S2
Ta,b∧N

�
= a2Px

�
Ta < Tb

�
+ b2Px

�
Tb < Ta

�
= x(a+ b)− ab.

Για να υπολογίσου�ε το όριο του Ex

�
Ta,b ∧N

�
, �πορού�ε είτε να επικαλεστού�ε το Θεώρη�α �ονότονης

σύγκλισης της Θεωρίας Μέτρου (δείτε το Πόρισ�α 1.6 στο [8]), είτε να χρησι�οποιήσου�ε το ακόλουθο
χρήσι�ο αποτέλεσ�α από τις Πιθανότητες. Αν X είναι �ια τυχαία �εταβλητή που παίρνει �ε πιθανότητα 1
τι�ές στους �η αρνητικούς ακεραίους, όπως π.χ. η Ta,b και η Ta,b ∧N στο παράδειγ�ά �ας, τότε

E
�
X
�
=

∞�

k=0

P
�
X > k

�
.

΄Εχου�ε λοιπόν ότι

Ex

�
Ta,b ∧N

�
=

∞�

k=0

Px

�
Ta,b ∧N > k

�
=

N−1�

k=0

Px

�
Ta,b > k

�
.
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Επο�ένως,

lim
N→∞

Ex

�
Ta,b ∧N

�
= lim

N→∞

N−1�

k=0

Px

�
Ta,b > k

�
=

∞�

k=0

Px

�
Ta,b > k

�
= Ex

�
Ta,b

�
.

Παίρνοντας το όριο N → ∞ στην (4.5) παίρνου�ε

Ex

�
Ta,b

�
= (x− a)(b− x).

Στην ειδική περίπτωση όπου −a = b = R και x = 0, αν συ�βολίσου�ε �ε TR = inf{k ≥ 0 : |Sk| ≥ R} τον
χρόνο άφιξης του περιπάτου στο {−R,R}, έχου�ε

E0
�
TR

�
= R2.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι ο ανα�ενό�ενος χρόνος �έχρι ο απλός, συ��ετρικός τυχαίος περίπατος να διανύσει
απόσταση R, είναι R2. Αυτό είναι ένα χαρακτηριστικό των διαχυτικών διαδικασιών, που δεν έχουν την
τάση να �ετακινούνται προς κάποια κατεύθυνση και η �ετακίνησή τους συ�βαίνει �όνο ως αποτέλεσ�α
τυχαίων διακυ�άνσεων.

Παράδειγ�α 37 Μπορού�ε, χρησι�οποιώντας το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής, να υπολογίσου�ε α-
κό�α και την κατανο�ή του χρόνου TR στο προηγού�ενο παράδειγ�α. Θυ�ηθείτε από το Παράδειγ�α 31
ότι, για z ∈ (0, 1), η διαδικασία αSnzn είναι martingale, αν

α =
1±

√
1− z2

z
.

Παρατηρήστε ότι οι παραπάνω τι�ές του α είναι η �ία αντίστροφη της άλλης. Εύκολα επίσης ελέγχεται ότι
το άθροισ�α δύο martingale είναι ο�οίως �ια martingale. Επο�ένως, η διαδικασία {Mn}n∈N0 , �ε

Mn =
�
αSn + α−Sn

�
zn,

είναι martingale. Εφαρ�όζοντας το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής γι΄ αυτήν τη martingale και τον φραγ-
�ένο χρόνο διακοπής TR ∧N , έχου�ε

αx + α−x = Ex

�
M0

�
= Ex

�
MTR∧N

�
= Ex

�
MTR {TR ≤ N}

�
+ Ex

�
MN {TR > N}

�
. (4.6)

Παρατηρήστε τώρα ότι, στο ενδεχό�ενο TR > N , ο περίπατος βρίσκεται �έσα στο σύνολο IR = {−R, . . . , R}
τη χρονική στιγ�ή N . Χρησι�οποιώντας ότι αk + α−k ≤ αR + α−R για κάθε k ∈ IR και ότι z ∈ (0, 1)
έχου�ε ότι

Ex

�
MN {TR > N}

�
≤ (αR + α−R)Px

�
TR > N

�
→ 0, καθώς N → ∞.

Επιπλέον, από τον ορισ�ό του χρόνου διακοπής TR, έχου�ε ότι MTR = (αR + α−R)zTR . Επο�ένως,

Ex

�
MTR {TR ≤ N}

�
= (αR + α−R)Ex

�
zTR {TR ≤ N}

�
= (αR + α−R)

N�

k=0

zkPx

�
TR = k

�

−→ (αR + α−R)
∞�

k=0

zkPx

�
TR = k

�
= (αR + α−R)Ex

�
zTR

�
.

Παίρνοντας το όριο καθώς N → ∞ στη σχέση (4.6) έχου�ε λοιπόν ότι

Ex

�
zTR

�
=

αx(z) + α−x(z)

αR(z) + α−R(z)
, z ∈ (0, 1),

όπου α(z) = 1−
√
1−z2

z
.
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4.4 Martingales και �αρκοβιανές αλυσίδες

Στην παράγραφο αυτή θα δού�ε πώς �πορού�ε να υπολογίσου�ε, �ε τη βοήθεια του Θεωρή�ατος επιλεκτι-
κής διακοπής, πολλές ενδιαφέρουσες ποσότητες που ε�φανίζονται όταν �ελετά�ε �αρκοβιανές αλυσίδες.

Ας ξεκινήσου�ε �ε έναν απλό υπολογισ�ό. ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον αριθ�ήσι�ο
χώρο καταστάσεων X. Θεωρού�ε �ια συνάρτηση f : X → R, τέτοια ώστε E

�
|f(Xn)|

�
< ∞ για κάθε

n ∈ N0. Από τη �αρκοβιανή ιδιότητα έχου�ε ότι E
�
f(Xn+1)

��Fn

�
= E

�
f(Xn+1)

��Xn

�
. Αυτή η δεσ�ευ-

�ένη �έση τι�ή είναι, όπως είδα�ε, �ια τυχαία �εταβλητή, η οποία είναι συνάρτηση της Xn, και η τι�ή της
στο ενδεχό�ενο {Xn = x} είναι

E
�
f(Xn+1)

��Xn = x
�
=

�

y∈X
p(x, y)f(y).

Επο�ένως,
E
�
f(Xn+1)

��Fn

�
=

�

y∈X
p(Xn, y)f(y). (4.7)

Θεώρη�α 15 Αν E
�
|f(Xn)|

�
< ∞ για κάθε n ∈ N0, τότε η στοχαστική διαδικασία {Mf

n}n∈N0 �ε
Mf

0 = f(X0) και

Mf

n = f(Xn)−
n−1�

k=0

Lf(Xk), για κάθε n ∈ N

είναι Fn-martingale.

Απόδειξη: Παρατηρήστε αρχικά ότι

Lf(Xk) =
�

y∈X
p(Xk, y)

�
f(y)−f(Xk)

�
=

�

y∈X
p(Xk)f(y)−f(Xk)

�

y∈X
p(Xk, y) = E

�
f(Xk+1)

��Fn

�
−f(Xk).

΄Εχου�ε επο�ένως

Mf

n+1 −Mf

n = f(Xn+1)− f(Xn)− Lf(Xn) = f(Xn+1)− E
�
f(Xn+1)

��Fn

�

και

Mf

n = Mf

0 +
n�

k=1

�
Mf

k
−Mf

k−1

�
= f(X0) +

n�

k=1

f(Xk)− E
�
f(Xk)

��Fk−1

�
.

Από την τριγωνική ανισότητα παίρνου�ε ότι E
�
|Mf

n |
�
< ∞, ενώ

E
�
Mf

n+1

��Fn

�
= Mf

n + E
�
Mf

n+1 −Mf

n

��Fn

�
= Mf

n . ✷

Χρησι�οποιώντας το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής, κάθε martingale που �πορού�ε να γράψου�ε �ας
δίνει �ια πληροφορία για τη συ�περιφορά της στοχαστικής διαδικασίας που �ελετά�ε. Το Θεώρη�α 15 �ας
προσφέρει έναν συστη�ατικό τρόπο για να κατασκευάζου�ε martingale που σχετίζονται �ε �ια �αρκοβιανή
ανέλιξη που θέλου�ε να αναλύσου�ε. Επιλέγοντας κατάλληλα τη συνάρτηση f , �πορού�ε να κάνου�ε
χρήσι�ους υπολογισ�ούς.
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Αυτή η ιδέα ρίχνει καινούργιο φως στα αποτελέσ�ατα του Κεφαλαίου 3. Για παράδειγ�α, αν επιλέξου�ε
ως f τη λύση του ΠΣΤ 3.2 





Lf(x) = 0, αν x /∈ A ∪B

f(x) = 1, αν x ∈ A

f(x) = 0, αν x ∈ B

(4.8)

και εφαρ�όσου�ε το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για τον χρόνο διακοπής TN = TA∪B ∧N , παίρνου�ε
ότι

f(x) = Ex

�
Mf

TN

�
= Ex

�
f(XTN )−

TN−1�

k=0

Lf(Xk)
�
= Ex

�
f(XTN )

�
, για κάθε N ∈ N,

όπου στην τελευταία ισότητα χρησι�οποιήσα�ε ότι πριν τον χρόνο TN , η αλυσίδα οπωσδήποτε βρίσκεται
εκτός των A και B, οπότε Lf(Xk) = 0 στο παραπάνω άθροισ�α. Προσέξτε ότι η εξίσωση που η f
ικανοποιεί εκτός των A και B, επιλέχθηκε ακριβώς ώστε να απλοποιήσει την παραπάνω έκφραση. Προσέξτε
ακό�η ότι οι συνοριακές συνθήκες για την f έχουν έτσι επιλεγεί, ώστε περνώντας στο όριο (όταν αυτό
είναι δυνατόν) το δεξί �έλος να �ας δίνει την πιθανότητα Px

�
TA < TB

�
.

Ανάλογα �πορεί να σκεφτεί κανείς και για τη λύση f του ΠΣΤ 3.13
�

Lf(x) = −1, αν x /∈ A

f(x) = 0, αν x ∈ A.
(4.9)

Εδώ έχου�ε επιλέξει την εξίσωση που ικανοποιεί η f εκτός του A, ώστε το άθροισ�α

−
TN−1�

k=0

Lf(Xk) = TN

να ε�φανίζει την ποσότητα της οποίας την ανα�ενό�ενη τι�ή θέλου�ε να βρού�ε. Επιπλέον, οι �ηδενικές
συνοριακές συνθήκες εξασφαλίζουν ότι δεν θα έχου�ε άλλους ανεπιθύ�ητους όρους.

Παράδειγ�α 38 Στον απλό, συ��ετρικό τυχαίο περίπατο θέλου�ε να υπολογίσου�ε τον ανα�ενό�ενο
αριθ�ό των επισκέψεων στο �ηδέν πριν από τον χρόνο εξόδου TR = inf{k ≥ 0 : |Sk| = R}, δηλαδή την

Ex

�
V (TR)

�
= Ex

� TR−1�

k=0

δ0(Xk)
�
.

Θα θέλα�ε να χρησι�οποιήσου�ε το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για τη martingale{Mf
n}n∈N0 , όπου η

f είναι �ια συνάρτηση που ικανοποιεί το ΠΣΤ
�

Lf(x) = −δ0(x), αν |x| < R

f(x) = 0, αν |x| > R.

Πράγ�ατι, �ε αυτή την επιλογή έχου�ε ότι

−
TN−1�

k=0

Lf(Xk) =
TR−1�

k=0

δ0(Xk)
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Επιπλέον, λόγω των συνοριακών συνθηκών, θα έχου�ε �ηδενική συνεισφορά από όρους της �ορφής
f(XTR). �εν είναι ιδιαίτερα δύσκολο να βρού�ε �ια συνάρτηση �ε αυτές τις ιδιότητες. Η συνθήκη

Lf(x) = 0 ⇔ f(x+ 1) + f(x− 1)

2
−f(x) = 0 ⇔ f(x+1)−f(x) = f(x)−f(x−1), x = 1, 2, . . . , R−1,

επιβάλλει η f να είναι γρα��ική για x ≥ 0. Για να ικανοποιήσου�ε ταυτόχρονα τη συνοριακή συνθήκη
στο R, θα πρέπει επο�ένως να έχου�ε f(x) = A(R − x) για x = 0, 1, . . . , R. Ο�οίως, θα πρέπει f(x) =
B(R+ x), για x = 0,−1, . . . ,−R. Θέτοντας x = 0 στους δύο κλάδους παίρνου�ε ότι f(0) = AR = BR,
επο�ένως έχου�ε A = B και

f(x) = A(R− |x|), x ∈ {−R,−R+ 1, . . . , R− 1, R}.

Θα υπολογίσου�ε τώρα τη σταθερά A, ώστε Lf(0) = −1. ΄Εχου�ε ό�ως

Lf(0) =
f(1) + f(−1)

2
− f(0) = −A,

επο�ένως f(x) = R − |x|. Εφαρ�όζου�ε τώρα το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για τη {Mf
n}n και τον

χρόνο διακοπής TR ∧N .

R− |x| = Ex

�
Mf

TR∧N
�
= Ex

�
f(XTR∧N )

�
+ Ex

�
V (TR ∧N)

�

= Ex

� �
R− |XN |

�
{TR > N}

�
+ Ex

� TR∧N−1�

k=0

δ0(Xk)
�
.

Ο πρώτος όρος του δεξιού �έλους φράσσεται από την RPx

�
TR > N

�
→ RPx

�
TR = ∞

�
= 0, αφού η

ακολουθία ενδεχο�ένων CN = {TR > N} είναι φθίνουσα και ∩NCN = {TR = ∞}. Για τον δεύτερο
όρο, �πορού�ε είτε να χρησι�οποιήσου�ε το Θεώρη�α �ονότονης σύγκλισης (Πόρισ�α 1.6 στο [8]), είτε
να ελέγξου�ε, �ε τη βοήθεια του Θεωρή�ατος Fubini-Tonelli, ότι

Ex

� TR∧N−1�

k=0

δ0(Xk)
�
=

N−1�

k=0

Ex

�
δ0(Xk) {TR > k}

�
.

΄Εχου�ε τότε ότι

lim
N→∞

Ex

� TR∧N−1�

k=0

δ0(Xk)
�
=

∞�

k=0

Ex

�
δ0(Xk) {TR > k}

�
= Ex

� TR−1�

k=0

δ0(Xk)
�
.

Επο�ένως,

Ex

� TR−1�

k=0

δ0(Xk)
�
= R− |x|.

Παράδειγ�α 39 Μπορού�ε να χρησι�οποιήσου�ε τις παραπάνω ιδέες για να δείξου�ε ότι ο απλός,
συ��ετρικός τυχαίος περίπατος στο Zd είναι παροδικός για d > 2. Θυ�ηθείτε ότι όταν d = 1 ή 2, ο απλός,
συ��ετρικός, τυχαίος περίπατος είναι επαναληπτικός. Για x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd ορίζου�ε

|x|2 =
d�

i=1

x2i
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και
V (x) = |x|−α, x �= 0, V (0) = 1.

Αν 0 < α < d − 2, �πορεί κανείς να ελέγξει ότι υπάρχει �ια σταθερά L = L(α, d) > 0, τέτοια ώστε
LV (x) ≤ 0, όταν |x| > L. Αν ξεκινήσου�ε τον περίπατο από κάποιο x ∈ Zd, �ε |x| > L και ορίσου�ε
TL = inf{k ≥ 0 : |Xk| ≤ L} να είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης του περιπάτου στη σφαίρα �ε κέντρο το 0
και ακτίνα L, το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής δίνει ότι

|x|−α = V (x) = Ex

�
V (XTL∧N )

�
− Ex

� TL∧N−1�

k=0

LV (Xk)
�
≥ Ex

�
V (XTL∧N )

�

Επιπλέον,

Ex

�
V (XTL∧N )

�
= Ex

�
V (XTL) {TL ≤ N}

�
+ Ex

�
V (XN ) {TL > N}

�
≥ L−αPx

�
TL ≤ N

�
.

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις, παίρνου�ε ότι

Px

�
TL ≤ N

�
≤

�
L

x

�α

.

Εφόσον τώρα η ακολουθία ενδεχο�ένων CN = {TL ≤ N} είναι αύξουσα και ∪NCN = {TL < ∞},
παίρνοντας το όριο καθώς N → ∞ έχου�ε ότι

Px

�
TL < ∞

�
≤

�
L

x

�α

< 1,

επο�ένως ο περίπατος είναι παροδικός.

Θεώρη�α 16 ΄Εστω A ⊂ X και g : A → R �ια φραγ�ένη συνάρτηση. Αν Px

�
TA < ∞

�
= 1 για κάθε

x ∈ Ac, τότε το ΠΣΤ �
Lf(x) = 0, αν x /∈ A

f(x) = g(x), αν x ∈ A
(4.10)

έχει το πολύ �ια φραγ�ένη λύση, που δίνεται από την

f(x) = Ex

�
g(XTA)

�
.

Απόδειξη: Το ότι η Ex

�
g(XTA)

�
λύνει το ΠΣΤ (4.10) αποδεικνύεται �ε ανάλυση πρώτου βή�ατος, �ε τρόπο

εντελώς ανάλογο �ε το Θεώρη�α 7 του Κεφαλαίου 3. �είξτε το για εξάσκηση. Για τη �οναδικότητα, ας
υποθέσου�ε ότι η f είναι φραγ�ένη και ικανοποιεί το ΠΣΤ 4.10. Από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής
έχου�ε ότι

f(x) = Ex

�
f(XTA∧N )

�
− Ex

� TA∧N−1�

k=0

Lf(Xk)
�
= Ex

�
f(XTA∧N )

�

= Ex

�
g(XTA) {TA ≤ N}

�
+ Ex

�
f(XN ) {TA > N}

�
.

Από την υπόθεση έχου�ε ότι Px

�
TA = ∞

�
= 0. Αν λοιπόν η σταθερά M είναι ένα κοινό φράγ�α των |f |

και |g|, τότε
���Ex

�
g(XTA) {TA > N}

�
+ Ex

�
f(XN ) {TA > N}

� ��� ≤ 2MPx

�
TA > N

�
→ 0.
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Επο�ένως, παίρνοντας N → ∞ έχου�ε ότι f(x) = Ex

�
g(XTA)

�
. ✷

Το παραπάνω Θεώρη�α λειτουργεί προς δύο κατευθύνσεις. Αν �πορού�ε να λύσου�ε το ΠΣΤ 4.10,
τότε έχου�ε έναν τρόπο για να υπολογίσου�ε την Ex

�
g(XTA)

�
. Αντίστροφα, αν θέλου�ε να λύσου�ε το

ΠΣΤ 4.10, που συχνά είναι �ια εξίσωση διαφορών σε πολλές διαστάσεις, �πορού�ε να βρού�ε τη λύση
προσεγγιστικά, προσο�οιώνοντας τροχιές �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας �ε γεννήτορα L και εκτι�ώντας τη
�έση τι�ή Ex

�
g(XTA)

�
�ε �εθόδους Monte Carlo.

4.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 51 Μπορού�ε να φανταστού�ε �ια συνεχή συνάρτηση X : [0, 1) → R ως �ια τυχαία �εταβλητή
ορισ�ένη στον δειγ�ατικό χώρο Ω = [0, 1). Εφοδιάζου�ε τον Ω �ε το σύνηθες �έτρο που δίνει στα δια-
στή�ατα [a, b) πιθανότητα b−a. Ορίζου�ε τώρα στον Ω την τυχαία �εταβλητή Y , �ε τι�ές στο {0, 1, . . . , 9}
και τύπο Y (x) = k αν k

10 ≤ x < k+1
10 , k = 0, 1, . . . , 9. Υπολογίστε �ε τη βοήθεια του Θεωρή�ατος 4.2

την E
�
X

��Y
�
.

΄Ασκηση 52 Ρίχνου�ε δύο ζάρια. Ανάλογα �ε το άθροισ�α των ζαριών Y , επιλέγου�ε τυχαία έναν
αριθ�ό X από το σύνολο {1, 2, . . . , Y }. Υπολογίστε την E

�
X
��Y

�
και επιβεβαιώστε την ιδιότητα 2 του

Θεωρή�ατος 12.

΄Ασκηση 53 (ανισότητα Jensen) Αν η f : R → R είναι �ια κυρτή συνάρτηση, η γραφική της παράσταση
είναι πάνω από την εφαπτο�ένη της σε οποιοδήποτε ση�είο (x0, f(x0)) του γραφή�ατος της f . Επο�ένως,
για κάθε x0, x ∈ R,

f(x) ≥ f(x0) + f �
±(x0)(x− x0).

Με τη βοήθεια της παραπάνω ανισότητας δείξτε ότι, αν E
�
|X|

�
< ∞ και Y είναι �ια διακριτή τυχαία

�εταβλητή, τότε

E
�
f(X)

��Y
�
≥ f

�
E
�
X

��Y
��

.

Μια ειδική περίπτωση αυτής της ανισότητας είναι η ιδιότητα 5 του Θεωρή�ατος 12, αφού η x �→ |x| είναι
κυρτή.

΄Ασκηση 54 Ας θεωρήσου�ε τον δειγ�ατικό χώρο Ω = [0, 1) και την τυχαία �εταβλητή Z : Ω → R �ε
τύπο Z(x) = x2, x ∈ Ω. Ας θεωρήσου�ε επίσης την ακολουθία τυχαίων �εταβλητών {Xn}n∈N0 , όπου

Xn(x) =
k

2n
, x ∈ [

k

2n
,
k + 1

2n
), k = 0, 1, . . . , 2n − 1.

Φτιάξτε τις γραφικές παραστάσεις των X0, X1, X2, X3. Στη συνέχεια, �ε τη βοήθεια της ΄Ασκησης 51,
βρείτε τις Mn = E

�
Z
��X0, . . . , Xn

�
για n = 1, 2, 3 και ζωγραφίστε τις γραφικές παραστάσεις τους.

΄Ασκηση 55 Ορίζου�ε τη στοχαστική διαδικασία {Sn}n∈N0 , �ε S0 = x > 0 και Sn = Sn−1Xn, n ∈ N,
όπου η {Xn}n∈N είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές, �ε

P
�
Xn = u

�
= q ∈ (0, 1), P

�
Xn = d

�
= 1− q, για κάθε n ∈ N,

όπου u, d > 0. Βρείτε την ικανή και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να πληρούν οι παρά�ετροι u, d, q, ώστε
η {Sn}n∈N0 να είναι martingale. Είναι η στοχαστική διαδικασία {logSn}n∈N0 martingale;
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΄Ασκηση 56 �ίνεται ένας περίπατος {Sn}n∈N0 στους ακεραίους, �ε S0 = x ∈ Z και

Sn = x+
n�

k=1

Xk, n ∈ N,

όπου οι {Xk}k∈N είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε E
�
Xk

�
= µ �= 0. �είξτε ότι η

διαδικασία {Mn}n∈N0 , �ε Mn = Sn − µn είναι martingale.

΄Ασκηση 57 Ρίχνετε ένα ζάρι ώσπου το άθροισ�α των ζαριών σας να φτάσει ή να ξεπεράσει τον αριθ�ό
ν ∈ N. Αν N ∈ N είναι ο αριθ�ός των ζαριών που θα χρειαστεί να ρίξετε ώσπου να συ�βεί αυτό, δείξτε
ότι

E
�
N
�
>

2ν

7
.

΄Ασκηση 58 Για τον απλό, συ��ετρικό τυχαίο περίπατο στους ακεραίους {Sn}n∈N0 , υπολογίστε τη στα-
θερά α ώστε η διαδικασία {Mn}n∈N0 �ε

Mn = S3
n − αnSn

να είναι martingale.

΄Ασκηση 59 ΄Εστω z ∈ (0, 1). Για έναν απλό τυχαίο περίπατο στους ακεραίους, �ε p(x, x + 1) = p ∈
(0, 1) και p(x, x− 1) = 1− p για κάθε x ∈ Z, δείξτε ότι η στοχαστική διαδικασία {Mn}n∈N0 , �ε

Mn = αSnzn, n ∈ N0,

είναι martingale, αν και �όνο αν

α =
1±

�
1− 4p(1− p)z2

2pz
.

Στη συνέχεια, χρησι�οποιήστε το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής, για να δείξετε ότι, αν S0 = x ∈ N, η
γεννήτρια συνάρτηση του χρόνου πρώτης άφιξης στο 0, T0 = inf{k ≥ 0 : Sk = 0} είναι η

ψ(z) = Ex

�
zT0

�
=

�
1−

�
1− 4p(1− p)z2

2pz

�x

, z ∈ (0, 1).

Η γεννήτρια συνάρτηση έχει όλη την πληροφορία για την κατανο�ή του χρόνου T0. Π.χ. έχου�ε

Px

�
T0 < ∞

�
= lim

z↑1
ψ(z) =

�
1− |1− 2p|

2p

�x

=

�
1 , p ≤ 1

2�
1−p

p

�x

, p > 1
2 .

Υπολογίστε �ε τη βοήθεια της ψ(z) και των παραγώγων της, τη �έση τι�ή και τη διασπορά του T0.

΄Ασκηση 60 Μπορού�ε να ε�πλουτίσου�ε τη γκά�α των martingale που σχετίζονται �ε �ια �αρκοβιανή
αλυσίδα {Xn}n∈N0 θεωρώντας συναρτήσεις που εξαρτώνται και από τον χρόνο. �είξτε κατ΄ αναλογία �ε
το Θεώρη�α 15 ότι, αν E

�
|f(n,Xn)|

�
< ∞ για κάθε n ∈ N0, τότε η στοχαστική διαδικασία {Mf

n}n∈N0 ,
�ε Mf

0 = f(0, X0) και

Mf

n = f(n,Xn)−
n−1�

k=0

(f(n+ 1, Xk)− f(n,Xk) + Lf(Xk)) , για n ∈ N

είναι Fn-martingale.
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΄Ασκηση 61 Για να βρού�ε τη γεννήτρια συνάρτηση ενός χρόνου άφιξης TA = inf{k ≥ 0 : Xk ∈ A}

ψ(z) = E
�
zTA

�
, z ∈ (0, 1),

�πορού�ε να θεωρήσου�ε �ια συνάρτηση f : N0 ×X → R �ε τύπο f(n, x) = znh(x). Ποιο ΠΣΤ πρέπει
να ικανοποιεί η συνάρτηση h : X → R, ώστε εφαρ�όζοντας το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής για τη
martingale της προηγού�ενης άσκησης να βρίσκου�ε την ψ(z); Μπορείτε τώρα να βρείτε �όνοι σας γιατί
επιλέξα�ε τη συγκεκρι�ένη martingale στο Παράδειγ�α 37;

΄Ασκηση 62 Θεωρήστε τον απλό, συ��ετρικό τυχαίο περίπατο στους ακεραίους και τη συνάρτηση f :
Z → Z, f(k) = k4. �είξτε ότι Lf(k) = 6k2 +1 και συ�περάνετε ότι η διαδικασία {Mn}n∈N0 , �ε M0 = 0
και

Mn = X4
n −X2

n − 6
n−1�

k=0

X2
k
, για n ∈ N,

είναι martingale. Αν X0 = 0 και TR = inf{k ≥ 0 : |Xk| = R} είναι ο χρόνος πρώτης εξόδου από το
{−R+ 1, . . . , R− 1}, υπολογίστε την

E
� TN�

k=1

X2
k

�
.

΄Ασκηση 63 Παίζου�ε ένα ευνοϊκό παιχνίδι στο οποίο σε κάθε γύρο �ε πιθανότητα p ∈ (12 , 1) διπλασι-
άζου�ε το στοίχη�ά �ας και �ε πιθανότητα 1 − p χάνου�ε το ποσόν που στοιχη�ατήσα�ε. Ξεκινά�ε �ε
αρχική περιουσία S0 > 0 και α�έσως πριν τον n-οστό γύρο �πορού�ε να στοιχη�ατήσου�ε οποιοδήποτε
ποσόν Cn �εταξύ του 0 και της περιουσίας �ας �έχρι εκείνη τη στιγ�ή Sn−1. Επο�ένως, α�έσως �ετά το
n-οστό γύρο η περιουσία �ας θα είναι

Sn = Sn−1 + CnXn,

όπου οι {Xk}k∈N είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, που παίρνουν την τι�ή +1 �ε πιθανότητα
p και την τι�ή -1 �ε πιθανότητα 1 − p. Η Cn πρέπει να ικανοποιεί την ανισότητα 0 ≤ Cn ≤ Sn−1 και
�πορεί να εξαρτάται από τα αποτελέσ�ατα των προηγού�ενων γύρων, θα πρέπει ό�ως οπωσδήποτε να είναι
Fn−1-�ετρήσι�η. Ο σκοπός �ας είναι να βρού�ε �ια στρατηγική που �εγιστοποιεί τον ανα�ενό�ενο ρυθ�ό
�εγέθυνσης

rn =
1

n
E
�
log(Sn/S0)

�
.

�είξτε ότι, ανεξαρτήτως της στρατηγικής βάσει της οποίας επιλέγου�ε τα στοιχή�ατά �ας, η στοχαστική
διαδικασία {Mn}n∈N0 �ε τύπο

Mn = log(Sn)− nH(p), όπου H(p) = p log p+ (1− p) log(1− p) + log 2

ικανοποιεί την ανισότητα
E
�
Mn+1

��Fn

�
≤ Mn

και συ�περάνετε ότι rn ≤ H(p) για κάθε n ∈ N. Βρείτε τώρα �ια στρατηγική (έναν τρόπο να επιλέγετε
τα στοιχή�ατά σας {Cn}n∈|N ), τέτοια ώστε η {Mn}n∈N0 να είναι martingale και δείξτε ότι �ε αυτή τη
στρατηγική έχου�ε

lim
N→∞

1

n
log

�
Sn

S0

�
= H(p),

�ε πιθανότητα 1.
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4.6 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

΄Ασκηση 64 Θεωρού�ε το δισδιάστατο πλέγ�α hZ2 = {hz : z ∈ Z2}. Αν f : hZ2 → R, η διακριτή
Λαπλασιανή της f δίνεται από τον τύπο

∆hf(x, y) =
f(x+ h, y) + f(x− h, y) + f(x, y + h) + f(x, y − h)− 4f(x, y)

h2
.

Θέλου�ε να υπολογίσου�ε τη λύση του προβλή�ατος συνοριακών τι�ών
�
∆hf(x, y) = 0, αν |x|, |y| < 1

f(x, y) = | sin(πx)− sin(πy)|, αν |x| = 1, ή |y| = 1,

για h = 0.01, σύ�φωνα �ε το αποτέλεσ�α του Θεωρή�ατος 4.10. Η ρουτίνα srw2d.py προσο�οιώνει
N = 10.000 βή�ατα ενός απλού, συ��ετρικού τυχαίου περιπάτου στο Z2 και υπολογίζει την ανα�ενό�ενη
τι�ή E

�
|XN |

�
�ε τη �έθοδο Monte Carlo. Προσο�οιώνοντας �ονοπάτια ενός απλού, συ��ετρικού τυχαίου

περιπάτου στο Z2, εκτι�ήστε την τι�ή της λύσης του παραπάνω ΠΣΤ στο ση�είο (1/2,1/4). Θα χρειαστεί
να αλλάξετε τον κώδικα ώστε η προσο�οίωση να στα�ατάει όχι τη συγκεκρι�ένη χρονική στιγ�ή N , αλλά
στον χρόνο άφιξης του περιπάτου στο σύνορο.

΄Ασκηση 65 Σκοπός αυτής της άσκησης είναι να οπτικοποιήσου�ε την κίνηση �ιας �αρκοβιανής αλυ-
σίδας. Κατεβάστε τον οδηγό και ακολουθήστε τα βή�ατα που περιγράφονται εκεί. �είξτε τα διαδοχικά
στιγ�ιότυπα ενός γκέι� τένις, τρέχοντας τον κώδικα tennis.py που λύνει την ΄Ασκηση 49.
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Κεφάλαιο 5

Αναλλοίωτες κατανο�ές

5.1 Εισαγωγή

Οι αναλλοίωτες κατανο�ές είναι κατά κάποιο τρόπο οι φυσικές καταστάσεις �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας.
Αν �ια αλυσίδα ξεκινήσει από �ια αναλλοίωτη κατανο�ή της, θα παρα�είνει σε αυτήν για πάντα, ενώ η
ασυ�πτωτική συ�περιφορά �ιας αλυσίδας �πορεί να χαρακτηριστεί �έσω αυτών. Επίσης, οι απαντήσεις σε
πολλά προβλή�ατα �πορούν εύκολα να εκφραστούν �έσω των αναλλοίωτων κατανο�ών. Σε αυτό το κε-
φάλαιο θα δού�ε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη αναλλοίωτων κατανο�ών, θα �ελετήσου�ε
τις ιδιότητες και τη δο�ή τους. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε στις αναφορές [7] και [6].

5.2 Αναλλοίωτες κατανο�ές

Θα συ�βολίζου�ε το σύνολο των κατανο�ών στον X �εM(X). ΄Ετσι

π ∈ M(X) ⇔ η π είναι �ια συνάρτηση π : X → [0, 1] �ε
�

x∈X
π(x) = 1.

΄Εστω {Xn}n∈N �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε αρχική κατανο�ή π0 και πιθανότητες �ετάβασης {p(x, y)}x,y∈X.
Θα συ�βολίζου�ε την κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής Xn �ε πn, δηλαδή

πn(x) = P
�
Xn = x

�
, για x ∈ X. (5.1)

Το κεντρικό ερώτη�α αυτού του κεφαλαίου είναι αν η πn συγκλίνει καθώς n → ∞ και, αν ναι, ποιο είναι
το όριό της π.

Ορισ�ός Αν {πn}n είναι �ια ακολουθία κατανο�ών στο M(X), θα λέ�ε ότι συγκλίνει στην κατανο�ή
π ∈ M(X) αν και �όνο η πιθανότητα που αποδίδει η πn σε κάθε κατάσταση συγκλίνει στην αντίστοιχη
πιθανότητα που αποδίδει η π. �ηλαδή,

πn → π ∈ M(X) ⇔ πn(x) → π(x), για κάθε x ∈ X. (5.2)

Παρατήρηση: Από ένα αποτέλεσ�α της θεωρίας �έτρου, το λή��α του Scheffé (βλ. [9], παρ. 5.10), ο
παραπάνω ορισ�ός είναι ισοδύνα�ος �ε το φαινο�ενικά ισχυρότερο αποτέλεσ�α

πn → π ∈ M(X) ⇔
�

x∈X
|πn(x)− π(x)| → 0. (5.3)

Ορισ�ός: Αν η {πn}n είναι η ακολουθία των κατανο�ών �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}, αν δηλαδή
η πn ορίζεται όπως στην (5.1) για κάθε n ∈ N0 και πn → π ∈ M(X), θα λέ�ε ότι η π είναι η κατανο�ή
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ισορροπίας (ή εναλλακτικά η ασυ�πτωτική κατανο�ή) της {Xn}.

Το πρώτο �ας αποτέλεσ�α χαρακτηρίζει τις υποψήφιες κατανο�ές ισορροπίας �αρκοβιανών αλυσίδων.

Θεώρη�α 17 Αν η ακολουθία {πn}n των κατανο�ών �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n∈N �ε πίνακα
πιθανοτήτων �ετάβασης P συγκλίνει στην κατανο�ή π ∈ M(X), τότε

π = πP, δηλαδή π(x) =
�

y∈X
π(y)p(y, x), για κάθε x ∈ X. (5.4)

Απόδειξη: Είδα�ε στο δεύτερο κεφάλαιο ότι η κατανο�ή πn �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας {Xn}n �ετά από
n βή�ατα, δηλαδή η κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής Xn, δίνεται από την

πn = π0P
n.

Επο�ένως, για κάθε n ∈ N έχου�ε

πn = π0(P
n−1P ) = (π0P

n−1)P = πn−1P,

δηλαδή
πn(x) =

�

y∈X
πn−1(y)p(y, x) για κάθε x ∈ X.

Παίρνοντας το όριο καθώς n → ∞ στα δύο �έλη της προηγού�ενης σχέσης, το αριστερό �έλος συγκλίνει
στην π(x), ενώ για το δεξί �έλος έχου�ε

|
�

y∈X
πn−1(y)p(y, x)−

�

y∈X
π(y)p(y, x)| ≤

�

y∈X
|πn−1(x)− π(x)|p(y, x) ≤

�

y∈X
|πn−1(x)− π(x)| → 0

από την (5.3). Επο�ένως, π(x) =
�

y∈X π(y)p(y, x), για κάθε x ∈ X.

Σύ�φωνα �ε το προηγού�ενο Θεώρη�α τα �όνα υποψήφια όρια των κατανο�ών �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας
�ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P είναι εκείνες οι π : X → [0, 1] για τις οποίες

�
π = πP
�

x∈X π(x) = 1.
(5.5)

Ορισ�ός: Αν �ια κατανο�ή π ∈ M(X) ικανοποιεί την (5.4), θα λέ�ε ότι είναι αναλλοίωτη (ή στάσι�η)
κατανο�ή για την αλυσίδα {Xn}n �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P .

Μπορού�ε να το αναδιατυπώσου�ε το Θεώρη�α 17 ως εξής. Οι �όνες δυνατές κατανο�ές ισορροπίας �ιας
�αρκοβιανής αλυσίδας είναι οι αναλλοίωτες κατανο�ές της. Η ορολογία αναλλοίωτη και στάσι�η εξηγείται
από το παρακάτω Θεώρη�α.

Θεώρη�α 18 Αν η αρχική κατανο�ή π0 ∈ M(X) �ιας αλυσίδας στον X �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβα-
σης P ικανοποιεί την (5.4) τότε

πn = π0, για κάθε n ∈ N.
Επιπλέον, η {Xn}n∈N0 είναι στάσι�η, δηλαδή για κάθε n, k ∈ N0 και κάθε x0, x1, . . . , xk ∈ X έχου�ε

P
�
Xn = x0, Xn+1 = x1, . . . , Xn+k = xk

�
= P

�
X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk

�
.

Απόδειξη: Θα δείξου�ε τον ισχυρισ�ό πn = π0 για κάθε n ∈ N επαγωγικά. Για n = 1 έχου�ε

π1 = π0P = π0,
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�ια και για την π0 έχου�ε υποθέσει ότι ικανοποιεί την (5.4). ΄Εστω τώρα ότι για κάποιο n ∈ N έχου�ε
πn = π0. Τότε

πn+1 = πnP = π0P = π0.

Επο�ένως, πn = π0 για κάθε n ∈ N. Για τον δεύτερο ισχυρισ�ό έχου�ε, από τη �αρκοβιανή ιδιότητα,

P
�
Xn = x0, . . . , Xn+k = xk

�
= P

�
Xn = x0

�
P
�
Xn+1 = x1 |Xn = x0

�
· · ·P

�
Xn+k = xk |Xn+k−1 = xk−1

�

= πn(x0)p(x0, x1) · · · p(xk−1, xk)

= π0(x0)p(x0, x1) · · · p(xk−1, xk)

= P
�
X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk

�
.

Παράδειγ�α 40 ΄Εστω {Xn}n �ια �αρκοβιανή αλυσίδα σε έναν χώρο �ε δύο καταστάσεις X = {α,β}
και πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης

P =

�
1− p p
q 1− q

�

�ε p, q ∈ (0, 1). Από την (5.5) προκει�ένου η π = (πα,πβ) να είναι αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας
θα πρέπει να ικανοποιεί τις 





πa = (1− p)πα + qπβ
πβ = pπα + (1− q)πβ
πα + πβ = 1.

Λύνοντας το παραπάνω σύστη�α βρίσκου�ε ότι η

π =
� q

p+ q
,

p

p+ q

�

είναι αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας. Επο�ένως, αν η αρχική κατανο�ή της αλυσίδας είναι η π, αν
δηλαδή

P
�
X0 = α

�
=

q

p+ q
και P

�
X0 = β

�
=

p

p+ q
,

τότε πn = π για κάθε n ∈ N. Προσέξτε ότι σε κάθε της βή�α η αλυσίδα αλλάζει κατάσταση �ε πιθανότητα
p αν βρίσκεται στην κατάσταση α ή q αν βρίσκεται στην κατάσταση β. Αυτό που δεν αλλάζει είναι η
κατανο�ή της Xn, δηλαδή η πιθανότητα να βρού�ε την αλυσίδα σε καθε�ία από τις δύο καταστάσεις.

5.3 Η δο�ή του I(P )

Στη συνέχεια θα εξετάσου�ε αν �πορού�ε να βρού�ε αναλλοίωτες κατανο�ές για �ια αλυσίδα και, στην
περίπτωση που �πορού�ε, ποιες είναι αυτές. Θα συ�βολίζου�ε �ε I(P ) το σύνολο των αναλλοίωτων
κατανο�ών �ιας αλυσίδας �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P , δηλαδή

I(P ) = {π ∈ M(X) : π = πP}.

Το επό�ενο λή��α θα �ας φανεί πολύ χρήσι�ο.

70



Λή��α 6 Αν {Xn}n∈N0 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P και π ∈ I(P ),
τότε για κάθε x, y ∈ X έχου�ε

π(y) ≥ π(x) Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
. (5.6)

Απόδειξη: ΄Εστω π ∈ I(P ). Για κάθε x, y ∈ X έχου�ε

π(y) =
�

z∈X
π(z)p(z, y) = π(x)p(x, y) +

�

z �=x

π(z)p(z, y)

= π(x)p(x, y) +
�

z �=x

��

u∈X
π(u)p(u, z)

�
p(z, y)

= π(x)
�
p(x, y) +

�

z �=x

p(x, z)p(z, y)
�
+

�

z,u �=x

π(u)p(u, z)p(z, y).

Ας επαναλάβου�ε την παραπάνω διαδικασία ακό�α �ια φορά γράφοντας

π(u) =
�

w∈X
π(w)p(w, u) = π(x)p(x, u) +

�

w �=x

π(w)p(w, u).

Παίρνου�ε τότε ότι

π(y) = π(x)
�
p(x, y) +

�

z �=x

p(x, z)p(z, y) +
�

z,u �=x

p(x, u)p(u, z)p(z, y)
�

+
�

z,u,w �=x

π(w)p(w, u)p(u, z)p(z, y). (5.7)

Προσέξτε ότι στον όρο
�

z,u �=x
p(x, u)p(u, z)p(z, y) αθροίζου�ε τις πιθανότητες όλων των �ονοπατιών

�ήκους 3 που ξεκινούν από το x και καταλήγουν στο y χωρίς ενδιά�εσα να έχουν ξαναπεράσει από το x.
΄Αρα �

z,u �=x

p(x, u)p(u, z)p(z, y) = Px

�
X1 �= x, X2 �= x, X3 = y

�
= Px

�
X3 = y, T+

x ≥ 3
�
.

Αντίστοιχα έχου�ε
�

z �=x

p(x, z)p(z, y) = Px

�
X1 �= x, X2 = y

�
= Px

�
X2 = y, T+

x ≥ 2
�

ενώ
p(x, y) = Px

�
X1 = y

�
= Px

�
X1 = y, T+

x ≥ 1
�
.

Με αυτή την παρατήρηση �πορού�ε να ξαναγράψου�ε την (5.7) ως

π(y) = π(x)
� 3�

k=1

Px

�
Xk = y, T+

x ≥ k
��

+
�

z,u,w �=x

π(w)p(w, u)p(u, z)p(z, y).

Θα πρέπει να είναι τώρα φανερό ότι, αν επαναλάβου�ε αυτήν τη διαδικασία n φορές, έχου�ε ότι

π(y) = π(x)
� n�

k=1

Px

�
Xk = y, T+

x ≥ k
��

+
�

x1,...,xn �=x

π(x1)p(x1, x2) · · · p(xn, y) (5.8)

≥ π(x)
� n�

k=1

Px

�
Xk = y, T+

x ≥ k
��

, για κάθε n ∈ N.
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Περνώντας στο όριο n → ∞ έχου�ε λοιπόν

π(y) ≥ π(x)
� ∞�

k=1

Px

�
Xk = y, T+

x ≥ k
��

= π(x)
� ∞�

k=1

Ex

�
{Xk = y, T+

x ≥ k}
��

.

Εφόσον οι δείκτριες συναρτήσεις που ε�φανίζονται παραπάνω είναι �η αρνητικές, από το Θεώρη�α Fubini-
Tonelli �πορού�ε να εναλλάξου�ε την άθροιση ως προς k και την ανα�ενό�ενη τι�ή, παίρνοντας

π(y) ≥ π(x) Ex

� ∞�

k=1

{Xk = y, T+
x ≥ k}

�

= π(x) Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
.

Ορισ�ός: Θα λέ�ε �ια κατάσταση x ∈ X γνησίως επαναληπτική αν Ex

�
T+
x

�
< +∞.

Η γνήσια επαναληπτικότητα είναι �ια έννοια ισχυρότερη της επαναληπτικότητας, αφού αν Ex

�
T+
x

�
< +∞,

τότε αναγκαστικά έχου�ε Px

�
T+
x < ∞

�
= 1 και άρα η x είναι επαναληπτική. Το ακόλουθο Πόρισ�α

�ας εγγυάται ότι οποιαδήποτε αναλλοίωτη κατανο�ή �ιας αλυσίδας στηρίζεται σε γνησίως επαναληπτικές
καταστάσεις.

Πόρισ�α 5 Αν π ∈ I(P ) και x ∈ X τότε

Ex

�
T+
x

�
= +∞ ⇒ π(x) = 0.

Απόδειξη: Αθροίζοντας τις ανισότητες (5.6) για όλα τα y ∈ X έχου�ε

1 =
�

y∈X
π(y) ≥ π(x)

�

y∈X
Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
= π(x) Ex

� T
+
x�

k=1

�

y∈X
{Xk = y}

�
,

όπου χρησι�οποιήσα�ε το Θεώρη�α Fubini-Tonelli για να εναλλάξου�ε τη σειρά των αθροίσεων και της
ανα�ενό�ενης τι�ής. Προσέξτε ό�ως ότι στο άθροισ�α ως προς y υπάρχει ακριβώς ένας όρος {Xk = y}
που είναι ίσος �ε 1 (αυτός που αντιστοιχεί στην κατάσταση της Xk), ενώ όλοι οι υπόλοιποι είναι �ηδέν.
Επο�ένως, η παραπάνω ανισότητα γίνεται

1 ≥ π(x) Ex

� T
+
x�

k=1

1
�
= π(x) Ex

�
T+
x

�
,

απ΄ όπου έπεται ο ισχυρισ�ός �ας.

Πόρισ�α 6 Αν �ια �αρκοβιανή αλυσίδα έχει αναλλοίωτη κατανο�ή, τότε έχει τουλάχιστον �ία γνησίως
επαναληπτική κατάσταση.
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Απόδειξη: Αν π ∈ I(P ), τότε π(y) ≥ 0 για κάθε y ∈ X και
�

y∈X π(y) = 1. Θα υπάρχει επο�ένως
κάποια κατάσταση x για την οποία π(x) > 0 και άρα από το Πόρισ�α 5 θα πρέπει Ex

�
T+
x

�
< ∞.

Στο επό�ενο θεώρη�α θα δείξου�ε ότι και το αντίστροφο του προηγού�ενου πορίσ�ατος είναι σωστό.
�ηλαδή, αν �ια αλυσίδα έχει �ια γνησίως επαναληπτική κατάσταση x τότε έχει και αναλλοίωτη κατανο�ή,
κατασκευάζοντας �ια εκπεφρασ�ένα. Η ιδέα προέρχεται από το Λή��α 6.

Θεώρη�α 19 ΄Εστω x ∈ X �ια γνησίως επαναληπτική κατάσταση. Ορίζου�ε

πx(y) =
1

Ex

�
T+
x

�Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�

Η πx είναι αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας {Xn}n∈N0 και

πx(x) =
1

Ex

�
T+
x

� . (5.9)

Παρατήρηση: Μπορού�ε να σκεφτού�ε την κατανο�ή πx ως εξής. Ξεκινώντας από τη x κάνου�ε �ια
εκδρο�ή �έχρι να επιστρέψου�ε πάλι στην κατάσταση x, δηλαδή �έχρι τον χρόνο διακοπής T+

x . Κατά τη
διάρκεια αυτής της εκδρο�ής ση�ειώνου�ε πόσες επισκέψεις κάνα�ε στην κατάσταση y ∈ X. Το πλήθος
αυτών των επισκέψεων είναι

T
+
x�

k=1

{Xk = y}

και είναι βέβαια �ια τυχαία �εταβλητή. Το βάρος που δίνει η πx στην κατάσταση y είναι ανάλογο προς το
ανα�ενό�ενο πλήθος των επισκέψεών �ας στην κατάσταση y κατά τη διάρκεια αυτής της εκδρο�ής γύρω
από τη x. Η σταθερά αναλογίας 1

Ex

�
T

+
x

� που ε�φανίζεται είναι απλά ένας παράγοντας κανονικοποίησης

ώστε η πx να είναι κατανο�ή.

Απόδειξη: Ας δού�ε πρώτα ότι πx ∈ M(X). Πράγ�ατι, είναι φανερό από τον ορισ�ό ότι πx(y) ≥ 0
για κάθε y ∈ X, ενώ

�

y∈X
πx(y) =

1

Ex

�
T+
x

�
�

y∈X
Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
=

1

Ex

�
T+
x

� Ex

� T
+
x�

k=1

�

y∈X
{Xk = y}

�
=

Ex

�
T+
x

�

Ex

�
T+
x

� = 1.

Ο ισχυρισ�ός της (5.9) προκύπτει ά�εσα από τον ορισ�ό του χρόνου T+
x = inf{k ≥ 1 : Xk = x}, αφού

κατά τη διάρκεια της εκδρο�ής γύρω από τη x, δηλαδή για k ∈ {1, 2, . . . , T+
x }, η αλυσίδα �ας βρίσκεται

στη x �όνο τη χρονική στιγ�ή T+
x .
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Θα δείξου�ε τώρα ότι η πx είναι αναλλοίωτη. Πράγ�ατι, για κάθε y ∈ X έχου�ε

πx(y) = πx(x) Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�

= πx(x) Ex

� ∞�

k=1

{Xk = y, T+
x ≥ k}

�

= πx(x) Ex

� ∞�

k=1

�

z∈X
{Xk−1 = z, Xk = y, T+

x ≥ k}
�

= πx(x)
�

z∈X

∞�

k=1

Ex

�
{Xk−1 = z, Xk = y, T+

x ≥ k}
�
(Θεώρη�α Fubini-Tonelli)

= πx(x)
�

z∈X

∞�

k=1

Px

�
Xk−1 = z, Xk = y, T+

x ≥ k
�
. (5.10)

Παρατηρήστε τώρα ότι {T+
x ≥ k} = {X1 �= x, X2 �= x, · · · , Xk−1 �= x}, επο�ένως το ενδεχό�ενο

{T+
x ≥ k} ανήκει στην κλάση Fk−1. ΄Ετσι, από τη �αρκοβιανή ιδιότητα έχου�ε

Px

�
Xk = y |Xk−1 = z, T+

x ≥ k
�
= Px

�
Xk = y |Xk−1 = z

�
= p(z, y)

και η σχέση (5.10) γίνεται

πx(y) = πx(x)
�

z∈X
p(z, y)

∞�

k=1

Px

�
Xk−1 = z, T+

x ≥ k
�

= πx(x)
�

z∈X
p(z, y)

∞�

k=1

Ex

�
{Xk−1 = z, T+

x ≥ k}
�

= πx(x)
�

z∈X
p(z, y) Ex

� ∞�

k=1

{Xk−1 = z, T+
x ≥ k}

�
(Θεώρη�α Fubini-Tonelli)

= πx(x)
�

z∈X
p(z, y) Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk−1 = z}
�
. (5.11)

Παρατηρήστε τέλος ότι

Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk−1 = z}
�

m=k−1
= Ex

� T
+
x −1�

m=0

{Xm = z}
�
= Ex

� T
+
x�

m=1

{Xm = z}
�
,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει γιατί η αλυσίδα �ας �ε Px-πιθανότητα 1 βρίσκεται στη x τόσο τη
χρονική στιγ�ή 0, όσο και τη χρονική στιγ�ή T+

x . ΄Ετσι, η (5.11) γίνεται

πx(y) =
�

z∈X
p(z, y)πx(x) Ex

� T
+
x�

m=1

{Xm = z}
�
=

�

z∈X
p(z, y)πx(z)

και επο�ένως πx ∈ I(P ).
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΄Οπως είδα�ε �ια γνησίως επαναληπτική κατάσταση x ∈ X είναι επαναληπτική και άρα ανήκει αναγκα-
στικά σε �ια κλειστή κλάση Cx. Από την κατασκευή της κατανο�ής πx είναι φανερό ότι

y /∈ Cx ⇒ πx(y) = 0,

αφού αν y /∈ Cx η αλυσίδα που ξεκινά από τη x αποκλείεται να επισκεφτεί την κατάσταση y ποτέ και
ειδικότερα αποκλείεται να επισκεφτεί την y �έχρι να επιστρέψει στη x. Θα δείξου�ε τώρα ότι η πx δίνει
θετικό βάρος σε όλες τις καταστάσεις της κλάσης Cx.

Θεώρη�α 20 Αν η κατάσταση x είναι γνησίως επαναληπτική και y ∈ Cx, τότε πx(y) > 0.

Απόδειξη: Εφόσον η y είναι προσβάσι�η από τη x υπάρχει m ∈ N τέτοιο ώστε p(m)(x, y) > 0. Επίσης
εύκολα �πορού�ε να δείξου�ε επαγωγικά ότι

πx ∈ I(P ) ⇒ πx = πxP ⇒ πx = πxP
m.

Επο�ένως
πx(y) =

�

z∈X
πx(z)p

(m)(z, y) ≥ πx(x)p
(m)(x, y) > 0.

Πόρισ�α 7 Η γνήσια επαναληπτικότητα είναι ιδιότητα κλάσης, δηλαδή αν η κατάσταση x είναι γνησίως
επαναληπτική και y ∈ Cx, τότε και η y είναι γνησίως επαναληπτική.

Απόδειξη: Προκύπτει α�έσως από το Πόρισ�α 5 αφού

πx ∈ I(P ) και πx(y) > 0 ⇒ Ey

�
T+
y

�
< +∞.

Με βάση το παραπάνω Πόρισ�α έχει νόη�α να κάνου�ε λόγο για γνησίως επαναληπτικές κλάσεις. Ση-
�ειώστε ότι, εφόσον οι ανοιχτές κλάσεις �ιας αλυσίδας είναι παροδικές, τότε κάθε γνησίως επαναληπτική
κλάση είναι κλειστή. Το ακόλουθο Πόρισ�α συνοψίζει �ια ικανή και αναγκαία συνθήκη για το πότε �ια
κλειστή κλάση είναι γνησίως επαναληπτική και αποτελεί συχνά έναν εύκολον τρόπο για να αποδείξει κα-
νείς τη γνήσια επαναληπτικότητα �ιας κλειστής κλάσης. Ση�ειώστε ότι για τον σκοπό αυτό αρκεί να
περιορίσου�ε την αλυσίδα σε αυτή την κλειστή κλάση, οπότε η αλυσίδα που θα προκύψει θα είναι �η
υποβιβάσι�η.

Πόρισ�α 8 Μια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα είναι γνησίως επαναληπτική, αν και �όνο αν έχει
αναλλοίωτη κατανο�ή.

Απόδειξη: Το Θεώρη�α 19 εξασφαλίζει την ύπαρξη �ιας αναλλοίωτης κατανο�ής πx αν υπάρχει �ια
επαναληπτική κατάσταση x. Αντίστροφα, αν η αλυσίδα έχει αναλλοίωτη κατανο�ή π, τότε, από το Πόρισ�α
6, η αλυσίδα θα έχει �ια γνησίως επαναληπτική κατάσταση. Εφόσον η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η, από
το Πόρισ�α 7 όλες οι καταστάσεις της θα είναι γνησίως επαναληπτικές.

Πόρισ�α 9 Μια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα σε έναν πεπερασ�ένο χώρο καταστάσεων είναι
γνησίως επαναληπτική.

Απόδειξη: Θεωρού�ε ένα x ∈ X και ορίζου�ε T+
x = inf{k > 0 : Xk = x} τον χρόνο πρώτης επιστρο-

φής στην κατάσταση x. Εφόσον η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η, ολόκληρος ο X είναι �ια κλειστή και
πεπερασ�ένη, άρα επαναληπτική κλάση. ΄Ετσι, Px

�
T+
x < ∞

�
= 1. Ορίζου�ε την λ : X → [0,∞] �ε

λ(y) = Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
.
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Από την απόδειξη του Θεωρή�ατος 19 έχου�ε ότι λ = λP , ενώ λ(x) = 1. Θα δείξου�ε ότι λ(y) < ∞
για κάθε y ∈ X. Εφόσον η x είναι προσβάσι�η από την y, επιλέγου�ε m ∈ N τέτοιο ώστε p(m)(y, x) > 0.
΄Ετσι

1 = λ(x) =
�

z∈X
π(z)p(m)(z, x) ≥ λ(y)p(m)(y, x) ⇒ λ(y) <

1

p(m)(y, x)
< +∞.

Αν ορίσου�ε τώρα Z =
�

y∈X λ(y) ∈ (1,+∞) και π(y) = λ(y)/Z για κάθε y ∈ X, εύκολα επιβεβαιώνου�ε
ότι π ∈ I(P ) και άρα, από το Πόρισ�α 8, η αλυσίδα είναι γνησίως επαναληπτική.

΄Εχου�ε ως τώρα δει ότι οποιαδήποτε αναλλοίωτη κατανο�ή δίνει �ηδενικό βάρος σε κλάσεις που δεν
είναι γνησίως επαναληπτικές (Πόρισ�α 5), ενώ για κάθε γνησίως επαναληπτική κλάση έχου�ε κατασκευ-
άσει �ια αναλλοίωτη κατανο�ή πx που στηρίζεται στις καταστάσεις αυτής της κλάσης (Θεωρή�ατα 19 και
20). Θα δείξου�ε στη συνέχεια ότι η αναλλοίωτη κατανο�ή που στηρίζεται σε �ια γνησίως επαναληπτική
κλάση είναι �οναδική. ΄Οπως και στο προηγού�ενο Πόρισ�α, περιορίζοντας την αλυσίδα σε �ια γνησίως
επαναληπτική και επο�ένως κλειστή κλάση, αρκεί να υποθέσου�ε ότι η αλυσίδα �ας είναι �η υποβιβάσι�η.

Θεώρη�α 21 Αν η {Xn}n∈N0 είναι �ια �η υποβιβάσι�η γνησίως επαναληπτική αλυσίδα, τότε έχει �ονα-
δική αναλλοίωτη κατανο�ή.

Απόδειξη: Η ύπαρξη �ιας τουλάχιστον αναλλοίωτης κατανο�ής εξασφαλίζεται από το Θεώρη�α 19. Θα
αποδείξου�ε εδώ τη �οναδικότητα. ΄Εστω λοιπόν π �ια αναλλοίωτη κατανο�ή της {Xn}n∈N0 .

Θεωρού�ε ένα x ∈ X και ορίζου�ε την αναλλοίωτη κατανο�ή πx όπως στο Θεώρη�α 19. Θα δείξου-
�ε ότι π(y) = πx(y) για κάθε κατάσταση y ∈ X. Εφόσον η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η, η x θα είναι
προσβάσι�η από την y. Υπάρχει επο�ένως m ∈ N τέτοιο ώστε p(m)(y, x) > 0. ΄Εχου�ε τώρα

0 = π(x)− π(x) = π(x)− π(x)

πx(x)
πx(x)

=
�

z∈X
π(z)p(m)(z, x)− π(x)

πx(x)

�

z∈X
πx(z)p

(m)(z, x) (π,πx ∈ I(P ))

=
�

z∈X

�
π(z)− π(x)

πx(z)

πx(x)

�
p(m)(z, x).

Από το Λή��α 6 κάθε προσθετέος στο παραπάνω άθροισ�α είναι �εγαλύτερος ή ίσος του �ηδενός. Για να
είναι το άθροισ�α 0 θα πρέπει όλοι οι προσθετέοι να είναι ίσοι �ε 0. Ειδικότερα,

�
π(y)− πx(y)

πx(x)
π(x)

�
p(m)(y, x) = 0 ⇒ π(y) =

π(x)

πx(x)
πx(y).

Εφόσον η y είναι αυθαίρετα επιλεγ�ένη έχου�ε ότι

π(y) =
π(x)

πx(x)
πx(y), για κάθε y ∈ X. (5.12)

Αθροίζοντας τις παραπάνω σχέσεις σε όλα τα y ∈ X έχου�ε

1 =
�

y∈X
π(y) =

�

y∈X

π(x)

πx(x)
πx(y) =

π(x)

πx(x)
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και άρα η (5.12) γίνεται π(y) = πx(y), για κάθε y ∈ X.

Παρατήρηση: Μια ά�εση συνέπεια του Θεωρή�ατος 21 είναι ότι, αν οι καταστάσεις x, y ανήκουν
σε �ια γνησίως επαναληπτική κλάση C, τότε πx ≡ πy. ΄Εχει λοιπόν νόη�α να �ιλά�ε για τη �οναδική
αναλλοίωτη κατανο�ή πC που αντιστοιχεί στην κλάση C. Το τελικό συ�πέρασ�α αυτής της παραγράφου
είναι ότι κάθε αναλλοίωτη κατανο�ή είναι ένας κυρτός συνδυασ�ός τέτοιων κατανο�ών.

Θεώρη�α 22 ΄Εστω R το σύνολο των γνησίως επαναληπτικών κλάσεων �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας
{Xn}n∈N0 �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P . Τότε

I(P ) = co{πC : C ∈ R} ≡
� �

C∈R
α(C)πC : α(C) ≥ 0 ∀C ∈ R, και

�

C∈R
α(C) = 1

�
.

Απόδειξη: Ας υποθέσου�ε πρώτα ότι π =
�

C∈R α(C)πC �ε α(C) ≥ 0 και
�

C∈R α(C) = 1. Είναι
φανερό ότι π(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ X ενώ

�

x∈X
π(x) =

�

x∈X

�

C∈R
α(C)πC(x) =

�

C∈R
α(C)

�

x∈X
πC(x) =

�

C∈R
α(C) = 1.

Επο�ένως π ∈ M(X). Για να δείξου�ε ότι π ∈ I(P ) και άρα co{πC : C ∈ R} ⊂ I(P ) παρατηρού�ε ότι

πP =
� �

C∈R
α(C)πC

�
P =

�

C∈R
α(C)(πCP ) =

�

C∈R
α(C)πC = π.

Θα δείξου�ε τώρα ότι I(P ) ⊂ co{πC : C ∈ R}. Για µ ∈ I(P ) και C ∈ R τέτοια ώστε µ[C] > 0,
θεωρού�ε τον περιορισ�ό µ|

C
του µ στην κλάση C. Συγκεκρι�ένα, για κάθε A ⊂ X έχου�ε

µ|
C

�
A
�
= µ

�
A |C

�
=

µ
�
A ∩ C

�

µ
�
C
� .

Θα δείξου�ε ότι µ|
C
= πC . Η µ|

C
είναι �ια κατανο�ή που στηρίζεται στην κλειστή κλάση C και, από το

Θεώρη�α 21, για να την ταυτίσου�ε �ε την πC , αρκεί να δείξου�ε ότι είναι αναλλοίωτη. Πράγ�ατι, για
κάθε x ∈ C έχου�ε p(y, x) = 0 για κάθε y /∈ C και άρα

µ|
C
(x) =

µ(x)

µ
�
C
� =

1

µ
�
C
�
�

y∈X
µ(y)p(y, x) =

�

y∈C

µ(y)

µ
�
C
�p(y, x) =

�

y∈C
µ|

C
(y)p(y, x).

�είξα�ε λοιπόν ότι αν µ
�
C
�
> 0, τότε µ|

C
≡ πC . Αν µ

�
C
�
= 0, ορίζου�ε µ|

C
= πC . Από το Πόρισ�α 5

έχου�ε ότι
µ
� �

C∈R
C
�
= 1.

΄Ετσι, για κάθε A ⊂ X

µ
�
A
�
= µ

� �

C∈R
(A ∩ C)

�
=

�

C∈R
µ
�
A ∩ C] =

�

C∈R
µ
�
C
�
µ|

C

�
A
�
=

�

C∈R
µ
�
C
�
πC

�
A
�

και άρα
µ =

�

C∈R
µ
�
C
�
πC .

Παρατηρήστε ότι µ
�
C
�
≥ 0 για κάθε C ∈ R και

�
C∈R µ

�
C
�
= µ

��
C∈RC

�
= 1. ΄Εχου�ε γράψει το µ

ως ένα κυρτό συνδυασ�ό των πC , άρα I(P ) ⊂ co{πC : C ∈ R}.
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5.4 Παραδείγ�ατα

Στην προηγού�ενη παράγραφο �ελετήσα�ε τη δο�ή των αναλλοίωτων κατανο�ών �ιας �αρκοβιανής αλυ-
σίδας. Είδα�ε ότι, για κάθε γνησίως επαναληπτική κλάση C, υπάρχει �ια �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή
πC της αλυσίδας που στηρίζεται στη C (δηλαδή x /∈ C ⇒ πC(x) = 0) και ότι κάθε αναλλοίωτη κατανο�ή
της αλυσίδας �πορεί να γραφτεί ως κυρτός συνδυασ�ός των κατανο�ών πC . Είδα�ε ό�ως και αρκετο-
ύς τρόπους για να χαρακτηρίσου�ε τις πC . ΄Ετσι, αν έχου�ε �ια �η υποβιβάσι�η γνησίως επαναληπτική
�αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 �ε πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P (όπως είναι οποιαδήποτε �αρκοβιανή
αλυσίδα περιορισ�ένη σε �ια γνησίως επαναληπτική της κλάση), έχου�ε τους ακόλουθους χαρακτηρισ�ούς
για τη �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή της π.

1. Η π είναι λύση του προβλή�ατος �
π = πP
�

x∈X π(x) = 1.

2. Για κάθε x ∈ X, αν T+
x = inf{k > 0 : Xk = x}, έχου�ε

π(x) =
1

Ex

�
T+
x

� .

3. Για κάθε x, y ∈ X έχου�ε

π(y) = π(x) Ex

� T
+
x�

k=1

{Xk = y}
�
.

Μπορεί κανείς να χρησι�οποιήσει έναν τρόπο για να υπολογίσει την αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας
και να πάρει από τους άλλους τρόπους ενδεχο�ένως χρήσι�ες πληροφορίες.

Παράδειγ�α 41 ΄Ενα έντο�ο κινείται στις κορυφές V ενός κανονικού ν-γώνου. Σε κάθε βή�α του
�ετακινείται σε �ία από τις δύο γειτονικές κορυφές �ε πιθανότητα p ∈ (0, 1) κατά τη φορά των δεικτών του
ρολογιού και �ε πιθανότητα 1− p αντίστροφα από τους δείκτες του ρολογιού. Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος
αριθ�ός βη�άτων �έχρι να επιστρέψει στην αρχική του θέση;

Η αλυσίδα που καταγράφει τη θέση του εντό�ου είναι �η υποβιβάσι�η, αφού το έντο�ο �πορεί να επι-
σκεφτεί όλες τις καταστάσεις και να επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση κάνοντας ν βή�ατα κατά τη
φορά των δεικτών του ρολογιού, ενδεχό�ενο το οποίο έχει πιθανότητα pν > 0. Εφόσον |V | < +∞ η αλυ-
σίδα θα είναι γνησίως επαναληπτική και άρα θα έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π. Στο συγκεκρι�ένο
παράδειγ�α δεν είναι δύσκολο να �αντέψει κανείς ότι λόγω συ��ετρίας η �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή
θα είναι η ο�οιό�ορφη κατανο�ή στις κορυφές του ν-γώνου

π(x) =
1

ν
για κάθε x ∈ V.

Πράγ�ατι, για κάθε x ∈ V

�

y∈V
π(y)p(y, x) =

�

y∈V

1

ν
p(y, x) =

1

ν

�
p+ (1− p)

�
=

1

ν
= π(x).

Επο�ένως

Ex

�
T+
x

�
=

1

π(x)
= ν.
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Το προηγού�ενο παράδειγ�α �πορεί να γενικευτεί κατά τον ακόλουθο τρόπο. Θα λέ�ε ότι ένας στοχα-
στικός πίνακας P είναι διπλά στοχαστικός αν

�
x∈X p(x, y) = 1 για κάθε y ∈ X. ΄Ετσι σε έναν διπλά

στοχαστικό πίνακα, εκτός από το άθροισ�α των στοιχείων του κατά γρα��ή, και το άθροισ�α των στοι-
χείων του κατά στήλη είναι ίσο �ε 1. Παρατηρήστε ότι ένας συ��ετρικός πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης
είναι πάντα διπλά στοχαστικός.

Παράδειγ�α 42 Μια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα που κινείται σε έναν πεπερασ�ένο χώρο κατα-
στάσεων X και έχει διπλά στοχαστικό πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης, έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή
την ο�οιό�ορφη κατανο�ή στον X.

Από το Θεώρη�α 21, η αλυσίδα έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή. Αρκεί λοιπόν να επαληθεύσου-
�ε ότι η ο�οιό�ορφη κατανο�ή π : X → [0, 1] �ε π(x) = 1

|X| είναι αναλλοίωτη. Πράγ�ατι, για κάθε x ∈ X
έχου�ε

�

y∈X
π(y)p(y, x) =

1

|X|
�

y∈X
p(y, x) =

1

|X| = π(x),

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει επειδή ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης είναι διπλά στοχαστικός.
Επίσης,

�

x∈X
π(x) =

�

x∈X

1

|X| =
1

|X| |X| = 1

και άρα π ∈ I(P ).

Παράδειγ�α 43 Σε ένα ράφι της βιβλιοθήκης σας υπάρχουν τρία βιβλία: Algebra, Basic Topology,
Calculus, που θα συ�βολίζου�ε �ε A,B,C για συντο�ία. Κάθε πρωί παίρνετε τυχαία ένα βιβλίο από τη
θέση του �ε πιθανότητα p, q, r αντίστοιχα. Υποθέτου�ε p, q, r > 0 �ε p + q + r = 1. ΄Οταν τελειώνετε
το διάβασ�ά σας για την η�έρα το ξαναβάζετε στο ράφι στην αριστερότερη θέση. Η διάταξη των βιβλίων
είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο X των �εταθέσεων των συ�βόλων {A,B,C}. Αν κάποια στιγ�ή
τα βιβλία είναι τοποθετη�ένα �ε αλφαβητική σειρά, βρείτε τον ανα�ενό�ενο αριθ�ό η�ερών �έχρι τα βιβλία
να ξαναβρεθούν τοποθετη�ένα �ε αλφαβητική σειρά. Πόσες κατά �έση τι�ή η�έρες θα διαβάσετε το βιβλίο
Calculus ενδιά�εσα σε αυτές τις στιγ�ές;

Ας απαριθ�ήσου�ε τις δυνατές καταστάσεις �ε την εξής σειρά

X = {ABC,CAB,BCA,BAC,ACB,CBA}.

Ο πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης της αλυσίδας είναι ο

P =





p r 0 q 0 0
0 r q 0 p 0
p 0 q 0 0 r
p 0 0 q 0 r
0 r 0 q p 0
0 0 q 0 p r




.

Το ότι η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η είναι διαισθητικά φανερό. Μπορείτε να δείτε ότι, όποια κι αν είναι
η αρχική της κατάσταση, αν επιλέξετε τις δύο πρώτες �έρες το δεξιότερο βιβλίο, την τρίτη �έρα το �εσαίο
βιβλίο και τις δυο επό�ενες πάλι το δεξιότερο βιβλίο (ενδεχό�ενο το οποίο έχει θετική πιθανότητα), τότε
η διάταξη των βιβλίων στο ράφι θα έχει περάσει από όλες τις δυνατές καταστάσεις της. Εφόσον ο χώρος
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καταστάσεων είναι πεπερασ�ένος, όλες οι καταστάσεις θα είναι γνησίως επαναληπτικές. Για να βρού�ε
τη �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π, λύνου�ε το ο�ογενές σύστη�α εξισώσεων π = πP . Ας δού�ε τις
εξισώσεις που αφορούν σε καταστάσεις �ε το A ως αριστερότερο βιβλίο:

π(ABC) = pπ(ABC) + pπ(BAC) + pπ(BCA) (5.13)

π(ACB) = pπ(ACB) + pπ(CAB) + pπ(CBA). (5.14)

Αν SA = {ABC,ACB}, προσθέτοντας κατά �έλη βρίσκου�ε π(SA) = p
�

x∈X π(x) = p. ΄Ο�οια, αν
SB = {BAC,BCA} και SC = {CAB,CBA}, τότε π(SB) = q, π(SC) = r. Από τις (5.13), (5.14)
παίρνου�ε τελικά ότι

π(ABC) =
p

1− p
π(SB) =

pq

1− p
και π(ACB) =

p

1− p
π(SC) =

pr

1− p
. (5.15)

Οι πιθανότητες των άλλων καταστάσεων βρίσκονται �ε ανάλογο τρόπο, οπότε τελικά

π = (
pq

1− p
,

rp

1− r
,

qr

1− q
,

qp

1− q
,

pr

1− p
,

rq

1− r
).

΄Εχοντας βρει την αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας, �πορού�ε εύκολα να απαντήσου�ε τα υπόλοιπα
ερωτή�ατα. ΄Ετσι, αν T+

ABC
= inf{k > 0 : Xk = ABC}, τότε

E
�
T+
ABC

|X0 = ABC
�
=

1

π(ABC)
=

1− p

pq
.

Κάθε φορά που διαβάζετε το βιβλίο Calculus το τοποθετείτε αριστερά οπότε η αλυσίδα περνά από �ία από
της καταστάσεις του SC . ΄Ετσι,

E
� T

+
ABC�

k=1

�
Xk ∈ SC

� ���X0 = ABC
�
=

π[SC ]

π(ABC)
=

(1− p)r

pq
.

5.5 Χρονική αντιστρεψι�ότητα και ακριβής ισορροπία

Ας θεωρήσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 που εξελίσσεται σε έναν αριθ�ήσι�ο χώρο καταστάσε-
ων X και βρίσκεται στην κατάσταση ισορροπίας της �ε κατανο�ή π. ΄Οπως έχου�ε εξηγήσει, η κατάσταση
ισορροπίας �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας είναι �ια κατάσταση δυνα�ικής ισορροπίας. Η αλυσίδα εξελίσσεται
στον χρόνο αλλά �ε τέτοιο τρόπο ώστε η κατανο�ή της να �ένει σταθερή. Ας κάνου�ε τώρα το ακόλουθο
νοητικό πείρα�α. Ας υποθέσου�ε πως κινη�ατογραφού�ε την αλυσίδα για κάποιο χρόνο και έπειτα αναπα-
ράγου�ε την ταινία που τραβήξα�ε ανάποδα. Πώς �οιάζει η δυνα�ική της αλυσίδας όταν ο χρόνος κυλάει
ανάποδα; Την απάντηση σε αυτό το ερώτη�α δίνει το παρακάτω θεώρη�α.

Θεώρη�α 23 ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �η υποβιβάσι�η στάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα �ε κατανο�ή ισορροπίας
π. Για τον χρόνο N ∈ N ορίζου�ε την ακολουθία {Yn}0≤n≤N �ε Yn = XN−n. Τότε η {Yn}n είναι επίσης
�ια στάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα �ε κατανο�ή π αλλά �ε πιθανότητες �ετάβασης p̂(·, ·) που δίνονται από
τη σχέση

p̂(x, y) =
π(y)

π(x)
p(y, x), ∀x, y ∈ X. (5.16)
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Απόδειξη: Οι p̂ είναι καλά ορισ�ένες, αφού, όπως έχου�ε δει, για την αναλλοίωτη κατανο�ή π �ιας
στάσι�ης αλυσίδας έχου�ε π(x) > 0, για κάθε x ∈ X. Επίσης, είναι πιθανότητες �ετάβασης, αφού
p̂(x, y) ≥ 0 για κάθε x, y ∈ X, ενώ

�

y∈X
p̂(x, y) =

1

π(x)

�

y∈X
π(y)p(y, x) = 1, ∀x ∈ X,

αφού η π(·) είναι αναλλοίωτη κατανο�ή για τη {Xn}n. Θα δού�ε τώρα ότι οι p̂ είναι οι πιθανότητες
�ετάβασης για την {Yn}. Πράγ�ατι, για k ∈ {1, 2, . . . , N}, έχου�ε

P
�
Y0 = y0, Y1 = y1, . . . , Yk = yk

�
= P

�
XN−k = yk, . . . , XN−1 = y1, XN = y0

�

= P
�
XN−k = yk

�
P
�
XN−k+1 = yk−1|XN−k = yk

�
· · ·P

�
XN = y0 |XN−1 = y1

�

= π(yk) p(yk, yk−1) · · · p(y1, y0) = π(y0) p̂(y0, y1) · · · p̂(yk−1, yk),

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τον ορισ�ό (5.16) των p̂. Τέλος, για κάθε x ∈ X, έχου�ε
�

y∈X
π(y) p̂(y, x) = π(x)

�

y∈X
p(x, y) = π(x),

άρα η κατανο�ή π είναι αναλλοίωτη για την {Yn}n και, εφόσον η κατανο�ή της Yk = XN−k για κάθε
k ∈ {1, 2, . . . , N} είναι π, η {Yn}n είναι στάσι�η. ✷

Αν η κατανο�ή π ικανοποιεί την

π(x) p(x, y) = π(y) p(y, x), ∀x, y ∈ X, (5.17)

τότε, από τη σχέση (5.16), έχου�ε ότι p̂ = p και άρα η {Yn}n, η χρονική αντιστροφή της {Xn}n, έχει την
ίδια στάσι�η κατανο�ή και τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης όπως και η {Xn}n. Με άλλα λόγια, αν κινη-
�ατογραφήσου�ε τη {Xn}n, δεν θα �πορού�ε �ε την αναπαραγωγή του φιλ� να διακρίνου�ε τη φορά του
χρόνου. ΄Οταν ικανοποιείται η (5.17), λέ�ε ότι η κατανο�ή π και οι πιθανότητες �ετάβασης p βρίσκονται
σε ακριβή ισορροπία (detailed balance) και ότι η αλυσίδα είναι χρονικά αντιστρέψι�η (time reversible).

Τα περισσότερα ενδιαφέροντα φυσικά συστή�ατα ικανοποιούν τις συνθήκες ακριβούς ισορροπίας (5.17).
΄Ενας από τους λόγους για τους οποίους οι συνθήκες αυτές είναι ιδιαίτερα χρήσι�ες είναι ότι, όταν ικα-
νοποιούνται, �ας επιτρέπουν να εντοπίσου�ε �ια αναλλοίωτη κατανο�ή π πιο εύκολα από τις συνθήκες
ορισ�ού της

π(x) =
�

y∈X
π(y) p(y, x), ∀x ∈ X. (5.18)

Πράγ�ατι, όπως φαίνεται από την (5.17), οδηγούν σε απλούστερες εξισώσεις για την π, που σύ�φωνα �ε
το ακόλουθο Λή��α όταν έχουν λύση, αυτή είναι πάντα αναλλοίωτη κατανο�ή.

Λή��α 7 Αν η κατανο�ή π και οι πιθανότητες �ετάβασης p βρίσκονται σε ακριβή ισορροπία, τότε η π
είναι αναλλοίωτη κατανο�ή για τη �αρκοβιανή αλυσίδα �ε πιθανότητες �ετάβασης p.

Απόδειξη: Για κάθε x ∈ X έχου�ε
�

y∈X
π(y)p(y, x)

(5.17)
=

�

y∈X
π(x) p(x, y) = π(x)

�

y∈X
p(x, y) = π(x). ✷
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Παράδειγ�α 44 Στο �οντέλο διάχυσης του Ehrenfest N σω�ατίδια τοποθετούνται σε ένα δοχείο �ε
δύο δια�ερίσ�ατα, Α και Β. Σε κάθε βή�α επιλέγου�ε τυχαία ένα από τα N σω�ατίδια και του αλλάζου�ε
δια�έρισ�α.

Αν {Xn}n∈N0 είναι η �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {0, 1, . . . , N} που περιγράφει το
πλήθος των σω�ατιδίων στο δια�έρισ�α Α, τότε οι πιθανότητες �ετάβασης αυτής της αλυσίδας είναι

p(k, k + 1) =
N − k

N
και p(k, k − 1) =

k

N
, ∀k ∈ X.

Πράγ�ατι, για να αυξηθεί κατά 1 το πλήθος των σω�ατιδίων στο δια�έρισ�α Α θα πρέπει να επιλέξου�ε ένα
από τα σω�ατίδια του δια�ερίσ�ατος Β για να του αλλάξου�ε δια�έρισ�α. Αν στο δια�έρισ�α Α υπάρχουν
k σω�ατίδια, τότε στο δια�έρισ�α Β υπάρχουν N − k και άρα η πιθανότητα να επιλέξου�ε ένα από τα
σω�ατίδια του Β είναι N−k

N
. Ο�οίως για να �ειωθεί κατά 1 το πλήθος των σω�ατιδίων στο δια�έρισ�α

Α θα πρέπει το σω�ατίδιο που θα επιλέξου�ε για να του αλλάξου�ε δια�έρισ�α να προέρχεται από το Α,
ενδεχό�ενο που έχει πιθανότητα k

N
όταν στο Α υπάρχουν k σω�ατίδια.

Είναι φανερό ότι η {Xn}n είναι �η υποβιβάσι�η και άρα θα έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π. Αν
επιχειρήσου�ε να προσδιορίσου�ε την π από τις εξισώσεις (5.18), θα οδηγηθού�ε σε �ια �η γρα��ική
αναδρο�ική εξίσωση δεύτερης τάξης που θέλει αρκετό κόπο για να λυθεί. �οκι�άστε το για εξάσκηση.
Αν αντίθετα επιχειρήσου�ε να βρού�ε κάποια κατανο�ή π στον X που βρίσκεται σε ακριβή ισορροπία �ε
τις πιθανότητες �ετάβασης p, θα πάρου�ε τις εξισώσεις

π(k) p(k, k + 1) = π(k + 1) p(k + 1, k) k ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

ή ισοδύνα�α
π(k + 1)

π(k)
=

N − k

k
k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις αυτές για k = 0, 1, . . . , n− 1 λα�βάνου�ε ότι

π(n) = π(0)

�
N

n

�
, ∀n ∈ X,

ενώ από τη συνθήκη κανονικοποίησης
�

n∈X
π(n) = 1 έχου�ε ότι π(0)

N�

n=0

�
N

n

�
= π(0)2N = 1. Επο�ένως,

π(n) = 2−N

�
N

n

�
, ∀n ∈ X. ✷

Παράδειγ�α 45 : Τυχαίος περίπατος σε γράφο
΄Εστω {Xn}n ένας περίπατος στις κορυφές V ενός συνεκτικού, �η προσανατολισ�ένου γράφου. Σε κάθε
βή�α ο περιπατητής επιλέγει τυχαία �ία από τις ακ�ές της κορυφής που βρίσκεται και �εταβαίνει στην άλλη
κορυφή αυτής της ακ�ής.

Αν ο περιπατητής �ας βρίσκεται σε �ια κορυφή x ∈ V �ε βαθ�ό v(x), τότε όλες οι v(x) κορυφές που
συνδέονται �ε την κορυφή x είναι ισοπίθανες ως επό�ενος προορισ�ός. Επο�ένως, αν E είναι το σύνολο
των ακ�ών του γράφου, οι πιθανότητες �ετάβασης της αλυσίδας δίνονται από την

p(x, y) =

�
1

v(x) , αν (x, y) ∈ E

0, αν (x, y) /∈ E.
(5.19)
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Εφόσον ο γράφος είναι συνεκτικός (ανά�εσα σε οποιεσδήποτε δυο κορυφές υπάρχει ένα �ονοπάτι, του
οποίου οι διαδοχικές κορυφές συνδέονται �ε ακ�ές), η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η και έχει επο�ένως
�οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π, την οποία θέλου�ε να προσδιορίσου�ε. Από την (5.19) προκύπτει ά�εσα
ότι

v(x) p(x, y) = v(y) p(y, x) = χE(x, y), ∀x, y ∈ V,

όπου χE(x, y) = 1 αν (x, y) ∈ E και 0 διαφορετικά. Επο�ένως, αν για κάποια σταθερά c έχου�ε π(x) =
cv(x), ∀x ∈ V , τότε η π βρίσκεται σε ακριβή ισορροπία �ε τις πιθανότητες �ετάβασης p. Η σταθερά c θα
προσδιοριστεί από τη συνθήκη κανονικοποίησης

1 =
�

x∈V
π(x) = c

�

x∈V
v(x) = 2c|E|,

όπου |E| είναι το πλήθος των ακ�ών του γράφου. Η τελευταία ισότητα προκύπτει γιατί κάθε ακ�ή
προστίθεται στο άθροισ�α δύο φορές, �ία για κάθε κορυφή στην οποία καταλήγει. ΄Αρα

π(x) =
v(x)

2|E| , ∀x ∈ V. ✷

΄Ενας ακό�α πολύ ση�αντικός λόγος για τον οποίο οι συνθήκες ακριβούς ισορροπίας είναι πολύ χρήσι�ες
είναι ότι �ας δίνουν τη δυνατότητα να κατασκευάσου�ε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε επιθυ�ητή αναλλοίωτη
κατανο�ή, όπως θα δού�ε παρακάτω στον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings.

5.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 66 Η {Xn}n∈N0 είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {1, 2, 3, 4} �ε
πίνακα �ετάβασης

P =





0 1/2 1/3 1/6
1/2 0 1/4 1/4
0 1/2 0 1/2

1/2 1/3 1/6 0



 .

α) Βρείτε την αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας.
β) Αν X0 = 1, υπολογίστε τον ανα�ενό�ενο χρόνο πρώτης επιστροφής T+

1 = inf{k > 0 : Xk = 1} στην
κατάσταση 1.
γ) Υπολογίστε τον ανα�ενό�ενο αριθ�ό επισκέψεων στην κατάσταση 3 �έχρι τη συ�πλήρωση 93 επιστρο-
φών στην κατάσταση 1.

΄Ασκηση 67 α) Βρείτε όλες τις αναλλοίωτες κατανο�ές της αλυσίδας {Xn} που περιγράψα�ε στην ΄Α-
σκηση 5. ΄Ισως βρείτε χρήσι�ο το Παράδειγ�α 45.
β) Υπολογίστε τον ανα�ενό�ενο αριθ�ό η�ερών �έχρι την πρώτη επιστροφή του εντό�ου στο �πάνιο.
γ) Υπολογίστε τον ανα�ενό�ενο αριθ�ό η�ερών που θα περάσει το έντο�ο στο σαλόνι �έχρι την πρώτη
του επιστροφή στο �πάνιο.
δ) Αν ένα άλλο έντο�ο αρχικά βρίσκεται στην κουζίνα και �ετακινείται κάθε �έρα όπως το πρώτο, ποια
είναι η πιθανότητα κάποια �έρα τα δύο έντο�α να βρεθούν στο ίδιο δω�άτιο;

΄Ασκηση 68 ΄Ενας παντοπώλης εφοδιάζεται κάθε πρωί �ε ένα πακέτο �πισκότα. ΄Εχει παρατηρήσει
ότι η η�ερήσια ζήτηση είναι �ια τυχαία �εταβλητή X �ε κατανο�ή P

�
X = 0

�
= 1

4 , P
�
X = 1

�
= 1

2 ,
P
�
X = 2

�
= 1

6 , P
�
X = 3

�
= 1

12 . Περιγράψτε την ποσότητα από �πισκότα που έχει στο παντοπωλείο κάθε
βράδυ ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα και βρείτε την αναλλοίωτη κατανο�ή της. Αν χτες το βράδυ δεν είχε
�είνει κανένα πακέτο �πισκότα στο παντοπωλείο, ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός η�ερών �έχρι την
επό�ενη φορά που το παντοπωλείο θα �είνει χωρίς �πισκότα;
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΄Ασκηση 69 Μια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X = N0 �ετατοπίζεται ένα βή�α προς τα αριστερά όταν δεν
βρίσκεται στο 0 και όταν φτάσει στο 0 κάνει ένα άλ�α που ακολουθεί γεω�ετρική κατανο�ή �ε παρά�ετρο
q (0 < q < 1). Υπολογίστε την αναλλοίωτη κατανο�ή της �ε τρεις διαφορετικούς τρόπους.

΄Ασκηση 70 Μια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X = {0, 1, 2, . . .} έχει πιθανότητες �ετάβασης p(k, k+1) =
p < 1, p(k, 0) = 1− p, ∀k ∈ X. Βρείτε την αναλλοίωτη κατανο�ή της. Ποια είναι η ανα�ενό�ενη τι�ή του
χρόνου που �εσολαβεί ανά�εσα σε δύο διαδοχικές επισκέψεις στο 3; Ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος αριθ�ός
επισκέψεων στο 0 ανά�εσα σε δύο διαδοχικές επισκέψεις στο 3;

΄Ασκηση 71 Ο κύριος Χ αντι�ετωπίζει ένα σοβαρό πρόβλη�α �νή�ης. Κάθε νύχτα ξεχνά ένα �έρος από
τα πρόσωπα που γνωρίζει. Συγκεκρι�ένα, αν θυ�άται k πρόσωπα πριν πέσει για ύπνο, το πλήθος των
προσώπων που εξακολουθεί να θυ�άται �όλις ξυπνήσει �πορεί να είναι 0, 1, 2, . . . , k, καθένα �ε πιθανότητα
1/(k + 1). Ο γιατρός που τον παρακολουθεί του �αθαίνει κάθε �έρα ένα πρόσωπο, διαφορετικό από αυτά
που θυ�άται. Αν Xn είναι το πλήθος των προσώπων που ο κύριος Χ θυ�άται το βράδυ της n-στης η�έρας:

α) Βρείτε τις πιθανότητες �ετάβασης p(j, k), j, k ∈ N της αλυσίδας Xn.
β) �είξτε ότι η �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή της {Xn} είναι η π : N → [0, 1] �ε π(k) = 1

e(k−1)! .
γ) Αν κάποιο βράδυ ο κύριος Χ θυ�άται 3 πρόσωπα πριν πέσει για ύπνο, ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος χρόνος
που θα �εσολαβήσει �έχρι το επό�ενο βράδυ που θα θυ�άται πάλι 3 πρόσωπα;

΄Ασκηση 72 Αν R �= ∅ είναι το σύνολο των γνησίως επαναληπτικών κλάσεων �ιας αλυσίδας {Xn}n και
π ∈ I(P ), δείξτε ότι υπάρχει �όνο ένας τρόπος να γράψου�ε την π ως

π =
�

C∈R
α(C)πC .

΄Ασκηση 73 �είξτε ότι για �ια �αρκοβιανή αλυσίδα σε έναν πεπερασ�ένο χώρο καταστάσεων X �ε
γεννήτορα L και αναλλοίωτη κατανο�ή π έχου�ε

�

x∈X
π(x)f(x)Lf(x) = −1

2

�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
f(y)− f(x)

�2
.

Συ�περάνετε ότι, αν η αλυσίδα είναι �η υποβιβάσι�η και Lf(x) = 0 για κάθε x ∈ X, τότε η f είναι σταθερή
συνάρτηση.

΄Ασκηση 74 ( σταθερά του Kemeny) ΄Εστω {Xn}n �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα σε έναν πεπερασ�ένο
χώρο καταστάσεων X �ε αναλλοίωτη κατανο�ή π. Θεωρού�ε �ια τυχαία �εταβλητή Y ανεξάρτητη από τις
{Xn} και �ε κατανο�ή π, δηλαδή P

�
Y = x

�
= π(x), ∀x ∈ X. Ορίζου�ε τώρα TY = inf{k ≥ 0 : Xk = Y }.

Ποια είναι η κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής XTY ; �είξτε ότι η συνάρτηση f(x) = E
�
TY | X0 = x

�

είναι σταθερή.

΄Ασκηση 75 Θεωρήστε �ια αλυσίδα Markov στον X = {0, 1, 2, . . .} �ε p(k, k+1) = 1
k+1 , p(k, k− 1) =

k

k+1 , για κάθε k ∈ X. Βρείτε �ια αναλλοίωτη κατανο�ή της. Είναι αυτή �οναδική; Υπόδειξη: δοκι�άστε
να βρείτε �ια κατανο�ή που ικανοποιεί τις συνθήκες ακριβούς ισορροπίας. Αφού τη βρείτε, δοκι�άστε να
λύσετε το πρόβλη�α �ε τον ορισ�ό της αναλλοίωτης κατανο�ής. Παρατηρήστε ότι είναι πολύ πιο εύκολο να
βρει κανείς την αναλλοίωτη κατανο�ή π �έσω των συνθηκών ακριβούς ισορροπίας, όταν η π τις ικανοποιεί.
Αυτό βέβαια συ�βαίνει �όνο αν η αλυσίδα είναι χρονικά αντιστρέψι�η.

΄Ασκηση 76 ΄Ενα αλογάκι ξεκινά από το κάτω αριστερά τετραγωνάκι �ιας σκακιέρας. Σε κάθε βή�α,
επιλέγει τυχαία �ία από τις επιτρεπτές κινήσεις που έχει και �εταβαίνει στο αντίστοιχο τετράγωνο. Ποιος
είναι ο ανα�ενό�ενος χρόνος �έχρι την πρώτη επιστροφή του στο τετράγωνο απ΄ όπου ξεκίνησε;
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5.7 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

΄Ασκηση 77 Σε αυτή την άσκηση θα δού�ε πώς �πορού�ε να κάνου�ε γραφικές παραστάσεις �ε την
Python. Κατεβάστε το πρόγρα��α example plot.py και αποθηκεύστε το στον κατάλογο που θα δου-
λέψετε. Τρέξτε το πρόγρα��α. Το πρόγρα��α τυπώνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης x �→ 32x3

στο διάστη�α (0,6) σε κανονική και λογαριθ�ική (�ε βάση το 2) κλί�ακα.
α) Γιατί σε λογαριθ�ική κλί�ακα βλέπου�ε �ια ευθεία;
β) Εκτι�ήστε γραφικά την κλίση της ευθείας και το ση�είο που τέ�νει τον άξονα y�y.

Για τα επό�ενα δύο ερωτή�ατα ίσως σας βοηθήσει να έχετε ανοίξει τον κώδικα �ε έναν επεξεργαστή κει-
�ένου σε ένα τερ�ατικό και να εκτελείτε το πρόγρα��α από ένα άλλο τερ�ατικό.

γ) Αλλάξτε τη συνάρτηση σε x �→ 8x3 και ξανατρέξτε το πρόγρα��α. Πώς αλλάζει το διάγρα��α σε
λογαριθ�ική κλί�ακα;
δ) Αλλάξτε τη συνάρτηση σε x �→ 8x2 και ξανατρέξτε το πρόγρα��α. Πώς αλλάζει το διάγρα��α σε
λογαριθ�ική κλί�ακα;

Κλείστε τώρα το παράθυρο γραφικών και αλλάξτε το πρόγρα��α ώστε να ξαναπάρετε τη γραφική πα-
ράσταση της x �→ 32x3. Αφαιρέστε το σύ�βολο # από τις δύο γρα��ές στο τέλος του προγρά��ατος

a,b = np.polyfit(newx,newy,1)

print "The fitted line is y=%.2f*x+%.2f " % (a,b)

ώστε αυτές να �ετατραπούν από σχόλια σε �έρος του εκτελέσι�ου προγρά��ατος. Η πρώτη υπολογίζει
τους συντελεστές της ευθείας y = ax + b που προσαρ�όζεται καλύτερα στα ση�εία (newx,newy). Η
παρά�ετρος 1 δηλώνει ότι θέλου�ε να προσαρ�όσου�ε ένα πολυώνυ�ο βαθ�ού 1, δηλαδή �ια ευθεία. Η
δεύτερη γρα��ή απλά τυπώνει το αποτέλεσ�α (�ε δύο δεκαδικά ψηφία) για τον χρήστη. Ξανατρέξτε το
πρόγρα��α.

ε) Συ�φωνεί το αποτέλεσ�α για τα a, b �ε αυτό που βρήκατε στο ερώτη�α (β);

΄Ασκηση 78 Κατεβάστε το πρόγρα��α variance.py και αποθηκεύστε το στον κατάλογο που θα δου-
λέψετε.

Το πρόγρα��α προσο�οιώνει �ια αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων X = {1, 2, 3, 4, 5} και υπολογίζει �ε τη
�έθοδο Monte Carlo τον ανα�ενό�ενο χρόνο επιστροφής στην κατάσταση 1, E

�
T+
1 |X0 = 1

�
, όπου

T+
1 = inf{k > 0 : Xk = 1}.

Η εκτί�ηση για την E
�
T+
1 |X0 = 1

�
λα�βάνεται προσο�οιώνοντας την αλυσίδα N φορές, παίρνοντας

N ανεξάρτητα δείγ�ατα t1, . . . , tN του χρόνου επιστροφής στο 1 και παίρνοντας τον �έσο όρο αυτών
των δειγ�άτων. Ο νό�ος των �εγάλων αριθ�ών εγγυάται ότι ο �έσος όρος αυτών των N ανεξάρτητων
δειγ�άτων της τυχαίας �εταβλητής T+

1 είναι για αρκετά �εγάλο N κοντά στην E
�
T+
1 |X0 = 1

�
�ε �εγάλη

πιθανότητα. Θα καλού�ε την

EN =
t1 + t2 + · · ·+ tN

N

εκτι�ήτριαMonte Carlo της ανα�ενό�ενης τι�ής E
�
T+
1 |X0 = 1

�
. Φυσικά η EN είναι �ια τυχαία �εταβλητή

και αν ξανακάνου�ε το πείρα�α θα πάρου�ε �ια διαφορετική εκτί�ηση.

α) Τρέξτε το πρόγρα��α �ερικές φορές και δείτε πόσο διαφέρουν οι εκτι�ήσεις που παίρνου�ε κάθε φορά
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για την E
�
T+
1 |X0 = 1

�
. Επαναλάβετε για N = 26, 27, . . . , 212. Φαίνεται να διαφέρουν λιγότερο οι

διαφορετικές εκτι�ήσεις καθώς �εγαλώνει το N ;

Σκοπός αυτής της άσκησης είναι να βρού�ε υπολογιστικά πώς επηρεάζεται η διασπορά της εκτι�ήτριας EN

από το πλήθος των επαναλήψεων N .

β) Φτιάξτε έναν βρόχο που θα κάνει M = 30 εκτι�ήσεις της E
�
T+
1 |X0 = 1

�
για κάθε δεδο�ένη τι�ή του

N και αποθηκεύστε αυτές τις M εκτι�ήσεις στη λίστα mcestimates.

γ) Υπολογίστε τη δειγ�ατική �έση τι�ή και τη δειγ�ατική διασπορά αυτών των εκτι�ήσεων αφαιρώντας
τον σχολιασ�ό από τις εντολές

sample mean = float( sum(mcestimates) ) / M

squared distance from mean = [ (e - sample mean)**2 for e in mcestimates ]

sample variance= float(sum ( squared distance from mean )) / (M-1)

που βρίσκονται στο τέλος του προγρά��ατος.

δ) Φτιάξτε έναν βρόχο που κάνει τον παραπάνω υπολογισ�ό για N = 26, 27, . . . , 214 και παραστήστε
γραφικά πώς εξαρτάται η δειγ�ατική �έση τι�ή και η δειγ�ατική τυπική απόκλιση από το N .

ε) Υπολογίστε θεωρητικά την E
�
T+
1 |X0 = 1

�
. Συ�φωνεί το αριθ�ητικό αποτέλεσ�α που βρήκατε �ε τη

θεωρητική τι�ή;

στ) Σχεδιάστε σε λογαριθ�ική κλί�ακα πώς εξαρτάται η δειγ�ατική τυπική απόκλιση της εκτι�ήτριαςMonte
Carlo από το N . Ποια είναι η κλίση της ευθείας στο λογαριθ�ικό διάγρα��α; Συ�φωνεί αυτό που βρήκατε
�ε το κεντρικό οριακό θεώρη�α;
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Κεφάλαιο 6

Ασυ�πτωτικά Θεωρή�ατα

6.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα �ελετήσου�ε την ασυ�πτωτική συ�περιφορά �αρκοβιανών αλυσίδων, το πώς δη-
λαδή αυτές συ�περιφέρονται σε βάθος χρόνου. Η κατανόηση της ασυ�πτωτικής συ�περιφοράς τους είναι
ση�αντική για δύο κυρίως λόγους. Αφενός, υπάρχουν συστή�ατα που �οντελοποιούνται από �αρκοβιανές
αλυσίδες και τα οποία, αφού περάσουν �ια παροδική φάση, τελικά λειτουργούν σε �ια κατάσταση ισορρο-
πίας. Αφετέρου, αν θέλου�ε να χρησι�οποιήσου�ε ιδέες από τις �αρκοβιανές αλυσίδες για να φτιάξου�ε
υπολογιστικούς αλγορίθ�ους, είναι ση�αντικό να ξέρου�ε τη συ�περιφορά του αλγορίθ�ου �ετά από πολ-
λές επαναλήψεις, να �πορού�ε να εκτι�ήσου�ε πόσο γρήγορα συκλίνει και πώς εξαρτάται το σφάλ�α της
προσέγγισης από το πλήθος των επαναλήψεων που θα εκτελέσου�ε. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε
στις αναφορές [7] και [6].

6.2 Περιοδικότητα

Ας θεωρήσου�ε �ια αλυσίδα που κινείται στις κορυφές ενός τετραγώνου ΑΒΓ�. Ξεκινώντας από την
κορυφή Α, σε κάθε βή�α �εταβαίνει σε �ία από τις δύο γειτονικές της κορυφές �ε πιθανότητα 1/2. Εύκολα
βλέπει κανείς ότι η �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή αυτής της αλυσίδας είναι η ο�οιό�ορφη κατανο�ή
π = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4) και όπως είδα�ε στο προηγού�ενο κεφάλαιο αυτό είναι �όνο υποψήφιο όριο της
κατανο�ής πn της αλυσίδας �ετά από n βή�ατα. �εν είναι δύσκολο να δει κανείς ό�ως ότι πn �→ π.
Πράγ�ατι, εφόσον η αλυσίδα ξεκινά από το Α, θα βρίσκεται οπωσδήποτε στο Β ή στο � �ετά από περιττό
αριθ�ό βη�άτων και στο Α ή στο Γ �ετά από άρτιο αριθ�ό βη�άτων. ΄Ετσι, π.χ.

π2n+1(A) = P
�
X2n+1 = A |X0 = A

�
= 0 �→ 1/4.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι στο παράδειγ�ά �ας υπάρχουν υποσύνολα του χώρου καταστάσεων που είναι προ-
σβάσι�α �όνο σε συγκεκρι�ένες χρονικές στιγ�ές. Αυτή η ιδιότητα αποτελεί κατά κάποιον τρόπο �ια
παθολογία που ε�ποδίζει τη σύγκλιση της κατανο�ής της αλυσίδας πn, και σε αυτή την παράγραφο θα
προσπαθήσου�ε να την κατανοήσου�ε.

Ορισ�ός: Για �ια κατάσταση x ∈ X ορίζου�ε το σύνολο των δυνατών χρόνων επιστροφής στο x

R(x) = {n ∈ N : pn(x, x) > 0}, όπου θυ�ίζου�ε p(n)(x, x) = P
�
Xn = x |X0 = x

�
.

Θα ονο�άζου�ε τον �έγιστο κοινό διαιρέτη του συνόλου R(x) περίοδο της κατάστασης x και θα τον συ�-
βολίζου�ε �ε d(x). Στην ειδική περίπτωση που d(x) = 1, θα λέ�ε ότι η κατάσταση x είναι απεριοδική.
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Παράδειγ�α 46 Στο διπλανό σχή�α φαίνονται οι κατα-
στάσεις και οι δυνατές �εταβάσεις �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας
που κινείται σ΄ έναν χώρο �ε οκτώ καταστάσεις. Μια προσανα-
τολισ�ένη ακ�ή από το x στο y στον διπλανό γράφο αντιστοιχεί
σε θετική πιθανότητα �ετάβασης p(x, y). Οι υπόλοιπες �ετα-
βάσεις έχουν �ηδενική πιθανότητα. ΄Εχου�ε R(1) = R(2) =
R(3) = R(6) = {2, 3, . . .}, R(4) = {3, 5, 6, 7, 8, . . .}, R(5) =
N, R(7) = R(8) = {2, 4, 5, 6, . . .}. Στο παράδειγ�α αυτό έχου-
�ε d(x) = 1 για όλες τις καταστάσεις x της αλυσίδας, επο�ένως
όλες οι καταστάσεις είναι απεριοδικές.

!

"

#
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%

&

'

(

Παρατηρήστε ότι, για κάθε x ∈ X, το σύνολο R(x) είναι ένα υποσύνολο του N που είναι κλειστό ως προς
την πρόσθεση, δηλαδή

m,n ∈ R(x) ⇒ m+ n ∈ R(x).

�ιαισθητικά αυτό ση�αίνει ότι, αν είναι δυνατόν να επιστρέψου�ε στο x �ετά από m βή�ατα, αλλά και �ετά
από n βή�ατα, τότε είναι δυνατόν να επιστρέψου�ε στο x και �ετά από m+ n βή�ατα. Πράγ�ατι, από τις
εξισώσεις Chapman-Kolmogorov, έχου�ε

p(m+n)(x, x) =
�

y∈X
p(m)(x, y)p(n)(y, x) ≥ p(m)(x, x)p(n)(x, x) > 0,

εφόσον m,n ∈ R(x). Για τέτοια σύνολα έχου�ε το ακόλουθο λή��α.

Λή��α 8 Αν ένα σύνολο R ⊂ N είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και έχει �έγιστο κοινό διαιρέτη
d ∈ N, τότε υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε {n0d, (n0 + 1)d, (n0 + 2)d, . . .} ⊂ R. Το R περιέχει επο�ένως
τελικά όλα τα πολλαπλάσια του d.

Απόδειξη: Θα συ�βολίζου�ε �ε dN το σύνολο των φυσικών που είναι πολλαπλάσια του d, δηλαδή
dN = {d, 2d, 3d, . . .}. Αν d ∈ R, εφόσον το R είναι ένα κλειστό ως προς την πρόσθεση υποσύνολο του N,
έχου�ε R = dN. Αν πάλι d /∈ R, τότε, εφόσον το d είναι ο �έγιστος κοινός διαιρέτης του R, θα υπάρχουν
m1, . . . ,mk ∈ R και p1, p2, . . . , pk ∈ Z \ {0} τέτοια ώστε

k�

i=1

pimi = d. (6.1)

΄Εστω I ⊂ {1, 2, . . . , k} το σύνολο των δεικτών i για τους οποίους pi > 0 και I � = {1, 2, . . . , k} \ I το
σύνολο των δεικτών i για τους οποίους pi < 0. Προφανώς, το I δεν �πορεί να είναι κενό αφού το δεξί
�έλος της (6.1) είναι φυσικός αριθ�ός. Ούτε το I � �πορεί να είναι κενό ό�ως, αφού κάθε προσθετέος στο
αριστερό �έλος της (6.1) είναι �εγαλύτερος ή ίσος από 2d κατ΄ απόλυτη τι�ή στην περίπτωση (d /∈ R) που
εξετάζου�ε. Μπορού�ε επο�ένως να ξαναγράψου�ε την (6.1) ως

�

i∈I
pimi −

�

i∈I�
(−pi)mi = d.

Εφόσον το R είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και pi > 0 για i ∈ I έχου�ε ότι m =
�

i∈I pimi ∈ R.
Αντίστοιχα, έχου�ε ότι n =

�
i∈I�(−pi)mi ∈ R. Βρήκα�ε επο�ένως δύο στοιχεία m,n ∈ R τέτοια ώστε

m = n+ d. Θα δείξου�ε ότι το R περιέχει κάθε φυσικό της �ορφής Nd για Nd ≥ n(n− 1). Πράγ�ατι,
αν γράψου�ε την ταυτότητα της ακέραιας διαίρεσης του N �ε το n έχου�ε

N = qn+ υ, για κάποια q ≥ n− 1

d
, υ ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. (6.2)
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΄Εχου�ε τώρα
Nd = qnd+ υd = qnd+ υ(m− n) = υm+ (qd− υ)n.

Οι υ και qd−υ είναι �η αρνητικοί ακέραιοι λόγω της (6.2) και τουλάχιστον ένας από αυτούς είναι διάφορος
από το �ηδέν αφού έχουν άθροισ�α qd. Εφόσον m,n ∈ R και το R είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση,
θα έχου�ε Nd ∈ R για κάθε φυσικό N ≥ n(n− 1)/d.

Θα χρησι�οποιήσου�ε τώρα το Λή��α 8 για να δείξου�ε ότι η περίοδος είναι χαρακτηριστικό κλάσης.

Θεώρη�α 24 Αν δύο κατάστασεις ανήκουν στην ίδια κλάση επικοινωνίας, τότε έχουν την ίδια περίοδο.

Απόδειξη: Αν οι x, y ∈ X επικοινωνούν α�φίδρο�α, υπάρχουν m,n ∈ N τέτοια ώστε

p(m)(x, y) > 0 και p(n)(y, x) > 0.

Επιπλέον, αν � ∈ R(x), τότε θα έχου�ε m+ n+ � ∈ R(y). Πράγ�ατι,

p(m+n+�)(y, y) =
�

z,w∈X
p(n)(y, z)p(�)(z, w)p(m)(w, y) ≥ p(n)(y, x)p(�)(x, x)p(m)(x, y) > 0.

Από το Λή��α 8, υπάρχει κάποιο q ∈ N τέτοιο ώστε qd(x), (q + 1)d(x) ∈ R(x). Από την προηγού�ενη
παρατήρηση, θα έχου�ε λοιπόν

m+ n+ qd(x) ∈ R(y) και m+ n+ (q + 1)d(x) ∈ R(y).

Επο�ένως, d(y)/m + n + qd(x) και d(y)/m + n + (q + 1)d(x) και άρα d(y)/d(x). Εναλλάσσοντας τον
ρόλο των x, y στο παραπάνω επιχείρη�α, παίρνου�ε ότι d(x)/d(y) και άρα d(x) = d(y).

Υπό το φως του Θεωρή�ατος 24 έχει νόη�α να �ιλά�ε για την περίοδο �ιας κλάσης ή για την περίοδο �ιας
�η υποβιβάσι�ης αλυσίδας και να χαρακτηρίζου�ε �ια τέτοια αλυσίδα απεριοδική όταν η περίοδός όλων των
καταστάσεών της είναι 1. Το ακόλουθο πόρισ�α είναι συχνά χρήσι�ο γιατί δίνει �ια ικανή συνθήκη ώστε
να είναι �ια αλυσίδα απεριοδική που �πορεί να ελεγχθεί �ε απλή επισκόπηση.

Πόρισ�α 10 Αν �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα έχει �ια κατάσταση x για την οποία p(x, x) > 0, τότε η
αλυσίδα είναι απεριοδική.

Απόδειξη: Εφόσον p(x, x) > 0 έχου�ε 1 ∈ R(x) και άρα d(x) = 1. Επειδή η αλυσίδα είναι �η υποβι-
βάσι�η, όλες οι καταστάσεις της θα έχουν την ίδια περίδο �ε την x, δηλαδή 1.

Το ακόλουθο λή��α θα �ας φανεί επίσης χρήσι�ο στις επό�ενες παραγράφους.

Λή��α 9 Αν η {Xn}n∈N0 είναι �ια �η υποβιβάσι�η και απεριοδική αλυσίδα σε έναν χώρο καταστάσεων
X �ε πιθανότητες �ετάβασης p(·, ·), τότε για κάθε x, y ∈ X υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε p(n)(x, y) > 0,
για κάθε n ≥ n0.

Απόδειξη: Εφόσον d(x) = 1 από το Λή��α 8 υπάρχει ένα n1 ∈ N τέτοιο ώστε p(n)(x, x) > 0, για κάθε
n ≥ n1. Εφόσον η {Xn}n είναι �η υποβιβάσι�η υπάρχει ακό�η ένα m ∈ N τέτοιο, ώστε p(m)(x, y) > 0.
Αν τώρα n ≥ n1 +m, έχου�ε

p(n)(x, y) =
�

z∈X
p(n−m)(x, z)p(m)(z, y) ≥ p(n−m)(x, x)p(m)(x, y) > 0.
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Προσέξτε ότι στο παράδειγ�α που είδα�ε στην αρχή της παραγράφου, για το οποίο η κατανο�ή πn της
αλυσίδας �ετά από n βή�ατα δεν συγκλίνει στην αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας, η περίοδος της
αλυσίδας είναι 2. Ο λόγος που η σύγκλιση αποτυγχάνει είναι γιατί αν �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα έχει
περίοδο d, ο χώρος κατάστασεων δια�ερίζεται σε d σύνολα X = ∪d−1

j=0Cj , σε καθένα από τα οποία η αλυσίδα
�πορεί να επιστρέψει �όνο �ετά από ένα αριθ�ό βη�άτων που είναι πολλαπλάσιο του d. �ηλαδή,

P
�
Xn ∈ Cj |X0 ∈ Cj

�
�= 0 ⇔ d/n.

Πιο συγκεκρι�ένα έχου�ε το ακόλουθο θεώρη�α, του οποίου η απόδειξη αφήνεται σαν άσκηση.

Θεώρη�α 25 ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα σε έναν χώρο καταστάσεων X � x �ε
πιθανότητες �ετάβασης p(·, ·) και περίοδο d. Τότε η αλυσίδα {Yn}n∈N0 �ε Yn = Xnd (δηλαδή η αλυσίδα
που προκύπτει αν δειγ�ατοληπτού�ε την {Xn}n κάθε d βή�ατα) είναι υποβιβάσι�η στις d απεριοδικές
κλάσεις

Cv = {y ∈ X : p(dn+v)(x, y) > 0, για κάποιο n ∈ N0}, v ∈ 0, 1, 2, . . . d− 1.

Αν η αλυσίδα {Xn}n∈N είναι γνησίως επαναληπτική �ε αναλλοίωτη κατανο�ή π, τότε η αναλλοίωτη κατα-
νο�ή πv της αλυσίδας {Yn}n∈N0 που στηρίζεται στην κλάση Cv δίνεται από την

πv(y) =

�
dπ(y), αν y ∈ Cv

0, αν y /∈ Cv.
(6.3)

Στην παράγραφο 6.4 θα δού�ε ότι αν �ια �η υποβιβάσι�η και γνησίως επαναληπτική αλυσίδα είναι απεριο-
δική, τότε σε βάθος χρόνου η κατανο�ή της αλυσίδας πn θα συγκλίνει στην αναλλοίωτη κατανο�ή της.
Αυτό είναι ένα πολύ χρήσι�ο αποτέλεσ�α, γιατί εκτός του ότι περιγράφει την ασυ�πτωτική συ�περιφο-
ρά της αλυσίδας, προσφέρει και έναν υπολογιστικό τρόπο για να πάρου�ε δείγ�ατα από �ια κατανο�ή π.
Χρειάζεται απλώς να κατασκευάσου�ε �ια �η υποβιβάσι�η, γνησίως επαναληπτική και απεριοδική αλυσίδα
που έχει αναλλοίωτη κατανο�ή την π και να αφήσου�ε αυτή την αλυσίδα να κάνει αρκετά βή�ατα ώστε η
κατανο�ή της να πλησιάσει την π. Αυτή η ιδέα είναι η βάση της �εθόδου Markov Chain Monte Carlo
(MCMC), που θα �ελετήσου�ε εκτενέστερα στο Κεφάλαιο 7.

Για την απόδειξη της σύγκλισης πn → π θα χρησι�οποιήσου�ε �ια πολύ ισχυρή πιθανοθεωρητική τεχνι-
κή, τη σύζευξη (coupling). Λόγω της χρησι�ότητας αυτής της τεχνικής θα αφιερώσου�ε την επό�ενη
παράγραφο στο να την περιγράψου�ε �έσα από δύο παραδείγ�ατα.

6.3 Σύζευξη

Η σύζευξη είναι �ια πολύ γενική �έθοδος �ε την οποία �πορού�ε να πάρου�ε χρήσι�α αποτελέσ�ατα για
την κατανο�ή τυχαίων �εταβλητών, ορισ�ένων εν γένει σε διαφορετικούς χώρους πιθανότητας, θεωρώντας
έναν �εγαλύτερο χώρο πιθανότητας στον οποίο �πορού�ε να ορίσου�ε ταυτόχρονα τις τυχαίες �εταβλητές
χωρίς να αλλάξου�ε την κατανο�ή τους. Πιο συγκεκρι�ένα, αν η τυχαία �εταβλητή X έχει οριστεί στον
χώρο πιθανότητας (Ω1,F1,P1) και η τυχαία �εταβλητή Y έχει οριστεί στον χώρο πιθανότητας (Ω2,F2,P2)
�πορού�ε να ορίσου�ε τις X̃, Ỹ στον κοινό δειγ�ατικό χώρο Ω = Ω1 × Ω2 ως εξής

X̃(ω1,ω2) = X(ω1), Ỹ (ω1,ω2) = Y (ω2).

Αν εφοδιάσου�ε τον Ω �ε ένα �έτρο πιθανότητας P που, περιορισ�ένο στο Ωi, ταυτίζεται �ε το Pi για
i ∈ {1, 2}, αν δηλαδή

P
�
A1 × Ω2

�
= P1

�
A1

�
και P

�
Ω1 ×A2

�
= P2

�
A2

�
, (6.4)
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για κάθε Ai ⊂ Ω1 στο πεδίο ορισ�ού Fi του Pi, τότε οι X̃, Ỹ , που είναι από κοινού ορισ�ένες στον Ω,
έχουν την ίδια κατανο�ή �ε τις X και Y , αντίστοιχα. Πράγ�ατι,

P
�
X̃ ∈ C

�
= P

�
{X ∈ C}× Ω2

�
= P1

�
X ∈ C

�

και αντίστοιχα για τις Ỹ και Y . ΄Ενα �έτρο πιθανότητας P που ικανοποιεί τις (6.4) ονο�άζεται �έτρο
σύζευξης των P1 και P2.

Παρατηρήστε ότι ενώ οι σχέσεις (6.4) που επιβάλλου�ε στο P καθορίζουν την κατανο�ή καθε�ιάς από τις
X̃ και Ỹ , δεν �ας δίνουν κα�ιά πληροφορία για τον τρόπο που οι X̃ και Ỹ συνδέονται �εταξύ τους. Η
τεχνική της σύζευξης συνίσταται στο να επιλέξου�ε το �έτρο σύζευξης P �ε τρόπο ώστε η από κοινού
κατανο�ή των X̃, Ỹ κάτω από το P να �ας οδηγεί σε χρήσι�α συ�περάσ�ατα.

Ας δού�ε πώς �πορού�ε να εφαρ�όσου�ε το παραπάνω γενικό σχέδιο �έσα από δύο συγκεκρι�ένα παρα-
δείγ�ατα.

Παράδειγ�α 47 ΄Εστω X τυχαία �εταβλητή �ε τι�ές στο R. Αν οι συναρτήσεις f, g : R → R είναι και
οι δύο αύξουσες ή και οι δύο φθίνουσες, τότε

E
�
f(X)g(X)

�
≥ E

�
f(X)

�
E
�
g(X)

�

οποτεδήποτε οι παραπάνω ανα�ενό�ενες τι�ές είναι καλά ορισ�ένες.

Σε αυτό το ση�είο αξίζει να δοκι�άσετε να αποδείξετε τον ισχυρισ�ό του παραδείγ�ατος χωρίς να χρησι-
�οποιήσετε την τεχνική της σύζευξης. Θα δείτε ότι δεν είναι καθόλου εύκολο. Θεωρήστε τώρα �ια άλλη
τυχαία �εταβλητή Y �ε την ίδια κατανο�ή όπως η X και ανεξάρτητη από τη X. Παρατηρήστε ότι, εφόσον
οι f, g έχουν το ίδιο είδος �ονοτονίας, τότε για κάθε x, y ∈ R έχου�ε

�
f(x)− f(y)

��
g(x)− g(y)

�
≥ 0

και επο�ένως η τυχαία �εταβλητή
�
f(X) − f(Y )

��
g(X) − g(Y )

�
παίρνει �όνο �η αρνητικές τι�ές. Ειδι-

κότερα,

0 ≤ E
��
f(X)− f(Y )

��
g(X)− g(Y )

��

= E
�
f(X)g(X)

�
+ E

�
f(Y )g(Y )

�
− E

�
f(X)g(Y )

�
− E

�
f(Y )g(X)

�

= E
�
f(X)g(X)

�
+ E

�
f(Y )g(Y )

�
− E

�
f(X)

�
E
�
g(Y )

�
− E

�
f(Y )

�
E
�
g(X)

�

= 2
�
E
�
f(X)g(X)

�
− E

�
f(X)

�
E
�
g(X)

��
,

όπου η προτελευταία ισότητα ισχύει επειδή οι X,Y είναι ανεξάρτητες, ενώ η τελευταία ισότητα προκύπτει
από το ότι οι X,Y έχουν την ίδια κατανο�ή.

Πού ακριβώς χρησι�οποιήσα�ε τη σύζευξη στο παραπάνω επιχείρη�α; Λέγοντας ‘θεωρήστε τώρα �ια άλλη
τυχαία �εταβλητή Y �ε την ίδια κατανο�ή όπως η X και ανεξάρτητη από τη X’ αποσιωπήσα�ε πώς �πορεί
κανείς να ορίσει στον ίδιο χώρο πιθανότητας δύο τυχαίες �εταβλητές �ε δεδο�ένη κατανο�ή ώστε αυτές
να είναι ανεξάρτητες. Αυτό γίνεται ακριβώς �ε την τεχνική της σύζευξης. Με τον συ�βολισ�ό που
περιγράψα�ε πριν, αν η X είναι ορισ�ένη σε έναν χώρο πιθανότητας (Ω1,F1,P1) και η Y είναι ορισ�ένη
σε έναν χώρο πιθανότητας (Ω2,F2,P2), εφοδιάζου�ε τον χώρο γινό�ενο Ω1 × Ω2 �ε το �έτρο γινό�ενο
P = P1 × P2, που ικανοποιεί την

P
�
A1 ×A2

�
= P1

�
A1

�
P2

�
A2

�
,

για κάθε Ai ⊂ Ωi στο πεδίο ορισ�ού Fi του Pi. Το P είναι �έτρο σύζευξης αφού Pi

�
Ωi

�
= 1, επο�ένως οι

X̃ και Ỹ που είναι ορισ�ένες στον Ω έχουν την κατανο�ή των X και Y , αντίστοιχα. Επιπλέον το P κάνει
τις X̃ και Ỹ ανεξάρτητες, αφού

P
�
X̃ ∈ C1, Ỹ ∈ C2

�
= P

�
{X ∈ C1}× {Y ∈ C2}

�
= P1

�
X ∈ C1

�
P2

�
Y ∈ C2

�
= P

�
X̃ ∈ C1

�
P
�
Ỹ ∈ C2

�
.
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Κατασκευάσα�ε λοιπόν ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές X̃, Ỹ , ορισ�ένες σε έναν κοινό χώρο πιθανότητας,
�ε την ίδια κατανο�ή όπως οι X και Y αντίστοιχα. ΄Εχοντας πλέον δει πώς γίνεται αυτό, �πορού�ε χάριν
απλότητας να συ�βολίζου�ε τις X̃, Ỹ �ε X και Y αντίστοιχα.

Παρατηρήστε ότι κάθε �έτρο σύζευξης δίνει στις X̃, Ỹ την κατανο�ή των X,Y αντίστοιχα. Επιλέγοντας
να εφοδιάσου�ε τον Ω �ε το �έτρο γινό�ενο P καθορίσα�ε επιπλέον πώς αυτές συνδέονται �εταξύ τους:
είναι ανεξάρτητες. Στη συνέχεια χρησι�οποιήσα�ε την ανεξαρτησία τους στην πορεία της απόδειξης.

Παράδειγ�α 48 Θεωρήστε έναν συνεκτικό γράφο G �ε σύνολο κορυφών V (|V | < +∞) και σύνολο
ακ�ών E. Για κάθε ακ�ή του γράφου και ανεξάρτητα από τις άλλες ακ�ές, αποφασίζου�ε αν θα τη
διαγράψου�ε �ε πιθανότητα p ∈ (0, 1). ΄Εστω C το ενδεχό�ενο ο γράφος να παρα�ένει συνεκτικός �ετά
τις διαγραφές. Θα δείξου�ε ότι η πιθανότητα του C είναι φθίνουσα συνάρτηση του p.

Είναι διαισθητικά ανα�ενό�ενο ότι όσο πιο πιθανό είναι να διαγράψου�ε κάθε ακ�ή τόσο λιγότερο πιθανό
είναι το να παρα�είνει συνεκτικός ο γράφος �ετά τις διαγραφές. Παρ΄ όλα αυτά δεν είναι εύκολο να αποδείξει
κανείς αυστηρά αυτόν τον ισχυρισ�ό χωρίς να χρησι�οποιήσει την ιδέα της σύζευξης. Ο λόγος είναι ότι,
αν χρησι�οποιήσει κανείς ένα κέρ�α που έχει πιθανότητα να φέρει κεφαλή p1 και το στρίψει για κάθε ακ�ή
του γράφου για να αποφασίσει αν θα τη διαγράψει και στη συνέχεια κάνει το ίδιο �ε ένα κέρ�α που έχει
πιθανότητα να φέρει κεφαλή p2 > p1, είναι δυνατόν τα αποτελέσ�ατα των στριψι�άτων να είναι τέτοια ώστε
στην πρώτη περίπτωση να καταλήξει �ε έναν �η συνεκτικό γράφο, ενώ στη δεύτερη �ε έναν συνεκτικό
γράφο. Θα χρησι�οποιήσου�ε την ιδέα της συζευξης ώστε να κάνου�ε τις διαγραφές �ε πιθανότητα p1 και
p2 συντονισ�ένα και �ε τρόπο ώστε οι ακ�ές που διαγράφου�ε στην πρώτη περίπτωση να είναι υποσύνολο
εκείνων που διαγράφου�ε στη δεύτερη.

Ο γράφος του πειρά�ατος είναι �ια τυχαία �εταβλητή G ορισ�ένη στον δειγ�ατικό χώρο Ω = {0, 1}E �ε
τι�ές στο σύνολο των γράφων που έχουν κορυφές τα ση�εία του V και ακ�ές κάποιο υποσύνολο του E.
Πράγ�ατι, το ω = {ωe}e∈E ∈ Ω αντιστοιχεί στον γράφο G(ω) �ε σύνολο ακ�ών το E(ω) = {e ∈ E :
ωe = 1}. Προκει�ένου να διαγράφου�ε κάθε ακ�ή ανεξάρτητα �ε πιθανότητα p, εφοδιάζου�ε τον Ω �ε το
�έτρο γινό�ενο Pp, κάτω από το οποίο οι τυχαίες �εταβητές {Xe}e∈E �ε Xe(ω) = ωe είναι ανεξάρτητες
και ισόνο�ες �ε κατανο�ή Bernoulli(1-p).

Αν στρίψου�ε δύο διαφορετικά κέρ�ατα �ε πιθανότητες να φέρουν κεφαλή p1, p2 αντίστοιχα (p1 < p2),
εφοδιάζου�ε τον Ω × Ω �ε το �έτρο σύζευξης Pp1 × Pp2 κάτω από το οποίο οι X̃e(ω,ω�) = ωe και
Ỹe(ω,ω�) = ω�

e είναι ανεξάρτητες. Αυτό το �έτρο ό�ως επιτρέπει σε �ια ακ�ή να διαγραφεί από τον G(ω),
όχι ό�ως και από τον G(ω�). Πράγ�ατι,

Pp1 × Pp2

�
ωe = 0,ω�

e = 1
�
= p1(1− p2) > 0.

Για να εξασφαλίσου�ε ότι όλες οι ακ�ές του G(ω�) περιέχονται στις ακ�ές του G(ω) θα κατασκευάσου�ε
ένα �έτρο σύζευξης P των Pp1 και Pp2 στον χώρο γινό�ενο Ω× Ω τέτοιο ώστε

P
�
Ỹe ≤ X̃e για κάθε e ∈ E

�
= 1. (6.5)

�εν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι για να είναι το P �έτρο σύζευξης των Pp1 και Pp2 θα πρέπει οι
{X̃e}e∈E να είναι ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(1− p1) και οι {Ỹe}e∈E να είναι
ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(1− p2).

Μπορού�ε να κατασκευάσου�ε ένα �έτρο P στον Ω × Ω �ε τις παραπάνω ιδιότητες ως εξής. Αρχικά
εφοδιάζου�ε το {0, 1}× {0, 1} �ε το �έτρο πιθανότητας Q για το οποίο

Q
�
{(0, 0)}

�
= p1, Q

�
{(1, 0)}

�
= p2 − p1, Q

�
{(1, 1)}

�
= 1− p2, και Q

�
{(0, 1)}

�
= 0.
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Στη συνέχεια ορίζου�ε για (ω,ω�) ∈ Ω× Ω

P
�
{(ω,ω�)}

�
=

�

e∈E
Q
�
{(ωe,ω

�
e)}

�
.

Παρατηρήστε ότι κάτω από το �έτρο P οι {(X̃e, Ỹe)}e∈E είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες ισόνο�ες
τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Q. Εφόσον P

�
X̃e = 1

�
= Q

�
{(1, 0), (1, 1)}

�
= 1 − p1 έχου�ε ότι οι

{X̃e}e∈E είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(1 − p1). Αντίστοιχα,
εφόσον P

�
Ỹe = 1

�
= Q

�
{(0, 1), (1, 1)}

�
= 1 − p2, οι {Ỹe}e∈E είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �ετα-

βλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(1− p2). Επο�ένως το P είναι πράγ�ατι �έτρο σύζευξης. Κάτω από το P οι
X̃e και Ỹe δεν είναι �εταξύ τους ανεξάρτητες, αλλά για κάθε e ∈ E έχου�ε

P
�
Ỹe ≤ X̃e

�
= Q

�
{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}

�
= p1 + (p2 − p1) + (1− p2) = 1.

Επιπλέον, λόγω της ανεξαρτησίας των {(X̃e, Ỹe)}e∈E , έχου�ε ότι

P
�
Ỹe ≤ X̃e για κάθε e ∈ E

�
= P

� �

e∈E
{Ỹe ≤ X̃e}

�
=

�

e∈E
P
�
Ỹe ≤ X̃e

�
= 1,

οπότε το �έτρο P πράγ�ατι ικανοποιεί την (6.5). Θα δείξου�ε τώρα ότι αν υπάρχει �έτρο σύζευξης P των
Pp1 και Pp2 που ικανοποιεί την (6.5), τότε Pp1

�
C
�
≥ Pp2

�
C
�
.

Αν ορίσου�ε την τυχαία �εταβλητή

F (ω) =

�
1, αν ο G(ω) είναι συνεκτικός

0, αν ο G(ω) δεν είναι συνεκτικός,

έχου�ε προφανώς
Pp

�
C
�
= Pp

�
{ω ∈ Ω : G(ω) συνεκτικός}

�
= Ep

�
F
�
.

Επιπλέον αν ω,ω� ∈ Ω και ω�
e ≤ ωe για κάθε e ∈ E, τότε το σύνολο των ακ�ών του G(ω�) είναι υποσύνολο

των ακ�ών του G(ω) και άρα F (ω�) ≤ F (ω). Ορίζου�ε τέλος τις συναρτήσεις F1, F2 στον Ω×Ω �ε τύπους
F1(ω,ω�) = F (ω) και F2(ω,ω�) = F (ω�). Παρατηρήστε ότι, αν το �έτρο P ικανοποιεί την (6.5), τότε

P
�
F1 ≥ F2

�
= P

�
{(ω,ω�) ∈ Ω× Ω : F (ω) ≥ F (ω�)}

�
≥ P

�
ω�
e ≤ ωe, για κάθε e ∈ E

�
= 1. (6.6)

΄Εχου�ε τώρα
Pp1

�
C
�
= Ep1

�
F
�
= E

�
F1

�
≥ E

�
F2

�
= Ep2

�
F
�
= Pp2

�
C
�
,

όπου η δεύτερη και η προτελευταία ισότητα προκύπτουν από το γεγονός ότι το P είναι �έτρο σύζευξης,
ενώ η τρίτη ισότητα από την (6.6).

Θα κλείσου�ε αυτή την παράγραφο �ε �ια παρατήρηση. Στην απόδειξη που δώσα�ε για τον ισχυρισ�ό
του Παραδείγ�ατος 2, χρησι�οποιήσα�ε συ�βολισ�ό συ�βατό �ε αυτόν της εισαγωγής της παραγράφου,
κατασκευάζοντας ένα κατάλληλο �έτρο σύζευξης στον χώρο γινό�ενο {0, 1}E × {0, 1}E . �ιαβάζοντας
ό�ως προσεκτικά την απόδειξη διαπιστώνου�ε ότι είναι αρκετό να κατασκευάσου�ε τυχαίες �εταβλητές
{Xe, Ye}e∈E σε έναν κοινό χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P) έτσι ώστε: α) οι {Xe}e∈E να είναι ανεξάρτητες
τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(1−p1), β) οι {Ye}e∈E να είναι ανεξάρτητες τυχαίες �εταβλητές
�ε κατανο�ή Bernoulli(1− p2) και γ) P

�
Ye ≤ Xe για κάθε e ∈ E

�
= 1.

Αυτό �πορού�ε να το πετύχου�ε �ε τον εξής απλούστερο και ενδεχο�ένως πιο διδακτικό τρόπο. Θεωρού-
�ε έναν χώρο πιθανότητας (Ω,F ,P) στον οποίο �πορού�ε να ορίσου�ε �ια ακολουθία από ανεξάρτητες,
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ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές {Ue}e∈E �ε ο�οιό�ορφη κατανο�ή στο (0,1). Για κάθε e ∈ E ορίζου�ε τις
Xe, Ye �ε τη βοήθεια της Ue ως εξής

Xe = {Ue > p1} και Ye = {Ue > p2}.

Λόγω της ανεξαρτησίας των {Ue}e∈E οι {(Xe, Ye)}e∈E είναι ανεξάρτητες. Επιπλέον

P
�
Xe = 1

�
= P

�
Ue > 1− p1

�
= 1− p1 και P

�
Ye = 1

�
= P

�
Ue > 1− p2

�
= 1− p2,

άρα πράγ�ατι οι (α) και (β) παραπάνω ικανοποιούνται. Τέλος η (γ) είναι προφανής από την κατασκευή των
Xe, Ye αφού Ye = 1 ⇔ Ue > p2 ⇒ Xe = 1.

6.4 Ασυ�πτωτική κατανο�ή

Η παράγραφος αυτή είναι αφιερω�ένη στην απόδειξη του παρακάτω Θεωρή�ατος.

Θεώρη�α 26 ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �η υποβιβάσι�η, γνησίως επαναληπτική και απεριοδική αλυσίδα στον
χώρο καταστάσεων X. Αν πn(x) = P

�
Xn = x

�
για x ∈ X, είναι η κατανο�ή της αλυσίδας �ετά από n ∈ N0

βή�ατα και π είναι η αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας, τότε

lim
n→∞

πn = π.

Ειδικότερα,
lim
n→∞

p(n)(x, y) = π(y), για κάθε x ∈ X.

Απόδειξη: Η απόδειξη βασίζεται στην τεχνική της σύζευξης. ΄Οπως είδα�ε στην παράγραφο της σύζευ-
ξης, �πορού�ε να κατασκευάσου�ε στον ίδιο χώρο πιθανότητας την αλυσίδα {Xn}n∈N0 και �ια άλλη ανε-
ξάρτητη αλυσίδα {Yn}n∈N �ε αρχική κατανο�ή π και τις ίδιες πιθανότητες �ετάβασης όπως η {Xn}n∈N0 .
Ορίζου�ε τον χρόνο

T = inf{k ≥ 0 : Xk = Yk}

της πρώτης συνάντησης των δύο ανεξάρτητων αλυσίδων. Το υπόλοιπο της απόδειξης �πορεί να χωριστεί
σε �ια σειρά από βή�ατα.

Βή�α 1: Θα δείξου�ε ότι P
�
T < +∞

�
= 1.

Στον χώρο καταστάσεων X×X θεωρού�ε τη στοχαστική διαδικασία {Wn}n∈N0 �ε Wn = (Xn, Yn). Είναι
εύκολο να δει κανείς ότι αυτή είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα �ε αρχική κατανο�ή π̃0 όπου

π̃0
�
(x, u)

�
= P

�
W0 = (x, u)

�
= P

�
X0 = x, Y0 = u

�
= π0(x)π(u)

και πιθανότητες �ετάβασης

p̃
�
(x, u), (y, v)

�
= P

�
Wn+1 = (y, v) |Wn = (x, u)

�
= P

�
Xn+1 = y, Yn+1 = v |Xn = x, Yn = u

�

= P
�
Xn+1 = y |Xn = x

�
P
�
Yn+1 = v |Yn = u

�
= p(x, y)p(u, v).

Επιπλέον η {Wn}n είναι �η υποβιβάσι�η. Πράγ�ατι, εφόσον η {Xn} είναι απεριοδική, από το Λή��α 9 για
κάθε x, y, u, v ∈ X υπάρχει ένα n0 τέτοιο ώστε

n ≥ n0 ⇒ p(n)(x, y) > 0 και p(n)(u, v) > 0.
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΄Ετσι, αν n ≥ n0, έχου�ε

p̃(n)
�
(x, u), (y, v)

�
= P

�
Wn = (y, v) |W0 = (x, u)

�
= P

�
Xn = y, Yn = v |X0 = x, Y0 = u

�

= P
�
Xn = y |X0 = x

�
P
�
Yn = v |Y0 = u

�
= p(n)(x, y)p(n)(u, v) > 0,

επο�ένως οποιαδήποτε κατάσταση (y, v) ∈ X × X είναι προσβάσι�η από οποιαδήποτε άλλη κατάσταση
(x, u) ∈ X× X.

Θα δείξου�ε τέλος ότι η π̃ : X × X → [0, 1] �ε π̃(y, v) = π(y)π(v) είναι αναλλοίωτη κατανο�ή για τη
{Wn}n. Πράγ�ατι, είναι φανερό ότι π̃(y, v) ≥ 0 για κάθε (y, v) ∈ X× X, ενώ

�

y,v∈X
π̃(y, v) =

�

y,v∈X
π(y)π(v) =

�

y∈X
π(y)

�

v∈X
π(v) = 1.

Τέλος,
�

x,u∈X
π̃(x, u)p̃

�
(x, u), (y, v)

�
=

�

x,u∈X
π(x)π(u)p(x, y)p(u, v)

=
�

x∈X
π(x)p(x, y)

�

u∈X
π(u)p(u, v) = π(y)π(v) = π̃(y, v).

Εφόσον η {Wn}n είναι �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα που έχει αναλλοίωτη κατανο�ή π̃, είναι και γνησίως
επαναληπτική. Ο χρόνος T που ορίσα�ε παραπάνω είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης της {Wn}n στη διαγώνιο
του X×X, δηλαδή στο σύνολο ∆ = {(w,w) : w ∈ X}. Από την επαναληπτικότητα της αλυσίδας προκύπτει
ο ισχυρισ�ός του βή�ατος.

Βή�α 2: Ορίζου�ε τη διαδικασία {Zn}n∈N0 ως εξής:

Zn(ω) =

�
Xn(ω), αν n ≤ T (ω)

Yn(ω), αν n > T (ω).

Θα δείξου�ε ότι η {Zn}n είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X �ε αρχική κατανο�ή π0 και πιθανότητες
�ετάβασης p(·, ·), έχει δηλαδή την ίδια κατανο�ή �ε τη {Xn}n.

Αυτός ο ισχυρισ�ός είναι διαισθητικά φανερός. Η {Zn} παρακολουθεί τη {Xn} �έχρι τον χρόνο T κατά
τον οποίο η {Xn}n συναντά για πρώτη φορά την {Yn}n και στη συνέχεια παρακολουθεί την {Yn}n. Επειδή
ό�ως, από την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα, τόσο η {XT+n}n∈N0 όσο και η {YT+n}n∈N0 είναι �αρκοβιανές
αλυσίδες που ξεκινούν από το ση�είο συνάντησής τους, έχουν πιθανότητες �ετάβασης p(·, ·) και είναι
ανεξάρτητες από το παρελθόν του χρόνου T , περι�ένου�ε ότι θα είναι αδύνατο να ξεχωρίσει κανείς τη
στατιστική συ�περιφορά των {Xn}n και {Zn}n.

Το ότι η Z0 έχει κατανο�ή π0 είναι φανερό, αφού T ≥ 0 και άρα P
�
Z0 = X0

�
= 1. Θα δείξου�ε ακό�α

ότι αν τα ση�εία z0, z1, . . . , zn ∈ X είναι τέτοια ώστε p(zi, zi+1) > 0 για i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, τότε

P
�
Zn+1 = y |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�
= p(zn, y). (6.7)

Από τη δια�έριση Ω =
�

n

k=0{T = k} ∪ {T > n} έχου�ε

P
�
Zn+1 = y |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�
=

n�

k=0

P
�
Zn+1 = y, T = k |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�

+ P
�
Zn+1 = y, T > n |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�
(6.8)
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Αν k ∈ {0, 1, . . . , n}, έχου�ε

P
�
Zn+1 = y, T = k |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�

=
P
�
X0 = z0 �= Y0, . . . , Xk−1 = zk−1 �= Yk−1, Xk = Yk = zk, Yk+1 = zk+1, . . . , Yn = zn, Yn+1 = y

�

P
�
Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�

=
P
�
Yn+1 = y, Yn = zn, . . . , Yk = zk, Yk−1 �= zk−1, . . . , Y0 �= z0

�

P
�
Z0 = z0, . . . , Zn = zn

� P
�
Xi = zi, i = 0, . . . , k

�
.

Από τη �αρκοβιανή ιδιότητα της {Yn}n έχου�ε περαιτέρω ότι

P
�
Zn+1 = y, T = k |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�

= p(zn, y)
P
�
X0 = z0 �= Y0, . . . , Xk−1 = zk−1 �= Yk−1, Xk = Yk = zk, Yk+1 = zk+1, . . . , Yn = zn

�

P
�
Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�

= p(zn, y)P
�
T = k |Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�
. (6.9)

Με παρό�οιο τρόπο, έχου�ε

P
�
Zn+1 = y, T > n |Zn = zn, . . . , Z0 = z0

�
=

P
�
Xi = zi �= Yi, i = 0, 1, . . . , n,Xn+1 = y

�

P
�
Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�

= p(zn, y)
P
�
Xi = zi �= Yi, i = 0, 1, . . . , n

�

P
�
Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�

= p(zn, y)P
�
T > n |Z0 = z0, . . . , Zn = zn

�
. (6.10)

Αντικαθιστώντας τις (6.9) και (6.10) στην (6.8) παίρνου�ε την (6.7).

Βή�α 3: Θα δείξου�ε ότι, για κάθε x ∈ X, έχου�ε

|πn(x)− π(x)| ≤ P
�
T > n

�
. (6.11)

Εφόσον οι {Xn}n και {Zn}n έχουν την ίδια κατανο�ή, έχου�ε

πn(x) = P
�
Xn = x

�
= P

�
Zn = x

�
, για κάθε x ∈ X, n ∈ N0.

Επειδή η αρχική κατανο�ή π της {Yn}n είναι αναλλοίωτη κατανο�ή έχου�ε

π(x) = P
�
Yn = x

�
, για κάθε x ∈ X, n ∈ N0.

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις έχου�ε ότι, για κάθε x ∈ X και n ∈ N0,
��πn(x)− π(x)| = | P

�
Zn = x

�
− P

�
Yn = x

� ��

=
�� P

�
Zn = x, T ≤ n

�
+ P

�
Zn = x, T > n

�
− P

�
Yn = x, T ≤ n

�
− P

�
Yn = x, T > n

� ��

=
�� P

�
Xn = x, T > n

�
− P

�
Yn = x, T > n

� ��

≤ P
�
T > n

�
.

Η ακολουθία ενδεχο�ένων An = {T > n} είναι φθίνουσα, δηλαδή An+1 ⊂ An, για κάθε n ∈ N0. ΄Εχου�ε
λοιπόν

lim
n→∞

P
�
T > n

�
= P

��

n

{T > n}
�
= P

�
T = ∞

�
= 0

από το αποτέλεσ�α του βή�ατος 1. Συνεπώς, για κάθε x ∈ X έχου�ε πn(x) → π(x) και άρα πn → π.
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Τέλος, για να αποδείξου�ε ότι p(n)(x, y) → π(y) αρκεί να ξεκινήσου�ε την αλυσίδα {Xn} από την κα-
τάσταση x, να πάρου�ε δηλαδή P

�
X0 = x

�
= 1. Τότε p(n)(x, y) = P

�
Xn = y

�
→ π(y), �ια και ο

ισχυρισ�ός του θεωρή�ατος ισχύει για οποιαδήποτε αρχική κατανο�ή π0.

Παρατηρήστε πώς χρησι�οποιήσα�ε τη συνθήκη της απεριοδικότητας στην απόδειξη στο βή�α 1. Χωρίς
την απεριοδικότητα της {Xn} δεν είναι δυνατόν να συ�περάνου�ε ότι η {Wn}n είναι �η υποβιβάσι�η. Αν
για παράδειγ�α θεωρήσου�ε �ια αλυσίδα που κινείται στις κορυφές ενός τετραγώνου A,B,C,D και σε
κάθε βή�α �εταβαίνει �ε πιθανότητα 1/2 σε �ία από τις δύο γειτονικές της κορυφές, τότε η κατάσταση
(A,A) δεν είναι προσβάσι�η για την {Wn}n από την κατάσταση (A,B). Πράγ�ατι,

P
�
Wn = (A,A) |W0 = (A,B)

�
= p(n)(A,A)p(n)(B,A) = 0,

αφού ο πρώτος όρος του γινο�ένου στο δεξί �έλος είναι 0 αν n περιττός, ενώ ο δεύτερος όρος είναι 0
αν n άρτιος. Επο�ένως, χωρίς την απεριοδικότητα της {Xn} δεν �πορού�ε να συ�περάνου�ε τη συνθήκη
P
�
T < +∞

�
= 1 που �ας δίνει το ζητού�ενο �ε τη βοήθεια της εκτί�ησης του βή�ατος 3.

6.5 Το εργοδικό θεώρη�α

Σε αυτή την παράγραφο θα αποδείξου�ε το εργοδικό θεώρη�α για �αρκοβιανές αλυσίδες. Το εργοδικό θε-
ώρη�α �ας δίνει πληροφορίες για την ασυ�πτωτική συ�περιφορά του χρονικού �έσου όρου συναρτησιακών
της αλυσίδας και �ε αυτή την έννοια είναι �ια γενίκευση του κλασικού νό�ου των �εγάλων αριθ�ών στην
περίπτωση �εταβλητών που δεν είναι ανεξάρτητες. Στην περίπτωση �η αρνητικών τυχαίων �εταβλητών
που θα χρειαστού�ε παρακάτω ο ισχυρός νό�ος των �εγάλων αριθ�ών διατυπώνεται ως εξής.

Θεώρη�α 27 ΄Εστω {Zn}n∈N �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες, �η αρνητικές τυχαίες �ετα-
βλητές �ε E

�
Zi

�
= µ ≤ ∞. Τότε

P
� 1

n

n�

k=1

Zk → µ
�
= 1.

Η απόδειξη αυτού του θεωρή�ατος �πορεί να βρεθεί στην [8] και στην [9]. Προσέξτε ότι για κάθε n ∈ N ο
χρονικός �έσος της ακολουθίας 1

n

�
n

k=1 Zk είναι �ια τυχαία �εταβλητή. Ο νό�ος των �εγάλων αριθ�ών �άς
δίνει την πληροφορία ότι η κατανο�ή αυτής της τυχαίας �εταβλητής συγκεντρώνεται ασυ�πτωτικά γύρω από
το µ. Η ανεξαρτησία των {Zn}N∈N παίζει αποφασιστικό ρόλο σε αυτό. Πράγ�ατι, στην ακραία περίπτωση
που πάρει κανείς όλες τις �εταβλητές ίσες �ε �ια τυχαία �εταβλητή Z, ο �έσος όρος οσωνδήποτε από αυτές
είναι η πάλι η Z και φυσικά η κατανο�ή του δεν συγκεντρώνεται γύρω από έναν αριθ�ό. Μπορού�ε να
καταλάβου�ε τον �ηχανισ�ό �ε τον οποίον υπεισέρχεται η ανεξαρτησία στην περίπτωση µ < ∞ ως εξής.
Για ένα τυπικό ω ∈ Ω, κάποιες από τις τυχαίες �εταβλητές παίρνουν τι�ές �εγαλύτερες από τη �έση τι�ή
τους µ και κάποιες �ικρότερες. Επειδή οι �εταβλητές είναι ανεξάρτητες, οι προς τα πάνω αποκλίσεις απο τη
�έση τι�ή σε �εγάλο βαθ�ό αλληλοαναιρούνται �ε τις προς τα κάτω αποκλίσεις, τόσο που οι αθροιστικές
αποκλίσεις n προσθετέων είναι πολύ �ικρότερες από το n �ε το οποίο διαιρού�ε και στο όριο n → ∞
εξαφανίζονται.

Αν τώρα {Xn}n∈N0 είναι �ια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα σε έναν χώρο καταστάσεων X και
f : X → R, �πορεί κανείς να �ελετήσει τον χρονικό �έσο όρο των πραγ�ατικών τυχαίων �εταβλητών
Zn = f(Xn). Αυτές βέβαια δεν είναι ανεξάρτητες. ΄Εχου�ε ό�ως δει ότι η εξάρτηση της κατανο�ής �ιας
�η υποβιβάσι�ης �αρκοβιανής αλυσίδας από τις προηγού�ενες τι�ές της εξασθενεί προϊόντος του χρόνου.
Το εργοδικό Θεώρη�α �ας λέει ότι και σε αυτή την περίπτωση οι αθροιστικές αποκλίσεις n προσθετέων
είναι πολύ �ικρότερες από το n και οι χρονικοί �έσοι όροι συγκλίνουν καθώς n → ∞. Στην απλούστερη
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�ορφή του που θα δού�ε πρώτα, η συνάρτηση f είναι η δείκτρια �ιας κατάστασης x ∈ X και το εργοδικό
θεώρη�α �ας δίνει πληροφορία για το ασυ�πτωτικό ποσοστό του χρόνου που περνά η αλυσίδα στη x.

Για x ∈ X ορίζου�ε Vn(x) το πλήθος των επισκέψεων στη x �ιας αλυσίδας {Xn}n∈N0 πριν τη χρονική
στιγ�ή n,

Vn(x) =
n−1�

k=0

{Xk = x}.

Θεώρη�α 28 (εργοδικό Θεώρη�α) ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �η υποβιβάσι�η �αρκοβιανή αλυσίδα σε έναν
διακριτό χώρο καταστάσεων X. Για οποιαδήποτε αρχική κατανο�ή της αλυσίδας, έχου�ε

P
� Vn(x)

n
→ 1

Ex

�
T+
x

� , για κάθε x ∈ X
�
= 1,

όπου T+
x = inf{k > 0 : Xk = x} είναι ο χρόνος πρώτης επανόδου της αλυσίδας στην κατάσταση x.

Απόδειξη: Θα αποδείξου�ε πρώτα ότι για κάθε x ∈ X

P
� Vn(x)

n
→ 1

Ex

�
T+
x

�
�
= 1. (6.12)

Αξίζει να παρατηρήσου�ε ότι το αν υπάρχει το όριο Vn(x)/n και το ποιο είναι αυτό εξαρτάται �όνο από
την τελική συ�περιφορά της αλυσίδας και όχι από τα οσαδήποτε πρώτα βή�ατά της. Πράγ�ατι, αν M ∈ N
και θεωρήσου�ε τη διαδικασία {Yn}n∈N0 �ε Yn = XM+n, έχου�ε

n−1�

k=0

{Xk = x}−
n−1�

k=0

{Yk = x} =
M−1�

k=0

�
{Xk = x}− {Xn+k = x}

�

και επο�ένως
�� 1
n

n−1�

k=0

{Xk = x}− 1

n

n−1�

k=0

{Yk = x}
�� ≤ M

n
→ 0, καθώς n → ∞.

Μάλιστα, ακό�α κι αν η M = M(ω) είναι ένας τυχαίος χρόνος �ε P
�
M < +∞

�
= 1, �πορού�ε να

χρησι�οποιήσου�ε αυτό το επιχείρη�α για κάθε ω ∈ {ω ∈ Ω : M(ω) < +∞}.

Αν η x είναι επαναληπτική κατάσταση και Tx = inf{k ≥ 0 : Xk = x}, τότε για οποιαδήποτε αρχική
κατανο�ή της αλυσίδας έχου�ε P

�
Tx < +∞

�
= 1. Επιπλέον, από την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα, η

διαδικασία {Yn}n∈N0 �ε Yn = XTx+n είναι �ια αλυσίδα που ξεκινά από το x και έχει τις ίδιες πιθανότητες
�ετάβασης όπως η {Xn}n. Σύ�φωνα �ε την προηγού�ενη παρατήρησή �ας, για να δείξου�ε την (6.12)
στην περίπτωση που η x είναι επαναληπτική, αρκεί να δείξου�ε ότι

Px

� Vn(x)

n
→ 1

Ex

�
T+
x

�
�
= 1. (6.13)

Ορίζου�ε S0 = 0 και επαγωγικά για κάθε n ∈ N τον χρόνο της n-στής επανόδου στην κατάσταση x ως
εξής

Sn(ω) = inf{k > Sn−1(ω) : Xk = x}.

Από την ισχυρή �αρκοβιανή ιδιότητα και την επαναληπτικότητα της x, έχου�ε Px

�
Sn < +∞ για κάθε n ∈

N
�
= 1. Επιπλέον, όπως είδα�ε στο Πόρισ�α 2, οι χρόνοι {Sn − Sn−1}n∈N, που �εσολαβούν ανά�εσα
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σε διαδοχικές επισκέψεις στην κατάσταση x είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κοινή
κατανο�ή αυτήν της S1−S0 = T+

x . Από τον νό�ο των �εγάλων αριθ�ών (Θεώρη�α 27) έχου�ε επο�ένως

Px

�
lim
n→∞

Sn

n
= Ex

�
T+
x

��
= 1.

Από την επαναληπτικότητα της κατάστασης x έχου�ε ακό�α

Px

�
Vn(x) → ∞

�
= 1.

Αφού τα παραπάνω ενδεχό�ενα συ�βαίνουν �ε Px-πιθανότητα 1 και η το�ή τους θα συ�βαίνει �ε Px-
πιθανότητα 1, επο�ένως

Px

�
lim
n→∞

SVn(x)

Vn(x)
= Ex

�
T+
x

��
= 1. (6.14)

Παρατηρήστε ό�ως τώρα ότι, για �ια αλυσίδα που ξεκινά από το x, ο χρόνος SVn(x) = inf{k ≥ n : Xk = x}
είναι ο χρόνος της πρώτης επίσκεψης στην x �ετά τη χρονική στιγ�ή n για κάθε n ∈ N, επο�ένως

Px

�
SVn(x)−1 < n ≤ SVn(x), για κάθε n ∈ N

�
= 1

και άρα η (6.13) προκύπτει από την (6.14).

Αν η κατάσταση x είναι παροδική, η απόδειξη της (6.12) είναι ακό�α πιο εύκολη, αφού τότε Ex

�
T+
x

�
= +∞,

ενώ P
�
limn→∞ Vn(x) < +∞

�
= 1 και άρα P

�
limn→∞ Vn(x)/n = 0

�
= 1.

Ο ισχυρισ�ός του θεωρή�ατος προκύπτει τώρα από την (6.12) επειδή ο X έχει το πολύ αριθ�ήσι�ο πλήθος
από στοιχεία. Πράγ�ατι, η (6.12) ση�αίνει ότι για κάθε x ∈ X έχου�ε P

�
Ux

�
= 1, όπου

Ux =
�
ω ∈ Ω :

Vn(x)

n
→ 1

Ex

�
T+
x

�
�
.

Εφόσον καθένα από τα Ux έχει πιθανότητα 1, το ίδιο θα συ�βαίνει και για την αριθ�ήσι�η το�ή τους
∩x∈XUx, αφού

P
�� �

x∈X
Ux

�c�
= P

� �

x∈X
U c

x

�
≤

�

x∈X
P
�
U c

x

�
=

�

x∈X
0 = 0.

Παρατήρηση: Αν η αλυσίδα {Xn} είναι εκτός από �η υποβιβάσι�η και γνησίως επαναληπτική, θα έχει
�οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π, η οποία θα ικανοποιεί όπως είδα�ε στο προηγού�ενο κεφάλαιο την

π(x) =
1

Ex

�
T+
x

� , για κάθε x ∈ X.

Σε αυτή την περίπτωση το Θεώρη�α 28 �άς λέει ότι σε βάθος χρόνου το ποσοστό του χρόνου που ξοδεύει
η αλυσίδα σε κάθε κατάσταση x ∈ X είναι το βάρος που δίνει στη x η αναλλοίωτη κατανο�ή π:

P
� Vn(x)

n
→ π(x), για κάθε x ∈ X

�
= 1. (6.15)

Στην περίπτωση αυτή �πορού�ε να διατυπώσου�ε το εργοδικό Θεώρη�α και �ε �ια διαφορετική �ορφή που
πολλές φορές είναι πιο χρήσι�η για υπολογισ�ούς.
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Θεώρη�α 29 (εργοδικό Θεώρη�α ΙΙ) ΄Εστω {Xn}n∈N0 �ια �η υποβιβάσι�η, γνησίως επαναληπτική �αρ-
κοβιανή αλυσίδα σε έναν διακριτό χώρο καταστάσεων X. Αν f : X → R είναι �ια φραγ�ένη συνάρτηση,
τότε για οποιαδήποτε αρχική κατανο�ή της αλυσίδας έχου�ε

P
� 1

n

n−1�

k=0

f(Xk) → Eπ
�
f
��

= 1,

όπου Eπ
�
f
�
=

�
x∈X f(x)π(x) είναι η �έση τι�ή της τυχαίας �εταβλητής f(X), αν η τυχαία �εταβλητή X

ακολουθεί την αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας π.

Απόδειξη: Επειδή κάθε χρονική στιγ�ή k ∈ N0 η αλυσίδα βρίσκεται σε ακριβώς �ία από τις καταστάσεις
του X έχου�ε �

x∈X
{Xk = x} = 1.

Μπορού�ε τώρα να γράψου�ε τον χρονικό �έσο των τι�ών της f κατά �ήκος του �ονοπατιού της αλυσίδας
ως

1

n

n−1�

k=0

f(Xk) =
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)
�

x∈X
{Xk = x}

=
1

n

�

x∈X

n−1�

k=0

f(Xk) {Xk = x}

=
1

n

�

x∈X

n−1�

k=0

f(x) {Xk = x}

=
�

x∈X
f(x)

1

n

n−1�

k=0

{Xk = x}

=
�

x∈X
f(x)

Vn(x)

n
.

Στην περίπτωση που ο X είναι πεπερασ�ένος, ο ισχυρισ�ός προκύπτει κατευθείαν από το Θεώρη�α 28.
Στην περίπτωση που ο X έχει άπειρο αλλά αριθ�ήσι�ο πλήθος από καταστάσεις, θεωρήστε M > 0 τέτοιο
ώστε |f(x)| ≤ M , για κάθε x ∈ X. Εφόσον η σειρά

�
x∈X π(x) συγκλίνει (στο 1), για κάθε � > 0

�πορού�ε να βρού�ε ένα πεπερασ�ένο σύνολο από καταστάσεις A ⊂ X τέτοιο ώστε
�

x/∈A π(x) < �

2M .
΄Εχου�ε

���
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)− Eπ
�
f
���� =

���
�

x∈X
f(x)

�Vn(x)

n
− π(x)

����

≤ M
�

x∈X

���
Vn(x)

n
− π(x)

���

= M
�

x∈A

���
Vn(x)

n
− π(x)

���+M
�

x/∈A

���
Vn(x)

n
− π(x)

���. (6.16)

Για τους προσθετέους του τελευταίου όρου θα χρησι�οποιήσου�ε την αλγεβρική ταυτότητα |u| = u+2u−,
που ισχύει για κάθε u ∈ R, όπου u− είναι το αρνητικό �έρος του u και δίνεται από την u− = max{0,−u}.
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Παίρνου�ε έτσι

�

x/∈A

���
Vn(x)

n
− π(x)

��� =
�

x/∈A

�Vn(x)

n
− π(x)

�
+ 2

�

x/∈A

�Vn(x)

n
− π(x)

�−

=
�

x∈A

�
π(x)− Vn(x)

n

�
+ 2

�

x/∈A

�Vn(x)

n
− π(x)

�−

≤
�

x∈A

�
π(x)− Vn(x)

n

�
+ 2

�

x/∈A

π(x)

≤
�

x∈A

�
π(x)− Vn(x)

n

�
+

�

M
,

όπου στο δεύτερο βή�α χρησι�οποιήσα�ε ότι

�

x∈X

Vn(x)

n
= 1 =

�

x∈X
π(x),

ενώ στο τρίτο ότι, αν u, v > 0, τότε (u− v)− ≤ v. Με αντικατάσταση της παραπάνω σχέσης στην (6.16)
έχου�ε

���
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)− Eπ
�
f
���� ≤ 2M

�

x∈A

���
Vn(x)

n
− π(x)

���+ �.

Εφόσον το σύνολο A είναι πεπερασ�ένο, για τα ω ∈ Ω για τα οποία Vn(x)/n → π(x) έχου�ε

lim sup
n→∞

���
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)− Eπ
�
f
���� ≤ �

και άρα από το Θεώρη�α 28 έχου�ε ότι για κάθε � > 0

P
�
lim sup
n→∞

���
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)− Eπ
�
f
���� ≤ �

�
= 1.

Αν πάρου�ε τώρα � = 1/N , η ακολουθία ενδεχο�ένων

BN = {ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

���
1

n

n−1�

k=0

f(Xk)− Eπ
�
f
���� ≤

1

N
}

είναι φθίνουσα (BN+1 ⊂ BN για κάθε N ∈ N) και P
�
BN

�
= 1 για κάθε N ∈ N. Επο�ένως,

P
� 1

n

n−1�

k=0

f(Xk) → Eπ
�
f
��

= P
��

N

BN

�
= lim

N→∞
P
�
BN

�
= 1,

που είναι και ο ισχυρισ�ός του θεωρή�ατος.
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6.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 79 Αποδείξτε το Θεώρη�α 25.

΄Ασκηση 80 Υπολογίστε τη συνδιακύ�ανση των τυχαίων �εταβλητών X̃e και Ỹe του Παραδείγ�ατος 48.

΄Ασκηση 81 Τέσσερις υπολογιστές είναι συνδεδε�ένοι ανά δύο. Κάθε τέτοια σύνδεση είναι λειτουργική
�ε πιθανότητα p ∈ [0, 1] ανεξάρτητα από τις άλλες συνδέσεις. Υπολογίστε την πιθανότητα f(p) να υπάρχει
λειτουργικό κανάλι που να επιτρέπει την επικοινωνία δύο δεδο�ένων υπολογιστών (ενδεχο�ένως και �έσω
των άλλων δύο υπολογιστών) και �ελετήστε τη συνάρτηση f : p → f(p) ως προς τη �ονοτονία της. Στη
συνέχεια δείξτε ότι η f είναι αύξουσα �ε την τεχνική της σύζευξης και παρατηρήστε πόσο πιο εύκολος και
γενικεύσι�ος σε πιο πολύπλοκες συνδεσ�ολογίες είναι ο δεύτερος τρόπος.

΄Ασκηση 82 Ρίχνου�ε επαναλα�βανό�ενα ένα τί�ιο ζάρι και προσθέτου�ε τα αποτελέσ�ατα των ενδεί-
ξεων. Αν Sn είναι το άθροισ�α των n πρώτων ζαριών �ας, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

P
�
Sn είναι πολλαπλάσιο του 7

�
.

΄Ασκηση 83 Στην ΄Ασκηση 5, σε βάθος χρόνου, ποιο ποσοστό του χρόνου του ξοδεύει το έντο�ο στο
σαλόνι;

΄Ασκηση 84 Στην ΄Ασκηση 68, σε βάθος χρόνου, ποιο ποσοστό των η�ερών το �πακάλικο δεν έχει
�πισκότα την ώρα που κλείνει;

΄Ασκηση 85 Αν η Xn είναι �ια �αρκοβιανή αλυσίδα σ΄ ένα χώρο X, τότε η Yn+1 = (Xn, Xn+1) είναι �ια
�αρκοβιανή αλυσίδα στον X × X. Ποιες είναι οι πιθανότητες �ετάβασης της Y ; Αν η X έχει �οναδική
αναλλοίωτη κατανο�ή π, δείξτε ότι η y έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή την π∗(j, k) = π(j)p(j, k).

΄Ασκηση 86 Με τη βοήθεια της προηγού�ενης άσκησης δείξτε ότι αν η αλυσίδα {Xn}n∈N είναι �η
υποβιβάσι�η και κινείται σ΄ έναν πεπερασ�ένο χώρο καταστάσεων X και f : X×X → R, τότε �ε πιθανότητα
1 έχου�ε

lim
n→∞

f(X0, X1) + f(X1, X2) + · · ·+ f(Xn−1, Xn)

n
=

�

(x,y)∈X×X
f(x, y)π(x)p(x, y).

για οποιαδήποτε κατανο�ή της X0.

΄Ασκηση 87 Στην ΄Ασκηση 66, σε βάθος χρόνου, ποιο ποσοστό των �εταβάσεων γίνονται �εταξύ των
καταστάσεων 3 και 4; Ποιο είναι το όριο

lim
n→∞

P
�
Xn = 4|Xn+1 = 3

�
;

΄Ασκηση 88 ΄Ενας παίκτης του �πάσκετ προπονείται στα τρίποντα. ΄Εχετε παρατηρήσει ότι η πιθανότητα
να ευστοχήσει σε ένα σουτ είναι ίση �ε

• 1/2 αν έχει ευστοχήσει και στα δύο προηγού�ενα σουτ που έχει επιχειρήσει

• 1/3 αν έχει ευστοχήσει σε ένα από τα δύο προηγού�ενα σουτ που έχει επιχειρήσει

• 1/4 αν έχει αστοχήσει και στα δύο προηγού�ενα σουτ που έχει επιχειρήσει.
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Για n ∈ N ορίζου�ε Xn = 1 αν το n-οστό σουτ του παίκτη είναι εύστοχο και 0 διαφορετικά.

α. Είναι η ακολουθία {Xn} �αρκοβιανή; �ικαιολογήστε την απάντησή σας.
β. Είναι η αλυσίδα Yn = (Xn, Xn+1) �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων
X = {0, 1}× {0, 1} = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}; Ποιες είναι οι πιθανότητες �ετάβασης;
γ. Ποια είναι η αναλλοίωτη κατανο�ή αυτής της αλυσίδας;
δ. Σε βάθος χρόνου τι ποσοστό από τα σουτ του είναι εύστοχα;

΄Ασκηση 89 Επιλέγου�ε τυχαία δύο n-ψήφιους αριθ�ούς και τους προσθέτου�ε. Αν An είναι το πλήθος
των κρατού�ενων που �εταφέρα�ε κατά την πρόσθεση, τι συ�βαίνει στο όριο limn

An
n
;

΄Ασκηση 90 Στο παρακάτω σχή�α φαίνονται οι καταστάσεις και οι πιθανότητες �ετάβασης �ιας �αρκο-
βιανής αλυσίδας {Xn}n.

! "

#

$

%

&

' (

1/4

3/43/4

1/4

1/4 1/4

1/4
1/41/2

1/4 1/4

1 1/4

1/4

1/4

1/4

3/4

1/43/4 1/4

α) Βρείτε τις κλάσεις επικοινωνίας της αλυσίδας και χαρακτηρίστε τις ως προς την επαναληπτικότητα.
β) Αν X0 = 3, ποιος είναι ο ανα�ενό�ενος χρόνος εξόδου της αλυσίδας από την κλάση που περιέχει την
κατάσταση 3 και ποια η πιθανότητα να καταλήξει σε καθε�ιά από τις άλλες κλάσεις;
γ) Υπολογίστε το όριο limn P

�
Xn = 8 |X0 = 8

�
.

δ) Αν X0 = 8, T1 = inf{k > 0 : Xk = 8} και T2 = inf{k > T1 : Xk = 8}, δηλαδή T1 και T2 είναι οι
χρόνοι πρώτης και δεύτερης επανόδου στο 8 αντίστοιχα, υπολογίστε τις E

�
T1

�
και E

�
T2

�
.

ε) ΄Εστω X0 = 3. Αν κερδίζετε 1 ευρώ κάθε φορά που η αλυσίδα βρίσκεται σε κατάσταση �ε άρτιο δείκτη,
τι �πορείτε να πείτε για το �έσο κέρδος σας ανά κίνηση σε βάθος χρόνου; Ποιες τι�ές �πορεί να πάρει;
Με ποια πιθανότητα;

6.7 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

΄Ασκηση 91 Στην άσκηση αυτή γίνεται προσο�οίωση της αλυσίδας της άσκησης 5 του Κεφαλαίου 6
για p = 1/2. Υπενθυ�ίζεται ότι αυτή η αλυσίδα στον χώρο καταστάσεων N ∪ {0} είναι �η υποβιβάσι�η,
γνησίως επαναληπτική, �ε αναλλοίωτη κατανο�ή π που δίνεται από την

π(k) =
1

2k+1
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Κατεβάστε και τρέξτε τον κώδικα ergodic.py. Ο κώδικας αυτός προσο�οιώνει τα πρώτα N = 106 βή�ατα
της αλυσίδας και επιστρέφει τον εργοδικό �έσο

X1 +X2 + · · ·+XN

N
.
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Από το εργοδικό Θεώρη�α η παραπάνω ποσότητα συγκλίνει καθώς N → ∞ �ε πιθανότητα 1 στο

∞�

k=0

kπ(k),

οπότε ο κώδικας υπολογίζει αριθ�ητικά την παραπάνω ποσότητα �ε τη �έθοδο Markov Chain Monte
Carlo (MCMC).

α) Υπολογίστε αναλυτικά το παραπάνω άθροισ�α και επιβεβαιώστε ότι ο κώδικας προσφέρει �ια καλή
εκτί�ησή του.

β) Αλλάξτε τον κώδικα ώστε να υπολογίζει το παραπάνω άθροισ�α 50 φορές και βρείτε τη διασπορά των
αποτελεσ�άτων.

γ) Αν θέλα�ε να περιορίσου�ε τη διασπορά των αποτελεσ�άτων στο �ισό, πόσο �εγάλο θα έπρεπε να
πάρου�ε το N ; Απαντήστε θεωρητικά και επιβεβαιώστε το αριθ�ητικά.

δ) Αλλάξτε τον κώδικα ώστε να υπολογίζει �ε τη �έθοδο MCMC το άθροισ�α

∞�

k=0

cos(k + cos(k))

2k
.
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Κεφάλαιο 7

Εφαρ�ογές των �αρκοβιανών
αλυσίδων

7.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα δού�ε �ερικές εφαρ�ογές των �αρκοβιανών αλυσίδων στις σύγχρονες επιστή�ες
και στην τεχνολογία. Θα δού�ε γιατί η �ηχανή αναζήτησης της εταιρείας Google κυριάρχησε στην αγορά,
όταν ε�φανίστηκε, αξιοποιώντας �ια πολύ απλή ιδέα ε�πνευσ�ένη από �αρκοβιανές αλυσίδες. Στη συνέχεια
θα δού�ε �ια αναλογία �εταξύ �αρκοβιανών αλυσίδων και ηλεκτρικών κυκλω�άτων. Θα γνωρίσου�ε α-
κό�α τη �έθοδο MCMC και τον πολύ ση�αντικό αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings που έφεραν επανάσταση
στην υπολογιστική προσο�οίωση. Τέλος θα γνωρίσου�ε την τεχνική της προσο�οιω�ένης ανόπτησης
(simulated annealing) και πώς �πορού�ε να τη χρησι�οποιήσου�ε για να προσεγγίσου�ε δύσκολα προ-
βλή�ατα βελτιστοποίησης, όπως π.χ. το διάση�ο πρόβλη�α του πλανόδιου πωλητή που προέρχεται από την
πληροφορική.

7.2 Μια κατανο�ή αξίας δισεκατο��υρίων

Οι �εγαλύτεροι σε ηλικία αναγνώστες θα θυ�ούνται ότι πριν την ε�φάνιση της Google οι �ηχανές αναζήτη-
σης δεν ήταν τόσο ακριβείς. Στα αποτελέσ�ατα που επέστρεφαν υπήρχαν πολλές σελίδες που δεν είχαν
κα�ία σχέση �ε την αναζήτηση και έτσι συχνά χρειαζόταν να δει κανείς αρκετές σελίδες αποτελεσ�άτων
για να βρει σελίδες �ε χρήσι�ο περιεχό�ενο. ΄Οταν η Google ε�φανίστηκε στην αγορά (1997) και εισήγα-
γε τη δική της �ηχανή αναζήτησης, τα αποτελέσ�ατα ήταν εντυπωσιακά καλύτερα από οτιδήποτε υπήρχε
�έχρι τότε. Πολύ σύντο�α η συντριπτική πλειονότητα των χρηστών του διαδικτύου χρησι�οποιούσε αυτήν,
βάζοντας έτσι τις βάσεις για να γίνει η Google ο κολοσσός που γνωρίζου�ε σή�ερα.

Το �υστικό της επιτυχίας της συγκεκρι�ένης �ηχανής ήταν ένας αλγόριθ�ος που χρησι�οποιούσε για να
αξιολογεί τις ιστοσελίδες και να προτάσσει στα αποτελέσ�ατα της αναζήτησης εκείνες που αξιολογούνταν
ως πιο ση�αντικές. Ο αλγόριθ�ος αυτός είναι ο PageRankTMκαι παρά τις τροποποιήσεις που έχει υποστεί
από τότε η βασική του ιδέα είναι εξαιρετικά απλή και παρα�ένει επίκαιρη ακό�α και σή�ερα (2015).

Φανταστείτε έναν περιηγητή του διαδικτύου που σε κάθε του βή�α επιλέγει τυχαία έναν από τους συν-
δέσ�ους της σελίδας στην οποία βρίσκεται και �εταβαίνει εκεί. Μπορού�ε να φανταστού�ε την περιήγηση
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αυτή ως �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στο σύνολο V των ιστοσελίδων του διαδικτύου �ε πιθανότητες �ετάβασης

q(x, y) =

�
1

vo(x)
, αν υπάρχει σύνδεσ�ος από τη σελίδα x προς τη σελίδα y,

0, διαφορετικά,

όπου vo(x) είναι το πλήθος των συνδέσ�ων από τη σελίδα x προς άλλες σελίδες. Ο χώρος καταστάσεων
είναι τεράστιος αλλά πεπερασ�ένος. Ας υποθέσου�ε για λίγο ότι η αλυσίδα αυτή είναι �η υποβιβάσι�η,
οπότε θα έχει �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π. Αυτή η υπόθεση είναι ισοδύνα�η �ε το ότι ο περιηγητής
�ας �πορεί να φτάσει από οποιαδήποτε σελίδα του διαδικτύου σε οποιαδήποτε άλλη �έσα από ένα �ονοπάτι
διαδοχικών συνδέσ�ων. Κάτι τέτοιο δεν είναι ρεαλιστικό, αφού λ.χ. υπάρχουν σελίδες χωρίς εξωτερικούς
συνδέσ�ους, θα �ας βοηθήσει ό�ως να καταλάβου�ε γιατί το βάρος π(x) που αποδίδει στη σελίδα x η
αναλλοίωτη κατανο�ή π είναι ένας πολύ καλός δείκτης ση�αντικότητας της σελίδας x. Στη συνέχεια θα
άρου�ε τον περιορισ�ό της �η υποβιβασι�ότητας.

Πράγ�ατι, το εργοδικό θεώρη�α εξασφαλίζει ότι το ποσοστό του χρόνου θα ξοδεύει ο περιηγητής �ας στη
σελίδα x είναι ασυ�πτωτικά π(x). Συγκεκρι�ένα, αν Nn(x) είναι το πλήθος των επισκέψεων του περιηγητή
στη σελίδα x στα πρώτα n βή�ατά του, τότε

P
�
lim
n→∞

Nn(x)

n
= π(x), ∀x ∈ V

�
= 1.

Με αυτή την έννοια λοιπόν η κατανο�ή π είναι ένας δείκτης ση�αντικότητας.

Μπορού�ε επίσης να φανταστού�ε ότι η ση�αντικότητα σ(x) �ιας σελίδας x προσδιορίζεται ε��έσως από
τη ση�αντικότητα των σελίδων που έχουν συνδέσ�ους προς τη x. Αυτό είναι διαισθητικά επιθυ�ητό, αφού
ένας σύνδεσ�ος από την ιστοσελίδα της Yahoo ενδεχο�ένως βαρύνει περισσότερο απ΄ ότι ένας σύνδεσ�ος
από κάποιο άγνωστο ιστολόγιο. Θα θέλα�ε επίσης η ση�αντικότητα �ιας σελίδας να επι�ερίζεται στις
σελίδες προς τις οποίες παρέχει συνδέσ�ους, ώστε ση�αντικές σελίδες �ε πολλούς συνδέσ�ους να βαρύνουν
συνολικά όσο εξίσου ση�αντικές σελίδες �ε λίγους εξωτερικούς συνδέσ�ους. Τις προδιαγραφές αυτές
�πορού�ε να τις γράψου�ε συνοπτικά ως εξής:

σ(x) =
�

y→x

σ(y)

v0(y)
, ∀x ∈ V. (7.1)

Η παραπάνω σχέση �ας λέει απλώς ότι η ση�αντικότητα της σελίδας x προκύπτει, αν αθροίσου�ε τις
ση�αντικότητες των σελίδων y που παρέχουν συνδέσ�ους προς τη x, �ε βάρη αντιστρόφως ανάλογα του
πλήθους v0(y) των συνδέσ�ων τους. Αυτός ο ορισ�ός της ση�αντικότητας είναι αυτοαναφορικός, αφού
για να ορίσου�ε τη ση�αντικότητα �ιας ιστοσελίδας χρησι�οποιού�ε τη ση�αντικότητα άλλων σελίδων.
�εν είναι λοιπόν εκ των προτέρων φανερό γιατί οι εξισώσεις (7.1) έχουν λύση. Μπορού�ε ό�ως να
ξαναγράψου�ε τις εξισώσεις αυτές ως εξής

σ(x) =
�

y∈V
σ(y) q(y, x), ∀x ∈ V.

Αν επιπλέον θελήσου�ε να κανονικοποιήσου�ε τη συνολική ση�αντικότητα όλων των ιστοσελίδων στη
�ονάδα, δηλαδή �

x∈V
σ(x) = 1,

βλέπου�ε ότι αυτές είναι ακριβώς οι εξισώσεις που ορίζουν τη �οναδική αναλλοίωτη κατανο�ή π της �αρ-
κοβιανής αλυσίδας �ας. ΄Αρα όχι �όνο έχουν λύση, αλλά η λύση αυτή είναι �οναδική και είναι η π.
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Ελπίζω τα παραπάνω επιχειρή�ατα να σας έχουν πείσει ότι, αν ο τυχαίος περίπατος στο διαδίκτυο που
περιγράψα�ε αντιστοιχούσε σε �ια �η υποβιβάσι�η αλυσίδα, τότε η αναλλοίωτη κατανο�ή της θα ήταν ένας
πολύ καλός δείκτης ση�αντικότητας. ΄Οπως προείπα�ε ό�ως, αυτός ο περιορισ�ός είναι πολύ ισχυρός. Για
να τον άρου�ε τροποποιού�ε την περιήγησή �ας ως εξής. Πριν από κάθε �ας βή�α στρίβου�ε ένα κέρ�α
που φέρνει κεφαλή �ε πιθανότητα α ∈ (0, 1). Αν το κέρ�α έρθει κεφαλή, τότε όπως και πριν επιλέγου�ε
τυχαία �ία από τις ιστοσελίδες προς τις οποίες υπάρχει σύνδεσ�ος και �εταβαίνου�ε σε αυτήν. Αν το
κέρ�α έρθει γρά��ατα, τότε επιλέγου�ε τυχαία �ία από όλες τις σελίδες του διαδικτύου και �εταβαίνου�ε
εκεί. Αν |V | είναι το πλήθος των ιστοσελίδων του διαδικτύου, η παραπάνω περιήγηση αντιστοιχεί σε �ια
�αρκοβιανή αλυσίδα στο V �ε πιθανότητες �ετάβασης

p(x, y) = α q(x, y) +
(1− α)

|V | , ∀x, y ∈ V.

Η αλυσίδα αυτή είναι �η υποβιβάσι�η για κάθε α < 1 και ο δείκτης PageRankTM είναι στην ουσία η
αναλλοίωτη κατανο�ή αυτής της αλυσίδας για την επιλογή α = 0, 85.

7.3 Μαρκοβιανές αλυσίδες και ηλεκτρικά κυκλώ�ατα

Σε αυτή την παράγραφο θα εξερευνήσου�ε �ια αναλογία που υπάρχει ανά�εσα σε χρονικά αντιστρέψι�ες
�αρκοβιανές αλυσίδες και σε ηλεκτρικά κυκλώ�ατα. Μέσα από αυτή την αναλογία θα κατανοήσου�ε την
προέλευση της ορολογίας που χρησι�οποιήσα�ε στο Κεφάλαιο 3 και θα αποδείξου�ε την αρχή του Rayleigh.

Ας θεωρήσου�ε ένα ηλεκτρικό κύκλω�α που αποτελείται από αντιστάσεις, αγωγούς και �ία πηγή συνεχούς
ρεύ�ατος �ε διαφορά δυνα�ικού 1 ανά�εσα στους δύο πόλους της. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας
υποθέσου�ε ότι το δυνα�ικό στον αρνητικό πόλο της πηγής είναι 0, ενώ στον θετικό πόλο είναι 1. Ας
συ�βολίζου�ε �ε X το σύνολο των κό�βων του κυκλώ�ατος. ΄Ενα υποσύνολο A από αυτούς τους κό�βους
είναι απευθείας συνδεδε�ένο στον θετικό πόλο της πηγής, επο�ένως το δυνα�ικό Φ(x) σε κάθε κό�βο
x ∈ A είναι 1. Αντίστοιχα, ένα υποσύνολο B των κό�βων του κυκλώ�ατος είναι συνδεδε�ένο στον
αρνητικό πόλο της πηγής, επο�ένως το δυνα�ικό Φ(x) σε κάθε κό�βο x ∈ B είναι 0. �εν θέλου�ε να
βραχυκυκλώσου�ε την πηγή, οπότε θα πρέπει A∩B = ∅. Ποιο είναι ό�ως το δυνα�ικό στους υπόλοιπους
κό�βους;

Ανά�εσα σε δύο κό�βους x, y ∈ X υπάρχει �ια αγωγι�ότητα c(x, y) = c(y, x). Αν οι κό�βοι συνδέονται
�έσω �ιας αντίστασης, αυτή η αγωγι�ότητα είναι απλά το αντίστροφο της αντίστασης. �ιαφορετικά, η
�εταξύ τους αγωγι�ότητα είναι �ηδέν. Οι νό�οι που καθορίζουν την τι�ή του δυνα�ικού σε κάθε κό�βο
είναι δύο. Ο Νό�ος του Ohm ορίζει ότι το ρεύ�α από τον κό�βο y προς τον κό�βο x δίνεται από τη σχέση

i(y, x) = c(x, y)
�
Φ(y)− Φ(x)

�
, για κάθε x, y ∈ X.

Ο Νό�ος του Kirchoff ορίζει ότι σε κάθε κό�βο x του κυκλώ�ατος που δεν είναι συνδεδε�ένος �ε την
πηγή, το συνολικό ρεύ�α που εισέρχεται από άλλους κό�βους είναι �ηδέν, δηλαδή

�

y∈X
i(y, x) = 0, για κάθε x /∈ A ∪B.

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις, έχου�ε ότι η συνάρτηση που δίνει το δυνα�ικό Φ σε κάθε κό�βο
λύνει το ΠΣΤ 





�

y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
= 0, αν x /∈ A ∪B

Φ(x) = 1, αν x ∈ A

Φ(x) = 0, αν x ∈ B.

(7.2)
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Το παραπάνω πρόβλη�α �οιάζει �ε το ΠΣΤ (3.2) που δίνει τις πιθανότητες Px

�
TA < TB

�
, �ε τη διαφορά

ότι οι αγωγι�ότητες δεν είναι πιθανότητες �ετάβασης, αφού δεν αθροίζονται απαραίτητα στη �ονάδα. Αυτό
ό�ως �πορού�ε να το διορθώσου�ε κανονικοποιώντας. Αν ορίσου�ε

p(x, y) =
c(x, y)�

y∈X
c(x, y)

=
c(x, y)

w(x)
, (7.3)

τότε τα ΠΣΤ (3.2) και (7.2) ταυτίζονται και �άλιστα αν το κύκλω�α είναι συνεκτικό, αν δηλαδή οποιοι-
δήποτε δύο κό�βοι επικοινωνούν �έσα από ένα �ονοπάτι �ε θετικές αγωγι�ότητες, αυτά τα ΠΣΤ έχουν
�οναδική λύση. Επο�ένως, το δυνα�ικό στον κό�βο x ∈ X ταυτίζεται �ε την πιθανότητα Px

�
TA < TB

�

για �ια �αρκοβιανή αλυσίδα, �ε πιθανότητες �ετάβασης που δίνονται από την (7.3).

Παρατηρήστε ότι οι πιθανότητες �ετάβασης αυτής της αλυσίδας βρίσκονται σε ακριβή ισορροπία �ε τους
παράγοντες κανονικοποίησης w(x) =

�
y∈X c(x, y). Πράγ�ατι, από την (7.3) βλέπου�ε ότι

w(x)p(x, y) = c(x, y) = c(y, x) = w(y)p(y, x).

Επο�ένως, αν ορίσου�ε

π(x) =
w(x)�
x∈Xw(x)

=

�
y∈X c(x, y)

�
z,y∈X c(z, y)

,

το Λή��α 7 �ας δίνει ότι η π είναι αναλλοίωτη κατανο�ή της �αρκοβιανής αλυσίδας �ε πιθανότητες �ετάβα-
σης {p(x, y)}x,y∈X, που δίνονται από την (7.3) και η αλυσίδα αυτή είναι χρονικά αντιστρέψι�η. Μάλιστα,
αν το κύκλω�α είναι συνεκτικό, η αλυσίδα αυτή είναι �η υποβιβάσι�η και η π είναι η �οναδική αναλλοίωτη
κατανο�ή της.

Αντίστροφα, σε κάθε χρονικά αντιστρέψι�η �αρκοβιανή αλυσίδα σ΄ έναν πεπερασ�ένο χώρο καταστάσεων
X, �ε πιθανότητες �ετάβασης {p(x, y)}x,y∈X και αναλλοίωτη κατανο�ή π, �πορού�ε να αντιστοιχίσου�ε
ένα ηλεκτρικό κύκλω�α, θεωρώντας ένα κό�βο σε κάθε κατάσταση του X και τοποθετώντας αγωγι�ότητα

c(x, y) = π(x)p(x, y) = π(y)p(y, x)

ανά�εσα στους κό�βους που αντιστοιχούν στις καταστάσεις x, y. Αν τώρα ενώσου�ε ένα σύνολο κό�βων
A αυτού του κυκλώ�ατος �ε τον θετικό πόλο �ιας πηγής κι ένα σύνολο κό�βων B (A ∩ B = ∅) �ε τον
αρνητικό πόλο της πηγής, τότε το δυνα�ικό Φ(x) σε κάθε κό�βο x αυτού του κυκλώ�ατος θα ταυτίζεται
�ε την πιθανότητα Px

�
TA < TB

�
. Με άλλα λόγια �πορού�ε να �ετρήσου�ε αυτές τις πιθανότητες �΄ ένα

πολύ�ετρο.

Η ισχύς που καταναλώνεται σε �ια αγωγι�ότητα c(x, y) δίνεται σε σχέση �ε τη διαφορά δυνα�ικού στα
άκρα της από την ποσότητα c(x, y)

�
Φ(y)−Φ(x)

�2
. Το ακόλουθο θεώρη�α εξασφαλίζει ότι η κατανο�ή του

δυνα�ικού σε κάθε κό�βο ενός ηλεκτρικού κυκλώ�ατος γίνεται έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η συνολική
ισχύς που καταναλώνεται στο κύκλω�α.

Θεώρη�α 30 Από όλες τις συναρτήσεις στο σύνολο

FA,B = {Ψ : X → R : Ψ(x) = 1 για κάθε x ∈ A, Ψ(x) = 0 για κάθε x ∈ B},

η λύση του ΠΣΤ (7.2) είναι η �όνη που ελαχιστοποιεί την

D(Ψ) =
1

2

�

x,y∈X
c(x, y)

�
Ψ(y)−Ψ(x)

�2
. (7.4)
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Απόδειξη: ΄Εστω Ψ : X → R �ια συνάρτηση για την οποία Ψ(x) = 1 για κάθε x ∈ A και Ψ(x) = 0 για
κάθε x ∈ B. Αν Φ είναι η λύση του ΠΣΤ (7.2), τότε η h = Ψ−Φ �ηδενίζεται στα A και B. Αρκεί λοιπόν
να δείξου�ε ότι

D(Φ) ≤ D(Φ+ h)

για κάθε συνάρτηση h : X → R τέτοια ώστε h(x) = 0 για κάθε x ∈ A ∪B. ΄Εχου�ε ό�ως ότι

D(Φ+ h) =
1

2

�

x,y∈X
c(x, y)

�
Φ(y) + h(y)− Φ(x)− h(x)

�2

= D(Φ) +D(h) +
1

2

�

x,y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

��
h(y)− h(x)

�

= D(Φ) +D(h) +
1

2

�

x,y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
h(y)− 1

2

�

x,y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
h(x).

Αν εναλλάξου�ε τον ρόλο των x και y στο πρώτο άθροισ�α της τελευταίας έκφρασης και χρησι�οποιήσου�ε
ότι η αγωγι�ότητα είναι συ��ετρική, δηλαδή c(x, y) = c(y, x) για κάθε x, y ∈ X παίρνου�ε ότι

D(Φ+ h) = D(Φ) +D(h)−
�

x,y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
h(x)

= D(Φ) +D(h)−
�

x∈X
h(x)

�

y∈X
c(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
.

Από το ΠΣΤ (7.2) που ικανοποιεί η Φ έχου�ε ότι, αν x /∈ A ∪ B, τότε
�

y∈X c(x, y)
�
Φ(y)− Φ(x)

�
= 0.

Επιπλέον, αν x ∈ A ∪ B, τότε h(x) = 0. Σε κάθε περίπτωση ο τελευταίος όρος της παραπάνω σχέσης
�ηδενίζεται, οπότε

D(Φ+ h) = D(Φ) +D(h) ≥ D(Φ),

αφού η D(h) είναι εξ ορισ�ού �η αρνητική. Μάλιστα, για να έχου�ε ισότητα στην παραπάνω σχέση θα
πρέπει D(h) = 0. Εφόσον η D(h) είναι άθροισ�α �η αρνητικών όρων, αυτό ση�αίνει ότι h(y) = h(x),
όποτε έχου�ε c(x, y) > 0. Μια και το κύκλω�α είναι συνεκτικό, �πορού�ε να συνδέσου�ε οποιονδήποτε
κό�βο του, y, �ε το A, �έσω ενός �ονοπατιού κατά �ήκος του οποίου συναντά�ε θετικές αγωγι�ότητες.
΄Ετσι η h πρέπει να είναι σταθερή στους κό�βους αυτού του �ονοπατιού και εφόσον �ηδενίζεται στο A,
έχου�ε h(y) = 0. ✷

Πόρισ�α 11 (Αρχή του Rayleigh)Αν για δύο κυκλώ�ατα �ε κό�βους X και αγωγι�ότητες {c(x, y)}x,y∈X
και {c̃(x, y)}x,y∈X αντίστοιχα, έχου�ε ότι c(x, y) ≤ c̃(x, y) για κάθε x, y ∈ X, τότε η ισχύς που κατανα-
λώνεται στο πρώτο είναι πάντα �ικρότερη από την ισχύ που καταναλώνεται στο δεύτερο.

Απόδειξη: ΓιαΨ ∈ FA,B ορίζου�ε την D̃(Ψ) κατ΄ αναλογία �ε την (7.4), χρησι�οποιώντας τις αγωγι�ότητες
c̃(x, y). Από την υπόθεση ότι c(x, y) ≤ c̃(x, y) για κάθε x, y ∈ X, έχου�ε

D(Ψ) ≤ D̃(Ψ), για κάθε Ψ ∈ FA,B.

Επο�ένως infΨ∈FA,B D(Ψ) ≤ infΨ∈FA,B D̃(Ψ). Από το Θεώρη�α 30 ό�ως, το αριστερό �έλος αυτής της
ανίσωσης είναι η ισχύς που καταναλώνεται στο πρώτο κύκλω�α, ενώ το δεξί �έλος είναι η ισχύς που
καταναλώνεται στο δεύτερο. ✷

Εφόσον η ποσότητα
C(A,B) = D(Φ) = inf

Ψ∈FA,B

D(Ψ)
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είναι η ισχύς που καταναλώνει ολόκληρο το κύκλω�α όταν συνδέσου�ε το σύνολο κό�βων A στον θετικό
πόλο και το σύνολο κό�βων B στον αρνητικό πόλο �ιας πηγής που δη�ιουργεί διαφορά δυνα�ικού 1, αυτή
η ποσότητα είναι η ισοδύνα�η αγωγι�ότητα (ή χωρητικότητα) του κυκλώ�ατος ανά�εσα στο A και στο B.
Μάλιστα, εύκολα �πορεί να δει κανείς ότι C(A,B) = C(B,A), αφού, αν η Φ λύνει το ΠΣΤ (7.2), τότε η
1-Φ λύνει το αντίστοιχο ΠΣΤ �ε τον ρόλο των A και B εναλλαγ�ένο, ενώ D(Φ) = D(1− Φ).

Εντελώς ανάλογα αποτελέσ�ατα �ε την ίδια ακριβώς απόδειξη έχου�ε για �ια χρονικά αντιστρέψι�η �αρ-
κοβιανή αλυσίδα. Την αντίστοιχη ποσότητα

C(A,B) = inf
Ψ∈FA,B

D(Ψ) = D(ΦA,B) =
1

2

�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
ΦA,B(y)− ΦA,B(x)

�2

ονο�άζου�ε χωρητικότητα (capacity) ανά�εσα στα σύνολα καταστάσεων A και B. Συ�βολίζοντας για
απλότητα τη συνάρτηση δυνα�ικού ΦA,B �ε Φ, �πορού�ε να ξαναγράψου�ε τη χωρητικότητα, ως εξής.

C(A,B) =
1

2

�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
Φ(y)− 1

2

�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
Φ(x).

Αν εναλλάξου�ε τον ρόλο των x και y στο πρώτο άθροισ�α και χρησι�οποιήσου�ε τη συνθήκη ακριβούς
ισορροπίας, παίρνου�ε περαιτέρω

C(A,B) =
1

2

�

x,y∈X
π(y)p(y, x)

�
Φ(x)− Φ(y)

�
Φ(x)− 1

2

�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
Φ(x)

= −
�

x,y∈X
π(x)p(x, y)

�
Φ(y)− Φ(x)

�
Φ(x) = −

�

x∈X
π(x)Φ(x)LΦ(x).

΄Ο�ως από το ΠΣΤ (3.2) που ικανοποιεί η Φ έχου�ε ότι LΦ(x) = 0 για x /∈ A ∪ B και Φ(x) = 0 για
x ∈ B. Επο�ένως, στο τελευταίο άθροισ�α επιζούν �όνο οι όροι για x ∈ A, για τους οποίους έχου�ε
Φ(x) = 1. ΄Ετσι,

C(A,B) = −
�

x∈A
π(x)LΦ(x) =

�

x∈A
π(x)

�

y∈X
p(x, y)

�
Φ(x)− Φ(y)

�

=
�

x∈A
π(x)

�

y∈X
p(x, y)

�
1− Φ(y)

�
=

�

x∈A
π(x)

�

y∈X
p(x, y)Py

�
TB < TA

�

=
�

x∈A
π(x)Px

�
T+
B

< T+
A

�
=

�

x∈A
π(x)Px

�
TB < T+

A

�
. (7.5)

Στην προτελευταία ισότητα χρησι�οποιήσα�ε ανάλυση πρώτου βή�ατος και τη �αρκοβιανή ιδιότητα και
στην τελευταία ότι A ∩B = ∅. Στην ειδική περίπτωση που A = {x} και B = {y} έχου�ε ότι

C(x, y) = π(x)Px

�
Ty < T+

x

�
.

Χρησι�οποιώντας τώρα τη συ��ετρία της χωρητικότητας, C(A,B) = C(B,A), φτάνου�ε στο καθόλου τε-
τρι��ένο αποτέλεσ�α ότι για οποιεσδήποτε καταστάσεις x, y ∈ X �ιας χρονικά αντιστρέψι�ης �αρκοβιανής
αλυσίδας έχου�ε

π(x)Px

�
Ty < T+

x

�
= π(y)Py

�
Tx < T+

y

�
.

Μπορείτε να διαβάσετε περισσότερα για την αναλογία �αρκοβιανών αλυσίδων και ηλεκτρικών κυκλω�άτων
στο εξαιρετικό βιβλίο [3]. Εκεί �πορείτε να βρείτε και �ια απόδειξη πως ο απλός, συ��ετρικός τυχαίος
περίπατος στο Zd είναι επαναληπτικός όταν d = 1 ή 2 αλλά παροδικός όταν d > 2, χρησι�οποιώντας αυτή
την αναλογία και την Αρχή του Rayleigh.
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7.4 Ο αλγόριθ�ος Metropolis-Hastings και το �οντέλο Ising

Η κλασική �έθοδος Monte Carlo χρησι�οποιεί τον νό�ο τον �εγάλων αριθ�ών για να υπολογίσει τη �έση
τι�ή βάσει κάποιας κατανο�ής π ως ένα �έσο όρο ανεξάρτητων δειγ�άτων. Συγκεκρι�ένα, αν X1, X2, . . .
είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή π, ο νό�ος των �εγάλων αριθ�ών εξασφαλίζει
ότι

P
�

lim
N→∞

f(X1) + f(X2) + · · ·+ f(XN )

N
= Eπ

�
f
��

= 1.

Συνηθως χρησι�οποιεί κανείς τη �έθοδο Monte Carlo για να υπολογίσει την ανα�ενό�ενη τι�ή Eπ
�
f
�

προσο�οιώνοντας ανεξάρτητα δείγ�ατα X1, X2, . . . , XN από την κατανο�ή π και παίρνοντας τον �έσο όρο
των f(Xi). Ο νό�ος των �εγάλων αριθ�ών �ας εξασφαλίζει ότι �ε πιθανότητα 1, όταν το N είναι �εγάλο,
οι δύο ποσότητες είναι κοντά, ενώ το κεντρικό οριακό θεώρη�α �πορεί να �ας δώσει εκτι�ήσεις για το
τυπικό σφάλ�α της προσέγγισης.

Σε πολλές ενδιαφέρουσες εφαρ�ογές το να πάρει κανείς δείγ�ατα από την κατανο�ή π είναι εξαιρετικά
δύσκολο. Αυτό �πορεί να συ�βεί γιατί ο χώρος X στον οποίο έχει οριστεί η κατανο�ή π είναι πολύπλοκος
και η κατανο�ή π δεν είναι ακριβώς γνωστή. Η �έθοδος MCMC προσο�οιώνει την π ως την κατανο�ή
ισορροπίας �ιας �αρκοβιανής αλυσίδας. Η προσο�οίωση της �αρκοβιανής αλυσίδας είναι συνήθως πολύ
εύκολη, αφού η δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της Xn+1 δεδο�ένης της Xn δίνεται από τις πιθανότητες �ετάβασης
της αλυσίδας. ΄Εχου�ε ήδη δει πώς γίνεται αυτό στα αριθ�ητικά πειρά�ατα. Χρειάζεται ό�ως να κατασκευ-
άσου�ε κατάλληλες πιθανότητες �ετάβασης που θα �ας εξασφαλίζουν ότι η {Xn} έχει κατανο�ή ισορροπίας
την π. Το πρόβλη�α αυτό δεν έχει �οναδική λύση, αλλά �ία από τις πιο επιτυχη�ένες προσεγγίσεις είναι
ο αλγόριθ�ος Metropolis-Hastings.

Ο αλγόριθ�ος αυτός �πορεί να περιγραφεί ως εξής. Χωρίς βλάβη της γενικότητας �πορού�ε να υπο-
θέσου�ε ότι π(x) > 0 για κάθε x ∈ X. Θεωρού�ε έναν περίπατο στο X �ε πιθανότητες �ετάβασης r(x, y)
από την κατάσταση x στην κατάσταση y. Αν κάποια στιγ�ή βρισκό�αστε στην κατάσταση x ∈ X επι-
λέγου�ε την υποψήφια επό�ενη κατάσταση y �ε πιθανότητα r(x, y). Στη συνέχεια αποφασίζου�ε αν θα
�εταβού�ε στην y �ε πιθανότητα να το κάνου�ε ίση �ε

π(y)r(y, x)

π(x)r(x, y)
∧ 1 = min

� π(y)r(y, x)

π(x)r(x, y)
, 1
�
.

Η πιθανότητα �ετάβασης από την x στην y �= x είναι το γινό�ενο της πιθανότητας να επιλέξου�ε την y
ως υποψήφια επό�ενη κατάσταση �ε την πιθανότητα να πραγ�ατοποιήσου�ε τη �ετάβαση, δεδο�ένου ότι
επιλέξα�ε την y. Συγκεκρι�ένα,

p(x, y) = r(x, y)

�
π(y)r(y, x)

π(x)r(x, y)
∧ 1

�
, y �= x. (7.6)

Επο�ένως, η πιθανότητα να παρα�είνου�ε στην κατάσταση x είναι

p(x, x) = 1−
�

z �=x

p(x, z) ≥ 1−
�

z �=x

r(x, z) = r(x, x).

Από την παραπάνω ανισότητα βλέπου�ε ότι, αν r(x, x) > 0 για κάποιο x ∈ X, τότε η αλυσίδα που
κατασκευάσα�ε είναι αυτό�ατα απεριοδική. Ακό�α ό�ως κι αν επιλέξου�ε r(x, x) = 0 για κάθε x ∈ X, αν
οι πιθανότητες �ετάβασης {r(x, y)}x,y∈X δεν είναι σε ακριβή ισορροπία �ε την π, τότε υπάρχουν x, y ∈ X
�ε π(y)r(y, x) < π(x)r(x, y). Επο�ένως,

p(x, x) > 1−
�

z �=x

r(x, z) = r(x, x) ≥ 0
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και πάλι η αλυσίδα �ε πιθανότητες �ετάβασης {p(x, y)}x,y∈X είναι απεριοδική. Η κατανο�ή π που θέλου�ε
να προσο�οιώσου�ε και οι πιθανότητες �ετάβασης {p(x, y)}x,y∈X βρίσκονται σε ακριβή ισορροπία. Πράγ-
�ατι, για x �= y έχου�ε

π(x) p(x, y) = π(x)r(x, y)

�
π(y)r(y, x)

π(x)r(x, y)
∧ 1

�
= π(y)r(y, x) ∧ π(x)r(x, y) = π(y) p(y, x).

Σύ�φωνα �ε το Λή��α 1, η π είναι αναλλοίωτη κατανο�ή της αλυσίδας {Xn} �ε πιθανότητες �ετάβασης
{p(x, y)}x,y∈X. Επιπλέον, η {Xn} είναι �η υποβιβάσι�η, όταν ο περίπατος που ορίζουν οι πιθανότητες
�ετάβασης {r(x, y)}x,y∈X είναι �η υποβιβάσι�ος. Επο�ένως, όπως είδα�ε στο προηγού�ενο Κεφάλαιο 6,
έχου�ε

P
�
Xn = x

� n→∞−→ π(x).

Μπορού�ε λοιπόν να πάρου�ε δείγ�ατα από την κατανο�ή π, προσο�οιώνοντας την {Xn}n∈N0 για αρκετό
χρόνο ώστε να έρθει κοντά στην κατανο�ή ισορροπίας της.

΄Ενα κλασικό παράδειγ�α κατανο�ών που παρουσιάζουν �εγάλο ενδιαφέρον και συχνά είναι δύσκολο να
προσο�οιωθούν είναι οι κατανο�ές Gibbs. Αυτές ε�φανίζονται φυσικά σε συστή�ατα που βρίσκονται
σε κατάσταση θερ�οδυνα�ικής ισορροπίας σε θερ�οκρασία T , οπότε η πιθανότητα να βρού�ε ένα τέτοιο
σύστη�α σε �ια κατάσταση x �ε ενέργεια H(x) είναι

π(x) =
1

Z(β)
e−βH(x).

Στην παραπάνω σχέση β = 1
KT
είναι ο παράγοντας Boltzmann. Η Z(β), η οποία στη βιβλιογραφία της

Φυσικής αναφέρεται ως συνάρτηση επι�ερισ�ού (partition function), είναι �ια σταθερά κανονικοποίησης
που δίνεται από τη σχέση

Z(β) =
�

x∈X
e−βH(x).

Η συνάρτηση επι�ερισ�ού είναι ό,τι θα ήθελε να ξέρει ένας Στατιστικός Φυσικός για το σύστη�α που
�ελετά. Πολλές θερ�οδυνα�ικές παρά�ετροι του συστή�ατος, όπως η ελεύθερη ενέργεια, η εντροπία ή η
πίεση, �πορούν να υπολογιστούν από την Z(·) και τις παραγώγους της.

Συνήθως ό�ως είναι δύσκολο να υπολογιστεί το παραπάνω άθροισ�α. Σ΄ ένα απλό �οντέλο �αγνήτισης
για παράδειγ�α, στις κορυφές ενός τετραγωνικού πλέγ�ατος L × L τοποθετού�ε σω�ατίδια που έχουν
σπιν +1 ή -1. Η κατάσταση του συστή�ατος x περιγράφεται από το σπιν σε κάθε κορυφή του πλέγ�ατος,
επο�ένως ο χώρος καταστάσεων X έχει πληθάριθ�ο 2L2

. Για ένα πλέγ�α 100× 100 ατό�ων ο X αριθ�εί
210000 ≥ 103000 καταστάσεις. Αυτός είναι ένας τεράστιος αριθ�ός. Τα άτο�α στο σύ�παν εκτι�άται ότι είναι
της τάξης του 1080. Παρότι λοιπόν η συνάρτηση ενέργειας του συστή�ατος H �πορεί να είναι γνωστή,
είναι συχνά δύσκολο να πάρει κανείς δείγ�ατα από την κατανο�ή π γιατί δεν �πορεί να υπολογίσει το
άθροισ�α στον ορισ�ό της συνάρτησης επι�ερισ�ού.

Με τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings έχου�ε το πλεονέκτη�α ότι δεν χρειάζεται να γνωρίζου�ε τη
Z για να προσο�οιώσου�ε την αλυσίδα. Συγκεκρι�ένα, επιλέγοντας για απλότητα �ια συ��ετρική r,
r(x, y) = r(y, x) για κάθε x, y ∈ X, οι πιθανότητες �ετάβασης είναι για x �= y

p(x, y) = r(x, y)

�
π(y)

π(x)
∧ 1

�
= r(x, y)

�
e−β

�
H(y)−H(x)

�
∧ 1

�
= r(x, y)e−β

�
H(y)−H(x)

�+
.

Μπορού�ε να επιλέξου�ε τις r(x, y) να είναι 0, εκτός αν οι καταστάσεις x, y διαφέρουν �όνο ως προς το σπιν
�ίας από τις L2 θέσεις, οπότε r(x, y) = 1/L2. Σε αυτή την περίπτωση ο αλγόριθ�ος Metropolis-Hastings
θα εφαρ�οζόταν ως εξής:
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1. Επιλέγου�ε τυχαία ένα σω�ατίδιο στο πλέγ�α.

2. Υπολογίζου�ε πόσο �εταβάλλεται η ενέργεια του συστή�ατος, αν αλλάξου�ε το σπιν αυτού του
σω�ατιδίου. Αν x είναι η παρούσα κατάσταση και y η κατάσταση που προκύπτει, αν αλλάξου�ε το
σπιν του σω�ατιδίου που επιλέξα�ε στο βή�α 1, υπολογίζου�ε τη διαφορά ∆H = H(y)−H(x).

3. Αν ∆H ≤ 0, αλλάζου�ε το σπιν του σω�ατιδίου και η νέα κατάσταση γίνεται η y. Αν ∆H > 0, τότε
αλλάζου�ε το σπιν του σω�ατιδίου �ε πιθανότητα e−β∆H , διαφορετικά παρα�ένου�ε στην κατάσταση
x.

4. Επιστρέφου�ε στο βή�α 1.

Στον κώδικα ising.py υλοποιού�ε σε γλώσσα Python τον αλγόριθ�ο για το �οντέλο Ising, σύ�φωνα �ε
το οποίο η ενέργεια του συστή�ατος στην κατάσταση x δίνεται από τη σχέση

H(x) = −
�

i∼j

x(i)x(j).

Στην παραπάνω σχέση x(i), x(j) ∈ {−1,+1} είναι τα σπιν της κατάστασης x στις θέσεις i, j αντίστοιχα,
ενώ ο συ�βολισ�ός i ∼ j δείχνει ότι η άθροιση εκτείνεται σε ζευγάρια σω�ατιδίων που γειτνιάζουν στο
πλέγ�α. Το πλέγ�α που χρησι�οποιού�ε στον κώδικα έχει L = 128, ενώ ο παράγοντας Boltzmann είναι
β = 1/3. Προσέξτε ότι εφόσον β > 0, το �έτρο Gibbs π αποδίδει �εγαλύτερη πιθανότητα σε καταστάσεις
που έχουν χα�ηλή ενέργεια. Στον υπολογισ�ό της ενέργειας �ιας κατάστασης x στο �οντέλο Ising κάθε
ζευγάρι γειτονικών σω�ατιδίων συνεισφέρει -1, αν τα σπιν τους έχουν τον ίδιο προσανατολισ�ό, και +1,
αν έχουν αντίθετο. ΄Αρα καταστάσεις όπου γειτονικά σω�ατίδια έχουν το ίδιο σπιν είναι πιο πιθανές, γι΄
αυτό και το �οντέλο Ising είναι ένα �οντέλο σιδηρο�αγνητισ�ού.

Παρατηρήστε ότι, επειδή r(x, y) �= 0 �όνο αν τα σπιν των καταστάσεων x, y διαφέρουν σε �ία �όνο θέση, δεν
είναι ανάγκη να υπολογίσου�ε ολόκληρη τη συνάρτηση ενέργειας στο 2ο βή�α παραπάνω. Συγκέκρι�ένα,
αν η y προκύπτει από τη x αλλάζοντας το σπιν του σω�ατιδίου που βρίσκεται στη θέση k, δηλαδή

y(j) =

�
x(j) j �= k

−x(j) j = k,

τότε
∆H = H(y)−H(x) = −

�

i∼j

y(i)y(j) +
�

i∼j

x(i)x(j) = 2x(k)
�

j: j∼k

x(j).

Επο�ένως, προκει�ένου να υπολογίσου�ε τη �εταβολή στην ενέργεια που προκύπτει από την αλλαγή του
σπιν ενός σω�ατιδίου, αρκεί να υπολογίσου�ε το αθροιστικό σπιν των γειτόνων αυτού του σω�ατιδίου.

Ας �ελετήσου�ε τώρα τον ρόλο του παράγοντα Boltzmann. Θυ�ηθείτε ότι

π(x) =
e−βH(x)

�
y∈X e−βH(y)

.

Για β → ∞, δηλαδή όταν η θερ�οκρασία T ↓ 0, η κατανο�ή π τείνει να συγκεντρωθεί στις καταστάσεις
�ε τη �ικρότερη δυνατή ενέργεια. Στο �οντέλο Ising αυτές είναι οι δύο καταστάσεις x+ και x− όπου
όλα τα σπιν έχουν τον ίδιο προσανατολισ�ό, όλα +1 στην κατάσταση x+ , ή όλα -1 στην κατάσταση x−.
Συγκεκρι�ένα,

π(x+) →
1

2
, π(x−) →

1

2
καθώς β → ∞.
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Σχή�α 7.1: Τυπικές δια�ορφώσεις των σπιν σ΄ ένα πλέγ�α διαστάσεων 128 × 128 για �ια �εγάλη θερ�ο-
κρασία (αριστερά) και για �ια θερ�οκρασία κοντά στο 0 (δεξιά).

Αντίθετα για β = 0 (άπειρη θερ�οκρασία) όλες οι καταστάσεις έχουν την ίδια πιθανότητα π(x) = 1
|X| =

2−L
2
. Βλέπου�ε λοιπόν ότι, καθώς θερ�αίνου�ε το σύστη�α από τη θερ�οκρασία T = 0 στη θερ�οκρασία

T = ∞, το σύστη�α �εταβαίνει από �ια κατάσταση πλήρους οργάνωσης (όλα τα σπιν προσανατολισ�ένα)
σε �ια κατάσταση πλήρους αταξίας, όπου όλες οι δια�ορφώσεις σπιν είναι ισοπίθανες.

Στο Σχή�α 7.4 βλέπου�ε δείγ�ατα από την κατανο�ή π που έχου�ε πάρει �ε τη βοήθεια του αλγορίθ-
�ου �ας για β = 1/3 (αριστερά) και για β = 1 (δεξιά). Τα �αύρα pixel αντιστοιχούν σε σω�ατίδια �ε σπιν
+1 ενώ τα άσπρα σε σω�ατίδια �ε σπιν -1. Επιβεβαιώνου�ε αριθ�ητικά έτσι ότι σε χα�ηλές θερ�οκρασίες
(δεξιά) τα σπιν τείνουν να είναι σε συ�φωνία, ενώ σε υψηλές θερ�οκρασίες (αριστερά) τα σπιν φαίνονται
τυχαία προσανατολισ�ένα.

Στα αριθ�ητικά πειρά�ατα θα εξετάσου�ε πώς πραγ�ατοποιείται η �ετάβαση από τη �ία εικόνα στην άλλη
καθώς κατεβάζου�ε τη θερ�οκρασία και θα δού�ε ότι αυτή η �ετάβαση συ�βαίνει απότο�α, όταν η θερ�ο-
κρασία πέσει κάτω από �ια κρίσι�η τι�ή. Περισσότερα για τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings και για τη
�έθοδο MCMC �πορείτε να διαβάσετε στις αναφορές [4] και [5].

7.5 Προσο�οιω�ένη ανόπτηση (simulated annealing)

Στην προηγού�ενη παράγραφο είδα�ε ότι καθώς β → ∞ (καθώς ψύχου�ε το σύστη�α), η κατανο�ή Gibbs
π τείνει να συγκεντρωθεί στις καταστάσεις εκείνες όπου η ενέργεια του συστή�ατος ελαχιστοποιείται. Στο
�οντέλο Ising οι καταστάσεις που ελαχιστοποιούν την ενέργεια είναι προφανείς. Υπάρχουν ό�ως παραδε-
ίγ�ατα όπου το ελάχιστο της συνάρτησης ενέργειας H είναι εξαιρετικά δύσκολο να υπολογιστεί, όπως για
παράδειγ�α στο πρόβλη�α του πλανόδιου πωλητή που πρέπει να επισκεφτεί �ια σειρά από πόλεις και θέλει
να βρει τη σειρά �ε την οποία θα τις επισκεφτεί, ώστε να ελαχιστοποιήσει τη συνολική απόσταση που θα
διανύσει.

Η �έθοδος της προσο�οιω�ένης ανόπτησης χρησι�οποιεί αυτή την ιδιότητα των κατανο�ών Gibbs για
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να υπολογίσει το ελάχιστο �ιας συνάρτησης. Η ιδέα οφείλει το όνο�ά της σε �ια τεχνική επεξεργα-
σίας �ετάλλων �ε σταδιακή ψύξη τους (ανόπτηση) και είναι πολύ απλή. Χρησι�οποιού�ε τον αλγόριθ�ο
Metropolis-Hastings για κάποιο αρχικό β > 0. Μετά από έναν αριθ�ό βη�άτων ώστε η αλυσίδα �ας να έχει
προσεγγίσει την κατάσταση ισορροπίας που αντιστοιχεί σε αυτήν τη θερ�οκρασία, ανεβάζου�ε την τι�ή
του β (ψύχου�ε το σύστη�α). Συνήθως ρίχνου�ε τη θερ�οκρασία κατά έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα
ψύξης (cooling factor). Στην καινούργια θερ�οκρασία αφήνου�ε πάλι την αλυσίδα �ας να προσεγγίσει την
ισορροπία. Η συνάρτηση r(·, ·) στον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings �πορεί να αλλάζει καθώς αλλάζου�ε
τη θερ�οκρασία. Αυτό συνήθως γίνεται επιτρέποντας όλο και πιο εντοπισ�ένες �εταβάσεις όσο η θερ�ο-
κρασία κατεβαίνει, ώστε ο αλγόριθ�ος να εντοπίζει το ελάχιστο �ε �εγαλύτερη ακρίβεια. Η επιλογή του
παράγοντα ψύξης και της r ονο�άζεται πρόγρα��α ψύξης (cooling schedule) και έχει, όπως θα δού�ε στις
προγρα��ατιστικές ασκήσεις, �εγάλη ση�ασία στην αποτελεσ�ατική λειτουργία του αλγορίθ�ου. Καθώς
επαναλα�βάνου�ε τη διαδικασία, ανεβάζοντας σταδιακά την τι�ή του β, οι καταστάσεις �ε χα�ηλή ενέργεια
γίνονται όλο και πιο πιθανές και στο όριο καθώς β → ∞ η αλυσίδα �ας θα βρίσκεται �ε �εγάλη πιθανότητα
σε κάποια από τις κατάστασεις �ε τη χα�ηλότερη ενέργεια.

Πιο συγκεκρι�ένα, ας υποθέσου�ε χωρίς βλάβη της γενικότητας (αφού αν �ετατοπίσου�ε τη συνάρτηση
ενέργειας κατά �ία σταθερά, το �έτρο π δεν αλλάζει) ότι το ελάχιστο της συνάρτησης H στο X είναι το
0. Ορίζου�ε το σταθ�ικό σύνολο της H

Et = {x ∈ X : H(x) ≤ t}.

Το σύνολο E0 αποτελείται από τα ση�εία του X στα οποία η H λα�βάνει την ελάχιστη τι�ή της. ΄Εστω
|E0| = M ο πληθάριθ�ος του E0. Για � > 0 το σύνολο Ec

� είναι εκείνες οι καταστάσεις �ε ενέργεια
τουλάχιστον �. Μπορού�ε να εκτι�ήσου�ε την π

�
Ec

�

�
ως εξής:

π
�
Ec

�

�
=

�
x∈Ec

�
e−βH(x)

�
x∈Ec

�
e−βH(x) +

�
x∈E�

e−βH(x)
≤

�
x∈Ec

�
e−βH(x)

�
x∈Ec

�
e−βH(x) +M

≤ |X|
M

e−β�.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι, καθώς β → ∞, η π
�
Ec

�

�
τείνει στο 0 και �άλιστα εκθετικά γρήγορα. Επο�ένως,

έχοντας αφήσει την αλυσίδα να ισορροπήσει σε �ια χα�ηλή θερ�οκρασία, �ε πολύ �εγάλη πιθανότητα αυτή
θα βρεθεί σε κάποιο ση�είο του X, που δίνει στη συνάρτηση H τι�ή κοντά στο ελάχιστό της.

Ο λόγος που ψύχου�ε σταδιακά το σύστη�α είναι για να �ην παγιδευτού�ε σε τοπικά ελάχιστα της συ-
νάρτησης H. Αυτός είναι ο κυριότερος λόγος που ο αλγόριθ�ος της προσο�οιω�ένης ανόπτησης δου-
λεύει πολύ καλύτερα από κλασικές �εθόδους κλίσης, στην περίπτωση που τα σταθ�ικά σύνολα της H,
Et = {x ∈ X : H(x) ≤ t} έχουν πολύπλοκη γεωγραφία.

Παράδειγ�α 49 Ας δού�ε τώρα τη �έθοδο της προσο�οιω�ένης ανόπτησης �έσα από ένα εύκολο πα-
ράδειγ�α που �πορού�ε να λύσου�ε και αναλυτικά. Η συνάρτηση

V (x) =
x4

4
+

7x3

15
− 4x2

5
− 4x

5
+ 2 (7.7)

έχει ελάχιστο στο x = −2 �ε V (−2) = 2
3 και τοπικό ελάχιστο στο x = +1 �ε V (1) = 67/60. Στο Σχή�α

7.2 φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης V (·). Ο κώδικας potential siman.py υλοποιεί σε
Python τον αλγόριθ�ο της προσο�οιω�ένης ανόπτησης. Η σταθερά gamma στον κώδικα καθορίζει τον
παράγοντα ψύξης, αφού όταν κατεβάζου�ε τη θερ�οκρασία η νέα θερ�οκρασία T είναι η προηγού�ενη
πολλαπλασιασ�ένη �ε 1-gamma. Το πρόγρα��α επαναλα�βάνει iter φορές τον αλγόριθ�ο και υπολογίζει
το ποσοστό p των φορών που επιτυγχάνει να βρει το ολικό ελάχιστο, δηλαδή το -2.
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Σχή�α 7.2: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης V του Παραδείγ�ατος 49

Στα αριθ�ητικά πειρά�ατα θα έχετε την ευκαιρία να δείτε ένα κινού�ενο σχέδιο σχετικά �ε το πώς λει-
τουργεί ο αλγόριθ�ος της προσο�οιω�ένης ανόπτησης στο συγκεκρι�ένο παράδειγ�α και πώς επηρεάζεται
η αποτελεσ�ατικότητα του αλγορίθ�ου στο να εντοπίζει το ελάχιστο από το πρόγρα��α ψύξης.

Με αντίστοιχο τρόπο �πορού�ε να επιχειρήσου�ε να βρού�ε το ελάχιστο και στην περίπτωση του προ-
βλή�ατος του πλανόδιου πωλητή. Με δεδο�ένες τις θέσεις των πόλεων �πορού�ε να πάρου�ε ως χώρο των
καταστάσεων X της αλυσίδας �ας τις κυκλικές �εταθέσεις των πόλεων που θα παριστάνουν τη σειρά �ε την
οποία ο πωλητής επισκέπτεται τις πόλεις. Σαν ενέργεια �ιας τέτοιας κατάστασης �πορού�ε να πάρου�ε το
συνολικό �ήκος του �ονοπατιού που διανύου�ε για επισκεπτού�ε τις πόλεις �ε τη συγκεκρι�ένη σειρά. Με
αυτό το πρόβλη�α θα ασχοληθείτε εκτενώς στα αριθ�ητικά πειρά�ατα. Μπορείτε να βρείτε περισσότερες
πληροφορίες για την προσο�οιω�ένη ανόπτηση στην αναφορά [5].
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7.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 92 Στο δίκτυο του διπλανού σχή�ατος υπολογίστε τον
δείκτη ση�αντικότητας που κατασκευάσα�ε στην παράγραφο 7.2 για
κάθε κορυφή του.

΄Ασκηση 93 Αν διατηρούσατε τη σελίδα 1 του διπλανού σχή�ατος
πώς θα �πορούσατε να αυξήσετε τον δείκτη ση�αντικότητάς της ώστε
να ε�φανίζεται πιο ψηλά σε σχετικές αναζητήσεις;

΄Ασκηση 94 Κατασκευάστε �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον χώρο
X = {A,B,C,D,E, F,G}, ώστε να έχει κατανο�ή ισορροπίας

π =
�
π(A),π(B),π(C),π(D),π(E),π(F ),π(G)

�
= (1/4, 1/8, 1/6, 1/16, 3/16, 1/12, 1/8).

΄Ασκηση 95 �είξτε ότι αν B1 ⊂ B2, τότε C(A,B1) ≤ C(A,B2).

΄Ασκηση 96 Στον αλγόριθ�οMetropolis-Hastings παίρνου�ε τις προτεινό�ενες �εταβάσεις {r(x, y)}x,y∈X
ανεξάρτητες από την κατάσταση αφετηρίας, δηλαδή

r(x, y) = ρ(y), x, y ∈ X,

όπου η ρ(·) είναι �ια σ.�.π. στον X, τέτοια ώστε ρ(x) > 0 για κάθε x ∈ X. Ορίζου�ε w(x) = ρ(x)
π(x) . Με

αυτή την επιλογή οι πιθανότητες �ετάβασης της αλυσίδας του αλγορίθ�ου γίνονται

p(x, y) = ρ(y)
�w(x)
w(y)

∧ 1
�
.

Αν ταξινο�ήσου�ε τις καταστάσεις του X = {x1, . . . , xN}, ώστε

w(x1) ≤ w(x2) ≤ . . . ≤ w(xN ),

δείξτε ότι οι ιδιοτι�ές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσ�ατα του πίνακα πιθανοτήτων �ετάβασης P = {p(x, y)}x,y∈X
είναι λ1 = 1, v1 = (1, 1, . . . , 1)T και για k ∈ {1, 2, . . . , N − 1}

λk+1 =
N�

j=k+1

π(xj)
�
w(xj)− w(xk)

�
, vk+1 =

�
0, . . . , 0,

N�

j=k+1

π(xj),−π(xk), . . . ,−π(xk)
�T

.

�είξτε ότι 1 = λ1 > λ2 = 1− w(x1) > λ3 > · · · > λN .

7.7 Αριθ�ητικά πειρά�ατα

΄Ασκηση 97 Στην άσκηση αυτή θα χρησι�οποιήσου�ε τον αλγόριθ�οMetropolis-Hastings για να κάνου-
�ε δειγ�ατοληψία από την αναλλοίωτη κατανο�ή π του �οντέλου Ising. Καταβάστε και ανοίξτε τον κώδικα
ising.py. Στον κώδικά �ας θεωρού�ε L = 64, οπότε ο χώρος των δυνατών δια�ορφώσεων έχει πλη-
θάριθ�ο 24096 > 101200. Καταλαβαίνει κανείς ότι η δειγ�ατοληψία από έναν τόσο �εγάλο χώρο είναι
πρακτικά αδύνατη �ε συ�βατικές �εθόδους. Ο κώδικας χρησι�οποιεί τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings
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για να προσο�οιώσει �ια �αρκοβιανή αλυσίδα στον X που ξεκινά από �ια τυχαία αρχική δια�όρφωση και
έχει κατανο�ή ισορροπίας την π.

α) Τρέξτε τον κώδικα για τη δοσ�ένη θερ�οκρασία T = 30 και δείτε τη δια�όρφωση στην οποία καταλήγει
ο αλγόριθ�ος. Επαναλάβετε �ερικές φορές.

β) Αλλάξτε τον κώδικα ώστε η αρχική δια�όρφωση των σπιν να είναι +1 παντού. Ξανατρέξτε τον κώδικα
�ερικές φορές. Αλλάζουν τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της δια�όρφωσης που επιστρέφει ο αλγόριθ�ος;

γ) Αρχίστε τώρα να κατεβάζετε τη θερ�οκρασία, θέτοντας διαδοχικά T = 10.0, 3.0, 1.0, 0.3, 0.1, 0.03 και
περιγράψτε τι παρατηρείτε.

δ) Εξηγήστε γιατί η γρα��ή του κώδικα

if random.uniform(0.0,1.0) < math.exp(-deltaE/Temperature): Spin[k] *=-1

υλοποιεί τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings.

ε) Η �αγνήτιση του συστή�ατος ορίζεται ως ο �έσος όρος των σπιν του πλέγ�ατος Λ, δηλαδή

m(σ) =
1

|Λ|
�

k∈Λ
σ(k).

Εξετάστε πώς συ�περιφέρεται η m(σ) για τις καταστάσεις σ που δίνει ο αλγόριθ�ος καθώς κατεβάζετε τη
θερ�οκρασία, όπως στο ερώτη�α (β).

ε) Για τη θερ�οκρασία T = 0.03 αλλάξτε την τι�ή της παρα�έτρου nsteps. Πώς �οιάζουν τα εν-
διά�εσα στάδια από τα οποία περνάει η αλυσίδα �έχρι να καταλήξου�ε στην εικόνα που πήρα�ε για
nsteps = 100× L× L;

στ) Η θεωρία προβλέπει ότι υπάρχει �ια απότο�η �εταβολή φάσης από την παρα�αγνητική κατάσταση (υψη-
λή θερ�οκρασία) στη σιδηρο�αγνητική (χα�ηλή θερ�οκρασία) όταν β � 0.44. Μπορείτε να επιβεβαιώσετε
αριθ�ητικά αυτό το γεγονός;

΄Ασκηση 98 Στην άσκηση αυτή θα χρησι�οποιήσετε τη �έθοδο της προσο�οιω�ένης ανόπτησης για να
βρείτε το ελάχιστο �ιας συνάρτησης V : R → R. Ο αλγόριθ�ος έχει ως εξής. ΄Ενα σω�ατίδιο είναι αρχικά
τοποθετη�ένο τυχαία στο διάστη�α (-3.5,+3.5) σε θερ�οκρασία T = 128. Σε κάθε βή�α επιχειρεί �ια
�ετατόπιση που ακολουθεί ο�οιό�ορφη κατανο�ή στο διάστη�α (−δ,+δ) και πραγ�ατοποιεί τη �ετατόπιση
σύ�φωνα �ε τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings. Κάθε 100 βή�ατα ρίχνου�ε τη θερ�οκρασία και επανα-
λα�βάνου�ε �έχρι η θερ�οκρασία να πέσει κάτω από το T = 0.01.

Κατεβάστε τον κώδικα sim annealing.py και �ελετήστε τον. Η παρά�ετρος minima σας επιτρέπει να
επιλέξετε αν θα ελαχιστοποιήσετε �ια συνάρτηση �ε 1, 2 ή 3 τοπικά ακρότατα. Η αρχική επιλογή είναι
3. Η παρά�ετρος gamma σας επιτρέπει να ελέγξετε τον ρυθ�ό ψύξης. Η αρχική επιλογή είναι να ρίχνου�ε
τη θερ�οκρασία στο �ισό κάθε 100 βή�ατα. Η παρά�ετρος iterations σας επιτρέπει να επαναλάβετε
τη διαδικασία εύρεσης του ελαχίστου όσες φορές θέλετε. Η αρχική επιλογή της είναι 1. Η παρά�ετρος
delta ελέγχει το �έγεθος της επιχειρού�ενης �ετατόπισης σε κάθε βή�α. Η αρχική της επιλογή είναι
3. Τέλος η λογική παρά�ετρος animation ελέγχει αν θέλου�ε να δού�ε �ια οπτική αναπαράσταση της
προσο�οιω�ένης ανόπτησης. Η αρχική της επιλογή είναι True.

α) Τρέξτε τον κώδικα. Παρατηρήστε πώς σε �εγάλες θερ�οκρασίες το σω�ατίδιο κινείται σχετικά ελεύθε-
ρα στον χώρο και πώς καθώς ψύχου�ε το σύστη�α το σω�ατίδιο εντοπίζεται κοντά στο ολικό ελάχιστο
της V . Αλλάξτε την παρά�ετρο minima και επαναλάβετε.
β) Αλλάξτε την παρά�ετρο iterations σε 1000 και την παρά�ετρο animation σε False ώστε να επι-
ταχύνετε την εκτέλεση του προγρά��ατος. Για τις διάφορες τι�ές της παρα�έτρου minima βρείτε σε τι
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ποσοστό επιτυγχάνει ο αλγόριθ�ος να εντοπίσει το ελάχιστο της V .
γ) Αλλάξτε την τι�ή της παρα�έτρου delta σε 0.1 και επαναλάβετε το προηγού�ενο ερώτη�α. Ποιο ε-
ίναι τώρα το ποσοστό επιτυχούς εύρεσης του ολικού ελαχίστου; Γιατί πιστεύετε ότι συ�βαίνει αυτό; Αν
θέλετε να έχετε �ια εικόνα του τι συ�βαίνει, αλλάξτε την παρά�ετρο iterations σε 1 και την παρά�ετρο
animation σε True για να δείτε πώς κινείται το σω�ατίδιο και τρέξτε τον κώδικα �έχρι να δείτε το σω�α-
τίδιο να καταλήγει κοντά σε ένα τοπικό ελάχιστο, διαφορετικό από το ολικό.
δ) Αλλάξτε τον κώδικα ώστε να βρίσκει το ελάχιστο της συνάρτησης V της (7.7).
ε) Μεταβάλετε το gamma και δείτε πώς συ�περιφέρεται το ποσοστό p των επιτυχη�ένων προσπαθειών ως
συνάρτηση του gamma.

- Επαληθεύστε ότι για σχετικά �εγάλες τι�ές του gamma (π.χ. > 1/2) ο ο αλγόριθ�ος δεν βρίσκει πάντα
το ολικό ελάχιστο.
- Πού τερ�ατίζει ο αλγόριθ�ος στις περιπτώσεις που δεν βρίσκει το ολικό ελάχιστο; Τι παρατηρείτε;
- Παραστήστε γραφικά την πιθανότητα p ως συνάρτηση του gamma.
- Επαληθεύστε ότι για πολύ �ικρές τι�ές του gamma έχου�ε p πολύ κοντά στο 1. �ηλαδή για κατάλληλα
αργό ρυθ�ό ανόπτησης ο αλγόριθ�ος εντοπίζει το ολικό ελάχιστο �ε πιθανότητα κοντά στο 1.

΄Ασκηση 99 Στην άσκηση αυτή θα χρησι�οποιήσου�ε τον αλγόριθ�ο της προσο�οιω�ένης ανόπτησης
για να λύσου�ε το πρόβλη�α του πλανόδιου πωλητή. Κατεβάστε το αρχείο eu.csv που περιέχει το γεωργα-
φικό �ήκος και πλάτος 27 ευρωπαϊκών πόλεων. Κατεβάστε τους κώδικες siman tsp.py και plot lib.py.
Ο πρώτος περιλα�βάνει τη βασική ρουτίνα που θα χρησι�οποιήσου�ε, ενώ ο δεύτερος εισάγεται ως βιβλιο-
θήκη και χρησι�οποιείται για τα διαγρά��ατα που θα κατασκευάσου�ε. Ο κώδικας siman tsp.py διαβάζει
από το αρχείο eu.csv τις πόλεις και τα γεωγραφικά �ήκη και πλάτη τους και χρησι�οποιεί τη ρουτίνα
geodesic distance για να υπολογίσει τη γεωδεσιακή τους απόσταση (την απόστασή τους πάνω στη
γήινη σφαίρα). Στη συνέχεια χρησι�οποιεί τον αλγόριθ�ο της προσο�οιω�ένης ανόπτησης για να υπολο-
γίσει �ια προσεγγιστική λύση για το πρόβλη�α του πλανόδιου πωλητή, δηλαδή �ε ποια σειρά πρέπει να
επισκεφτεί κανείς αυτές τις πόλεις ώστε να ελαχιστοποιήσει τη συνολική απόσταση που θα διανύσει.

Στην έξοδό του ο κώδικας επιστρέφει τρία διαγρά��ατα. Το πρώτο έχει ένα �ονοπάτι όπου οι επισκέψεις
στις πόλεις γίνονται �ε τυχαία σειρά. Το δεύτερο έχει το βέλτιστο �ονοπάτι που υπολογίζει ο αλγόριθ�ος
της προσο�οιω�ένης ανόπτησης, ενώ το τρίτο δείχνει πώς εξελίσσεται η συνολική απόσταση για το τρέχον
�ονοπάτι του αλγορίθ�ου (�πλε γρα��ή) και για το βέλτιστο �ονοπάτι που έχει βρεθεί �έχρι τότε (κόκκινη
γρα��ή), καθώς κατεβάζου�ε τη θερ�οκρασία.

α) Τρέξτε τον κώδικα siman tsp.py και δείτε το �ονοπάτι που επιστρέφει ο αλγόριθ�ος της προσο�οιω-
�ένης ανόπτησης και την εξέλιξη της συνολικής απόστασης καθώς ψύχου�ε το σύστη�α. Τυπώστε αυτά
τα διαγρά��ατα και εξηγήστε την εικόνα που βλέπετε στο δεύτερο.
β) Εντοπίστε στον κώδικα τις εντολές που υλοποιούν τον αλγόριθ�ο Metropolis-Hastings και εξηγήστε
πώς ακριβώς αλλάζει το �ονοπάτι σε κάθε βή�α του αλγορίθ�ου.
γ) Αλλάξτε τον κώδικα ώστε να διαβάζει από το αρχείο europe.csv τις συντεταγ�ένες 35 ευρωπαϊκών
πόλεων και λύστε το πρόβλη�α του πλανόδιου πωλητή που θέλει να επισκεφτεί και τις 35 αυτές πόλεις.
Στο διάγρα��α δεν τυπώνονται τα ονό�ατα των πόλεων για να είναι πιο ευκρινές το �ονοπάτι.
δ) Πόσα είναι τα δυνατά �ονοπάτια που περνούν από όλες τις 35 πόλεις �ία �όνο φορά; Αν σε έναν υ-
πολογιστή ο χρόνος που απαιτείται για τον υπολογισ�ό του συνολικού �ήκους ενός τέτοιου �ονοπατιού
ήταν 1�sec, πόσο χρόνο θα χρειαζό�ασταν για να βρού�ε το βέλτιστο �ονοπάτι �ε έναν εξαντλητικό αλ-
γόριθ�ο που θα υπολόγιζε τη συνολική απόσταση που θα διανύσει ο πλανόδιος πωλητής κατά �ήκος κάθε
�ονοπατιού και θα επέστρεφε το �ονοπάτι �ε την ελάχιστη συνολική απόσταση;
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Κεφάλαιο 8

�ιαδικασίες Poisson

8.1 Εισαγωγή

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα ορίσου�ε τις διαδικασίες Poisson και θα �ελετήσου�ε τις βασικές τους ιδιότητες. Οι
διαδικασίες αυτές είναι ίσως οι απλούστερες �η τετρι��ένες διαδικασίες συνεχούς χρόνου. Οι τροχιές τους
αυξάνουν στους ακεραίους και οι χρόνοι που �εσολαβούν ανά�εσα σε διαδοχικές αυξήσεις είναι ανεξάρτητες
εκθετικές τυχαίες �εταβλητές. Οι διαδικασίες αυτές είναι ένα καλό �οντέλο για διακριτές αφίξεις τυχαίων
συ�βάντων σε συνεχή χρόνο, όπως π.χ. οι κλήσεις που δέχεται το τηλεφωνικό κέντρο του ΕΚΑΒ, οι
διασπάσεις των πυρήνων ενός ραδιενεργού υλικού, οι αφίξεις φωτονίων σε �ια φωτοδίοδο, τα αιτή�ατα που
δέχεται ένας εξυπηρετητής και πολλά άλλα. Υπάρχουν πολλά καλά βιβλία στα οποία �πορεί να βρει κανείς
�ια εισαγωγή στις διαδικασίες Poisson, �ερικά απ΄ αυτά είναι το [1]και το [7]

8.2 Ορισ�ός και ιδιότητες

Συνήθως σ΄ αυτό το βιβλίο περιγράφου�ε εξαρχής �ια στοχαστική διαδικασία �έσω των κατανο�ών πεπε-
ρασ�ένης διάστασης. Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα κάνου�ε �ια εξαίρεση. Θα δώσου�ε πρώτα έναν κατασκευα-
στικό, διαισθητικό ορισ�ό για τις διαδικασίες Poisson και στη συνέχεια θα υπολογίσου�ε τις κατανο�ές
πεπερασ�ένης διάστασης.

Φανταστείτε ότι επαναλα�βάνετε ανεξάρτητες δοκι�ές Bernoulli �ε πιθανότητα επιτυχίας p και ση�ειώνετε
τις επιτυχείς δοκι�ές. Ανά�εσά τους �εσολαβεί ένας τυχαίος αριθ�ός προσπαθειών, που ακολουθεί γεω-
�ετρική κατανο�ή �ε παρά�ετρο p. Αν σε �ια �ονάδα φυσικού χρόνου προλαβαίνετε να κάνετε ν δοκι�ές,
τότε ο ρυθ�ός �ε τον οποίο έρχονται επιτυχίες είναι νp. Ας κάνου�ε ξανά το πείρα�α, αυτή τη φορά
ό�ως ας κάνου�ε τις δοκι�ές �ε διπλάσια ταχύτητα αλλά �ε τη �ισή πιθανότητα επιτυχίας. Αυτή τη φορά
οι προσπάθειες που �εσολαβούν ανά�εσα σε διαδοχικές επιτυχίες είναι στατιστικά περισσότερες, αφού
ακολουθούν γεω�ετρική κατανο�ή �ε παρά�ετρο p/2. Επειδή ό�ως στη �ονάδα του χρόνου κάνου�ε δι-
πλάσιες προσπάθειες, ο ρυθ�ός �ε τον οποίο ση�ειώνονται επιτυχίες στον πραγ�ατικό χρόνο θα παρα�είνει
νp. Μπορού�ε να συνεχίσου�ε να πολλαπλασιάζου�ε την ταχύτητα �ε την οποία εκτελού�ε τις δοκι�ές
και να �ειώνου�ε αντίστοιχα την πιθανότητα επιτυχίας �ας. Αν κάνου�ε Nν δοκι�ές ανά �ονάδα χρόνου
�ε πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε δοκι�ή p/N , τότε καθώς το N �εγαλώνει, θα �εσολαβούν όλο και περισ-
σότερες προσπάθειες ανά�εσα σε διαδοχικές επιτυχίες. Επειδή ό�ως και το πλήθος των προσπάθειων που
προλαβαίνου�ε να κάνου�ε ανά �ονάδα χρόνου �εγαλώνει ανάλογα, ο ρυθ�ός �ε τον οποίον ση�ειώνονται
επιτυχίες σε πραγ�ατικό χρόνο δεν θα αλλάξει. Στο όριο καθώς το N → ∞, ο πραγ�ατικός χρόνος
ανά�εσα �ε διαδοχικές επιτυχίες ακολουθεί εκθετική κατανο�ή και η διαδικασία που �ετρά τις επιτυχίες
�ας στον πραγ�ατικό χρόνο είναι �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό νp.
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Ας θεωρήσου�ε έναν χώρο πιθανότητας Ω, στον οποίο είναι ορισ�ένη �ια ακολουθία {Ej}j∈N από ανεξάρ-
τητες, εκθετικές, τυχαίες �εταβλητές, �ε παρά�ετρο λ. Επο�ένως,

P
�
Ej > t

�
= e−λt, για κάθε t ≥ 0.

Μια καθοριστική ιδιότητα που έχουν οι εκθετικές τυχαίες �εταβλητές είναι η ιδιότητα της απώλειας �νή�ης
(memoryless property). Για κάθε s, t ≥ 0 : P

�
Ej > t+ s

�� Ej > t
�
= P

�
Ej > s

�
. Ορίζου�ε ακό�α

S0 = 0 και Sn = Sn−1 + En, για κάθε n ∈ N.

Οι �εταβλητές {Ej}j∈N �οντελοποιούν τον χρόνο ανά�εσα σε διαδοχικές αφίξεις, οπότε οι �εταβλητές
{Sj}j∈N είναι οι χρόνοι στους οποίους αυτές οι αφίξεις συ�βαίνουν. Η διαδικασία Poisson {Nt}t≥0 �ε
ρυθ�ό λ �ετρά πόσες τέτοιες αφίξεις έχουν συ�βεί �έχρι την εκάστοτε χρονική στιγ�ή, δηλαδή

Nt(ω) = sup{k ∈ N0 : Sk(ω) ≤ t}, t ≥ 0,ω ∈ Ω. (8.1)

Θεώρη�α 31 Η διαδικασία Poisson της (8.1) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες.

1. Οι τροχιές της είναι αύξουσες, δηλαδή 0 ≤ t1 ≤ t2 ⇒ Nt1(ω) ≤ Nt2(ω).

2. P
�
Nt ∈ X = N0, για κάθε t ≥ 0

�
= 1.

3. Οι τροχιές της είναι δεξιά συνεχείς.

4. Για κάθε m ∈ N η διαδικασία {Ñt}t≥0 �ε Ñt = NSm+t −m είναι κι αυτή �ια διαδικασία Poisson �ε
ρυθ�ό λ και είναι ανεξάρτητη από τις E1, . . . , Em.

Απόδειξη: Από τον ορισ�ό της διαδικασίας Poisson είναι προφανές ότι οι τροχιές της είναι αύξουσες, αφού,
αν 0 ≤ t1 ≤ t2, τότε

{k ∈ N0 : Sk(ω) ≤ t1} ⊂ {k ∈ N0 : Sk(ω) ≤ t2}.

Για την (2) αρκεί να δείξου�ε ότι

P
�
Nt < +∞, για κάθε t ≥ 0

�
= 1. (8.2)

Από τη �ονοτονία της διαδικασίας αρκεί να δείξου�ε ότι

1 = P
�
Nn < +∞, για κάθε n ∈ N

�
= P

� �

n∈N
{Nn < +∞}

�
= lim

n→∞
P
�
Nn < +∞

�

Αν ω ∈ {Sk → ∞}, υπάρχει ένα k0(ω, n) τέτοιο ώστε Sk(ω) > n για όλα τα k > k0(ω, n). Επο�ένως,
Nn(ω) ≤ k0(ω, n) και ειδικότερα Nn(ω) < +∞. Από τον νό�ο των �εγάλων αριθ�ών έχου�ε ό�ως ότι
P
�
Sk → ∞

�
= 1, επο�ένως P

�
Nn < +∞

�
= 1, απ΄ όπου προκύπτει όπως είδα�ε η (8.2).

Για την (3) προσέξτε ότι, αν για κάποια ω ∈ Ω, t ≥ 0 είχα�ε ότι Nt+(ω) ≥ Nt(ω) + 1, τότε θα έπρεπε να
υπάρχει κάποιο k ∈ N0 τέτοιο ώστε

Nt = k και N
t+ 1

n
≥ k + 1, για κάθε n ∈ N.

΄Ο�ως Nt = k ⇒ Sk+1 > t, ενώ N
t+ 1

n
≥ k + 1 για κάθε n ∈ N ⇒ Sk+1 ≤ t + 1

n
για κάθε n ∈ N. Θα

έπρεπε επο�ένως

Sk+1 ∈
�

n∈N

�
t, t+

1

n

�
= ∅.
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Θα δείξου�ε τέλος την (4), η οποία συνεπάγεται ότι �ια διαδικασία Poisson ξαναγεννιέται �ετά από κάθε
άλ�α της και το �έλλον της είναι ανεξάρτητο του παρελθόντος της. Η ιδέα είναι ότι �ετά το m-οστό άλ�α
της, η διαδικασία �ετρά τις αφίξεις που υπαγορεύονται από τις Em+1, Em+2, . . . . Συγκεκρι�ένα έχου�ε ότι

NSm+t = max{k ∈ N : Sk ≤ Sm + t} = max{k ∈ N :
k�

j=m+1

Ej ≤ t}

= max{k ∈ N :
k−m�

j=1

Ej+m ≤ t} = m+max{r ∈ N :
r�

j=1

Ej+m ≤ t}.

Επο�ένως,

Ñt = max{r ∈ N :
r�

j=1

Ej+m ≤ t}.

΄Ο�ως οι Em+1, Em+2, . . . είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες, εκθετικές, τυχαίες �εταβλητές �ε παρά�ετρο λ
και είναι ανεξάρτητες από τις E1, . . . , Em, οπότε το ζητού�ενο προκύπτει από τον ορισ�ό της διαδικασίας
Poisson. ✷

Θα υπολογίσου�ε τώρα τις κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης της {Nt}t≥0. Θα ξεκινήσου�ε από τις
�ονοδιάστατες κατανο�ές.

Λή��α 10 Για κάθε t ≥ 0 η τυχαία �εταβλητή Nt ακολουθεί κατανο�ή Poisson �ε ρυθ�ό λt.

Απόδειξη: Για k = 0 έχου�ε P
�
Nt = 0

�
= P

�
E1 > t

�
= e−λt. Για k ∈ N έχου�ε

P
�
Nt = k

�
= P

�
Sk ≤ t, Sk+1 > t

�
= P

�
Sk ≤ t

�
− P

�
Sk ≤ t, Sk+1 ≤ t

�
= P

�
Sk ≤ t

�
− P

�
Sk+1 ≤ t

�
.
(8.3)

Εφόσον ό�ως οι {Ej}j∈N είναι ανεξάρτητες, �ε Ej ∼ exp(λ) = G(λ, 1), έχου�ε ότι

Sk =
k�

j=1

Ej ∼ G(λ, k)

και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητά της είναι η

fk(x) =

�
λ
k

(k−1)!x
k−1e−λx, αν x ≥ 0

0, αν x < 0.

Επο�ένως, η (8.3) γίνεται

P
�
Nt = k

�
=

�
t

0

λk

(k − 1)!
xk−1e−λx dx−

�
t

0

λk+1

k!
xke−λx dx =

�
λk

k!
xke−λx

�t

0

= e−λt
(λt)k

k!
.

Συ�περαίνου�ε λοιπόν ότι Nt ∼ Po(λt). ✷

Θεώρη�α 32 (�αρκοβιανή ιδιότητα) ΄Εστω {Nt}t≥0 �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ. Για κάθε s ≥ 0
η διαδικασία {Ñt}t≥0 �ε τύπο Ñt = Ns+t −Ns είναι ο�οίως �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ και είναι
ανεξάρτητη από τις {Nr}0≤r≤s.
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Απόδειξη: Αρκεί να δείξου�ε ότι δεδο�ένου ότι Ns = m, η {Ñt}t≥0 είναι διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ
και ανεξάρτητη από τις E1, . . . , Em, αφού σε αυτό το ενδεχό�ενο

Nr =
m�

k=1

{Ek ≤ r}, για κάθε r ≤ s.

Οι χρόνοι ανά�εσα στα άλ�ατα της {Ñt}t≥0 είναι

Ẽ1 = Em+1 − (s− Sm), Ẽ2 = Em+2, . . . , Ẽk = Em+k, . . .

Το ενδεχό�ενο ως προς το οποίο δεσ�εύου�ε {Ns = m} = {Sm ≤ s, Sm+1 > s} εξαρτάται �όνο από
τις E1, . . . , Em+1. Επο�ένως, �ε δεδο�ένο το {Ns = m}, οι Ẽ2, Ẽ3, . . . συνεχίζουν να είναι ανεξάρτητες,
ισόνο�ες, εκθετικές τυχαίες �εταβλητές, �ε παρά�ετρο λ και είναι ανεξάρτητες από την Ẽ1 που εξαρτάται
�όνο από τις E1, . . . , Em+1. Μένει να δείξου�ε ότι η δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της Ẽ1, δεδο�ένου του
{Ns = m}, είναι εκθετική �ε παρά�ετρο λ, δηλαδή

P
�
Ẽ1 > t

��Ns = m
�
= e−λt, για κάθε t ≥ 0.

΄Εχου�ε τώρα για κάθε t ≥ 0

P
�
Ẽ1 > t

��Ns = m
�
= P

�
Em+1 + Sm > t+ s

��Sm ≤ s, Sm + Em+1 > s
�

=

�
s

0 fm(x)P
�
Em+1 > t+ s− x

��Em+1 > s− x
�
P
�
Em+1 > s− x

�
dx�

s

0 fm(x)P
�
Em+1 > s− x

�
dx

= e−λt,

από την ιδιότητα απώλειας �νή�ης της εκθετικής κατανο�ής. ✷

Παρατήρηση: Το προηγού�ενο θεώρη�α εξασφαλίζει ότι η διαδικασία Poisson έχει ανεξάρτητες και
χρονικά ο�οιογενείς προσαυξήσεις. Συγκεκρι�ένα, για κάθε s ≥ 0 η προσαύξηση Nt−Ns είναι ανεξάρτητη
από τις προηγού�ενες τι�ές της διαδικασίας και ακολουθεί την ίδια κατανο�ή όπως ηNt−s, δηλαδή Po

�
λ(t−

s)
�
. Θα δού�ε τώρα πώς αυτή η πληροφορία καθορίζει τις κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης της {Nt}t≥0.

΄Εστω t0 = 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn. Για οποιουσδήποτε ακέραιους k0 = 0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn έχου�ε

P
�
Nt1 = k1, Nt2 = k2, . . . , Ntn = kn

�

= P
�
Nt1 = k1

�
P
�
Nt2 = k2 |Nt1 = k1

�
· · ·P

�
Ntn = kn |Nt1 = k1, . . . , Ntn−1 = kn−1

�

= P
�
Nt1 = k1

�
P
�
Nt2 −Nt1 = k2 − k1

�
· · ·P

�
Ntn −Ntn−1 = kn − kn−1

�

= P
�
Nt1 = k1

�
P
�
Nt2−t1 = k2 − k1

�
· · ·P

�
Ntn−tn−1 = kn − kn−1

�

= e−λtn
(λtn)kn

kn!

�
kn

k1, k2 − k1, . . . , kn − kn−1

� n−1�

i=0

�
ti+1 − ti

tn

�ki+1−ki

.

Μπορεί κανείς να παρατηρήσει, διαιρώντας τα δύο �έλη �ε την P
�
Ntn = kn

�
= e−λtn (λtn)kn

kn!
, ότι, δεδο�ένου

του πλήθους των αφίξεων kn στο διάστη�α (0, tn], οι αφίξεις που ση�ειώθηκαν στα διαστή�ατα

I1 = (0, t1], I2 = (t1, t2], I3 = (t2, t3], . . . , In = (tn−1, tn]

ακολουθούν πολυωνυ�ική κατανο�ή �ε πιθανότητα επιτυχίας για κάθε διάστη�α pk = tk−tk−1

tn
, ίση δηλαδή

�ε το κλάσ�α του �ήκους του διαστή�ατος Ik στο συνολικό �ήκος tn. Με διαφορετικά λόγια, δεδο�ένου ότι
�έχρι τη χρονική στιγ�ή tn είχα�ε kn αφίξεις, η κατανο�ή αυτών των αφίξεων στα διαστή�ατα I1, I2, . . . , In
είναι ίδια όπως αν τοποθετούσα�ε τις kn αφίξεις ανεξάρτητα και ο�οιό�ορφα στο διάστη�α (0, tn]. Αυτό
ακριβώς είναι το περιεχό�ενο του επό�ενου θεωρή�ατος.
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Θεώρη�α 33 ΄Εστω {Nt}t≥0 �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων λ. �εδο�ένου ότι Nt = n,
οι χρόνοι S1, S2, . . . , Sn, στους οποίους η διαδικασία Poisson αλλάζει κατάσταση, ακολουθούν την ίδια
κατανο�ή όπως �ια διατεταγ�ένη n-άδα ση�είων, ο�οιό�ορφα επιλεγ�ένων στο (0, tn]. Συγκεκρι�ένα,
έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από την

g(s1, s2, . . . , sn) = n! t−n {0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ t}. (8.4)

Απόδειξη: Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των E = (E1, E2, . . . , En, En + 1) είναι η

f(t1, t2, . . . , tn, tn+1) = λn+1e−λt1+···+λtn+1 {t1, · · · , tn+1 ≥ 0}.
Ο γρα��ικός �ετασχη�ατισ�ός Φ, για τον οποίο έχου�ε S = Φ(E), όπου S = (S1, S2, . . . , Sn, Sn+1), έχει
ορίζουσα 1. Επο�ένως, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των(S1, S2, . . . , Sn, Sn+1) είναι

f(s1, s2 − s1, . . . , sn+1 − sn) = λn+1e−λsn+1 {0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn+1}.
΄Εχου�ε τώρα ότι για A ⊂ Rn

P
�
(S1, . . . , Sn) ∈ A,Nt = n

�
= P

�
(S1, . . . , Sn) ∈ A,Sn ≤ t, Sn+1 > t

�

= λn+1
�

A

� ∞

t

e−λsn+1 {0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ t}dsn+1ds1 · · · dsn

= λne−λt

�

A

{0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ t}ds1 · · · dsn.

Από το Λή��α 8.3 έχου�ε ό�ως ότι P
�
Nt = n

�
= e−λt (λt)n

n! . Επο�ένως, η δεσ�ευ�ένη συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας των S1, . . . , Sn, δεδο�ένου ότι Nt = n, είναι η g της (8.4). Αυτή ό�ως είναι η
πυκνότητα της �ιας διατεταγ�ένης κατά �έγεθος n-άδας ανεξάρτητων, ισόνο�ων τυχαίων �εταβλητών, �ε
ο�οιό�ορφη κατανο�ή στο [0, t]. ✷

Προσέξτε ότι το αποτέλεσ�α είναι ανεξάρτητο από τον ρυθ�ό των αφίξεων της διαδικασίας. Ο ρυθ�ός
επηρεάζει οπωσδήποτε το πλήθος των αφίξεων �έχρι τη στιγ�ή t. Με δεδο�ένο ό�ως το πλήθος των
αφίξεων, ο ρυθ�ός δεν έχει κα�ία άλλη πληροφορία για το πώς κατανέ�ονται αυτές οι αφίξεις στο διάστη�α
(0, t]. ΄Οπως είδα�ε, αρκεί να τις τοποθετήσου�ε τυχαία (ανεξάρτητα και ο�οιό�ορφα) σ΄ αυτό το διάστη�α.

Σύ�φωνα �ε το προηγού�ενο Θεώρη�α, θα �πορούσα�ε να προσο�οιώσου�ε ένα �ονοπάτι �ιας διαδικασίας
Poisson �ε ρυθ�ό λ στο χρονικό διάστη�α [0, t] ως εξής. Αρχικά επιλέγου�ε το πλήθος των αφίξεων που
θα έχου�ε συνολικά σ΄ αυτό το διάστη�α από την κατανο�ή Poisson �ε ρυθ�ό λ. ΄Εχοντας επιλέξει το
πλήθος των αφίξεων n, επιλέγου�ε ο�οιό�ορφα και ανεξάρτητα n ση�εία στο [0, t]. Αυτά είναι και τα
ση�εία που θα κάνει άλ�α κατά 1 το �ονοπάτι.

Παράδειγ�α 50 Τα τηλεφωνή�ατα που δέχεται το ΕΚΑΒ �εταξύ 6 το πρωί και 12 το �εση�έρι είναι
�ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό 10/ώρα. Αν από τις 6 �έχρι τις 9 έγιναν δέκα τηλεφωνή�ατα, ποια είναι
η πιθανότητα να έγινε ένα ακριβώς την πρώτη ώρα;

Αν {Nt}t≥0 είναι η διαδικασία που �ετρά τα τηλεφωνή�ατα �ετά τις 6, ψάχνου�ε για την

P
�
Ns = 1

��Nt = 10
�
,

όπου s =1 ώρα και t = 3 ώρες. Μπορού�ε να λύσου�ε το πρόβλη�α �ε δύο τρόπους. Εκ�εταλλευό�ενοι
τις ανεξάρτητες προσαυξήσεις της διαδικασίας έχου�ε

P
�
Ns = 1

��Nt = 10
�
=

P
�
Ns = 1, Nt = 10

�

P
�
Nt = 10

� =
P
�
Ns = 1, Nt −Ns = 9

�

P
�
Nt = 10

�

=
e−λs (λs)1

1! e−λ(t−s)

�
λ(t−s)

�9
9!

e−λt (λt)
10

10!

= 10× 29 × 3−10.
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Στο ίδιο αποτέλεσ�α θα �πορούσα�ε να φτάσου�ε και χρησι�οποιώντας το Θεώρη�α 33. �εδο�ένου ότι
έχου�ε 10 τηλεφωνή�ατα, αυτά κατανέ�ονται ανεξάρτητα και ο�οιό�ορφα στο διάστη�α (0, t]. ΄Εχου�ε
λοιπόν 10 ανεξάρτητες δοκι�ές Bernoulli �ε πιθανότητα επιτυχίας (να συ�βούν κατά την πρώτη ώρα) ίση
�ε s/t = 1/3. Το πλήθος των επιτυχιών σ΄ αυτές τις δοκι�ές ακολουθεί διωνυ�ική κατανο�ή bin(10,1/3),
επο�ένως

P
�
Ns = 1

��Nt = 10
�
=

�
10

1

��1
3

�1�2
3

�9
.

Σκεφτείτε τώρα την πολυπλοκότητα των δύο �εθόδων, αν θέλα�ε να βρού�ε την πιθανότητα να έχου�ε
ακριβώς �ία άφιξη από τις δέκα, στα πρώτα είκοσι δεπτερόλεπτα κάθε λεπτού. Ο πρώτος τρόπος �άλλον
δεν είναι ελκυστικός, ο δεύτερος τρόπος ό�ως �ας δίνει εύκολα ότι η απάντηση παρα�ένει ίδια!

8.3 Εκλέπτυνση και πρόσθεση

Σ΄ αυτήν την παράγραφο θα δού�ε δύο χρήσι�ους χειρισ�ούς, στους οποίους �πορού�ε να υποβάλλου�ε
διαδικασίες Poisson και το αποτέλεσ�α είναι πάλι �ια διαδικασία Poisson, την εκλέπτυνση (thinning) και
την πρόσθεση ανεξάρτητων διαδικασιών.

Φανταστείτε ότι σ΄ έναν ανιχνευτή προσπίπτουν σω�ατίδια σύ�φωνα �ε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό
λ. Ο ανιχνευτής ό�ως δεν �πορεί να ανιχνεύσει όλα τα σω�ατίδια. Συγκεκρι�ένα, κάθε σω�ατίδιο που
φτάνει έχει πιθανότητα p να ανιχνευτεί, ανεξάρτητα από τη διαδικασία άφιξης και από τα άλλα σω�ατίδια.
Το ακόλουθο Θεώρη�α εγγυάται ότι η διαδικασία που �ετρά τα ανιχνευ�ένα σω�ατίδια είναι επίσης �ια
διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λp.

Θεώρη�α 34 ΄Εστω {Nt}t≥0 �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ και {Xi}i∈N �ια ακολουθία από ανε-
ξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή Bernoulli(p), που είναι ανεξάρτητες από τη διαδικασία
αφίξεων {Nt}t≥0. Τότε οι διαδικασίες {N+

t
}t≥0 και {N−

t
}t≥0 �ε

N+
t

=
Nt�

i=1

Xi και N−
t

=
Nt�

i=1

(1−Xi),

είναι δύο ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς λp και λ(1− p) αντίστοιχα.

Απόδειξη: Αν M1,M2, . . . , είναι η ακολουθία των επιτυχη�ένων προσπαθειών, δηλαδή

M1 = inf{k ≥ 1 : Xk = 1}, Mn+1 = inf{k > Mn : Xk = 1}, n ∈ N,

τότε οι M1,M2 − M1,M3 − M2, . . . είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, που ακολουθούν
γεω�ετρική κατανο�ή �ε παρά�ετρο p. Αν {Ek}k∈N είναι η ακολουθία των χρόνων που �εσολαβούν
ανά�εσα στα διαδοχικά άλ�ατα της διαδικασίας {Nt}t≥0, τότε οι χρόνοι ανά�εσα στα άλ�ατα της {N+

t
}t≥0

είναι η ακολουθία {E+
k
}k∈N �ε

E+
1 =

M1�

k=1

Ek, και E+
n+1 =

Mn+1�

k=Mn+1

Ek.

Εφόσον η {Mn}n∈N εξαρτάται �όνο από την {Xi}i∈N και η {Ek}k∈N �όνο από τη διαδικασία αφίξεων, οι
ακολουθίες αυτές είναι ανεξάρητες. Επιπλέον, η ανεξαρτησία και ισονο�ία των M1,M2 − M1, . . . συνε-
πάγεται την ανεξαρτησία και ισονο�ία E+

1 , E
+
2 , . . . Προκει�ένου να βρού�ε την κατανο�ή τους, κάνου�ε
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τον εξής υπολογισ�ό

P
�
E+

1 > t
�
= P

� M1�

k=1

Ek > t
�
=

∞�

n=1

P
� M1�

k=1

Ek > t, M1 = n
�

=
∞�

n=1

P
� n�

k=1

Ek > t, M1 = n
�
=

∞�

n=1

P
� n�

k=1

Ek > t
�
P
�
M1 = n

�
. (8.5)

Ας θυ�ηθού�ε ό�ως ότι η τυχαία �εταβλητή
�

n

k=1Ek ακολουθεί κατανο�ή Γά��α, G(λ, n), επο�ένως

P
� n�

k=1

Ek > t
�
=

� ∞

t

λnxn−1

(n− 1)!
e−λx dx.

Αντίστοιχα, η τυχαία �εταβλητή M1 ακολουθεί γεω�ετρική κατανο�ή, οπότε

P
�
M1 = n

�
= (1− p)n−1p.

Αν αντικαταστήσου�ε τις δύο τελευταίες πιθανότητες στην 8.5 και χρησι�οποιήσου�ε το Θεώρη�α Fubini-
Tonelli για να εναλλάξου�ε τη σειρά της άθροισης και της ολοκλήρωσης, παίρνου�ε

P
�
E+

1 > t
�
=

∞�

n=1

� ∞

t

λnxn−1

(n− 1)!
e−λx dx (1− p)n−1p

= λp

� ∞

t

e−λx

� ∞�

n=1

�
λ(1− p)x

�n−1

(n− 1)!

�
dx

= λp

� ∞

t

e−λxeλ(1−p)x dx

= λp

� ∞

t

e−λpxdx = e−λpt.

Επο�ένως οι {E+
k
}k∈N είναι ανεξάρτητες, ισόνο�ες και ακολουθούν εκθετική κατανο�ή �ε παρά�ετρο λp,

άρα η διαδικασία {N+
t
}t≥0 είναι �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λp.

Παρατηρώντας ότι η {1 −Xi}i∈N είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές, �ε
κατανο�ή Bernoulli(1 − p), παίρνου�ε α�έσως ότι η διαδικασία {N−

t
}t≥0 είναι �ια διαδικασία Poisson �ε

ρυθ�ό λ(1− p).

Θα δείξου�ε τώρα ότι οι {N+
t
}t≥0 και {N−

t
}t≥0 είναι ανεξάρτητες. Θα ξεκινήσου�ε δείχνοντας ότι οι

τυχαίες �εταβλητές N+
t
και N−

t
είναι ανεξάρτητες για κάθε t ≥ 0.

P
�
N+

t
= m,N−

t
= n

�
= P

�
N+

t
= m,Nt = m+ n

�
= P

�
Nt = m+ n

�
P
�
N+

t
= m

��Nt = m+ n
�
(8.6)

Από το Λή��α 10 έχου�ε ότι

P
�
Nt = m+ n

�
= e−λt

(λt)m+n

(m+ n)!
.

Επιπλέον, �ε δεδο�ένο ότι Nt = m + n, η N+
t
είναι το πλήθος των επιτυχιών σε m + n ανεξάρτητες

δοκι�ές Bernoulli �ε πιθανότητα επιτυχίας p. ΄Αρα,

P
�
Nt = m+ n

�
P
�
N+

t
= m

��Nt = n+m
�
=

�
n+m

m

�
pm(1− p)n.
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Αν αντικαταστήσου�ε τις παραπάνω ισότητες στην (8.6), έχου�ε ότι

P
�
N+

t
= m,N−

t
= n

�
= e−λt

(λt)m+n

(m+ n)!

�
n+m

m

�
pm(1− p)n

= e−λpt
(λpt)m

m!
e−λ(1−p)t (λ(1− p)t)n

n!
. (8.7)

Επο�ένως οι τυχαίες �εταβλητές {N+
t
}t≥0 και {N−

t
}t≥0 είναι ανεξάρτητες. Για να δείξου�ε ότι οι διαδικα-

σίες {N+
t
}t≥0 και {N−

t
}t≥0 είναι ανεξάρτητες, χρειάζεται να δείξου�ε κάτι αντίστοιχο για τις από κοινού

κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης. Συγκεκρι�ένα, αν 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk και οι {mi}1≤i≤k και
{ni}1≤i≤k είναι αύξουσες ακολουθίες ακεραίων, θέλου�ε να δείξου�ε ότι

P
� k�

i=1

{N+
ti

= mi, N
−
ti

= ni}
�
= P

� k�

i=1

{N+
ti

= mi}
�
P
� k�

i=1

{N−
ti

= ni}
�
. (8.8)

Μπορού�ε να χρησι�οποιήσου�ε το γεγονός ότι οι διαδικασίες Poisson έχουν ανεξάρτητες και χρονικά
ο�οιογενείς προσαυξήσεις, ώστε να αναγάγου�ε αυτό το ερώτη�α στο ερώτη�α για τις �ονοδιάστατες
κατανο�ές της ανέλιξης που ήδη απαντήσα�ε. Πράγ�ατι, αν θέσου�ε t0 = m0 = n0 = 0, έχου�ε

P
� k�

i=1

{N+
ti

= mi, N−
ti

= ni}
�
= P

� k�

i=1

{N+
ti
−N+

ti−1
= mi −mi−1, N−

ti
−N−

ti−1
= ni − ni−1}

�

=
k�

i=1

P
�
N+

ti−ti−1
= mi −mi−1, N−

ti−ti−1
= ni − ni−1

�
.

Από την (8.7) έχου�ε τώρα ότι

P
� k�

i=1

{N+
ti

= mi, N−
ti

= ni}
�
=

k�

i=1

P
�
N+

ti−ti−1
= mi −mi−1

�
P
�
N−

ti−ti−1
= ni − ni−1

�

και αντιστρέφοντας τα βή�ατα του επιχειρή�ατος στο οποίο χρησι�οποιήσα�ε τις ανεξάρτητες, χρονικά
ο�οιογενείς προσαυξήσεις, φτάνου�ε στην (8.8). ✷

Παράδειγ�α 51 Οι άνθρωποι που προσέρχονται σε ένα αναψυκτήριο ένα καλοκαιρινό �εση�έρι φτάνουν
ως �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό 3/min. Καθένας από αυτούς επιλέγει είτε χυ�ό πορτοκάλι είτε χυ�ό
�ήλο �ε πιθανότητα 5/6 και 1/6 αντίστοιχα και ανεξάρτητα ο ένας από τον αλλον. Αν κάποια στιγ�ή
υπάρχουν αποθέ�ατα πορτοκαλιών για 240 χυ�ούς και �ήλων για 39 χυ�ούς, ποια είναι η πιθανότητα να
εξυπηρετηθούν όλοι οι άνθρωποι που θα φτάσουν �έσα στην επό�ενη �ιά�ιση ώρα;

Σύ�φωνα �ε το προηγού�ενο Θεώρη�α, οι παραγγελίες για χυ�ό πορτοκαλιού φτάνουν ως �ια διαδικασία
Poisson �ε ρυθ�ό 3/min×5/6=2,5/min. Επο�ένως, από το Θεώρη�α 10, οι παραγγελίες για χυ�ό πορ-
τοκαλιού την επό�ενη ώρα είναι �ια τυχαία �εταβλητή N , που ακολουθεί κατανο�ή Poisson �ε παρά�ετρο
2,5/min×90min=225. Αντίστοιχα, οι παραγγελίες για χυ�ό �ήλου φτάνουν ως �ια διαδικασία Poisson
�ε ρυθ�ό 3/min×1/6=1/2min. Επο�ένως, οι παραγγελίες για χυ�ό �ήλου την επό�ενη ώρα, είναι �ια
τυχαία �εταβλητή, M , που ακολουθεί κατανο�ή Poisson, �ε παρά�ετρο 1/2min×90min=45. Μάλιστα,
εφόσον οι δύο διαδικασίες είναι ανεξάρτητες, θα είναι ανεξάρτητες και οι τυχαίες �εταβλητές M και N .
Ε�είς θέλου�ε να υπολογίσου�ε την πιθανότητα

P
�
{N ≤ 240} ∩ {M ≤ 39}

�
= P

�
N ≤ 240

�
P
�
M ≤ 39

�
.
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Προκει�ένου να ολοκληρώσου�ε τον υπολογισ�ό, �πορού�ε να υπολογίσου�ε αυτές τις ποσότητες είτε
�ε τη βοήθεια κάποιου στατιστικού πακέτου, όπως η R, είτε να βρού�ε προσεγγιστικά την απάντηση �ε
τη βοήθεια του Κεντρικού Οριακού Θεωρή�ατος. Συγκεκρι�ένα, αν η τυχαία �εταβλητή X ακολουθεί
κατανο�ή Po(λ), τότε

P
�X − λ√

λ
≤ x

�
→ Φ(x), καθώς λ → ∞,

όπου η συνάρτηση Φ στο δεξί �έλος είναι η συνάρτηση κατανο�ής πιθανότητας της τυπικής κανονικής
κατανο�ής. Στην πράξη, η προσέγγιση είναι αρκετά καλή για λ ≥ 30, οπότε �πορού�ε να εκτι�ήσου�ε

P
�
N ≤ 240

�
= P

�N − 225√
225

≤ 240− 225√
225

�
� Φ(1) � 0, 8414.

Ο�οίως,

P
�
M ≤ 39

�
= P

�M − 45√
45

≤ 39− 45√
45

�
� Φ(− 2√

5
) = 0, 1856.

Επο�ένως η ζητού�ενη πιθανότητα είναι περίπου 0,1561. Η απάντηση που θα παίρνα�ε �ε τη βοήθεια του
υπολογιστή, χωρίς την προσέγγιση του Κεντρικού Οριακού Θεωρή�ατος, θα ήταν 0,1769. ✷

Ας δού�ε τώρα τι συ�βαίνει ότι προσθέτου�ε ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson. Την απάντηση δίνει το
επό�ενο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 35 Αν {Xt}t≥0 και {Yt}t≥0 είναι δύο ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς λ και µ
αντίστοιχα, τότε η διαδικασία {Nt}t≥0 �ε Nt = Xt + Yt, είναι �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ+ µ.

Απόδειξη: Η {Nt}t≥0 είναι �ια δεξιά συνεχής διαδικασία, �ε τι�ές στους ακεραίους και αύξουσες τροχιές.
Αυτές τις ιδιότητες τις κληρονο�εί από τις {Xt}t≥0 και {Yt}t≥0. Σύ�φωνα �ε την παρατήρηση �ετά το
Θεώρη�α 32, αρκεί να δείξου�ε ότι για κάθε s, t �ε 0 ≤ s ≤ t, η τυχαία �εταβλητή Nt−Ns είναι ανεξάρτητη
από τις {Nr}0≤r≤s και ακολουθεί κατανο�ή Po(

�
λ + µ)(t − s)

�
, αφού αυτή η πληροφορία καθορίζει τις

κατανο�ές πεπερασ�ένης διάστασης.

΄Εχου�ε ό�ως
Nt −Ns = (Xt −Xs) + (Yt − Ys).

Η Xt −Xs είναι ανεξάρτητη από τις {Xr}0≤r≤s, αφού η {Xt}t≥0 είναι διαδικασία Poisson. Επίσης είναι
ανεξάρτητη από τις {Yr}0≤r≤s, αφού οι διαδικασίες που προσθέτου�ε είναι ανεξάρτητες. Επο�ένως, η
Xt − Xs είναι ανεξάρτητη από τις {Nr}0≤r≤s. Με τον ίδιο τρόπο βλέπου�ε ότι και η Yt − Ys είναι
ανεξάρτητη από τις {Nr}0≤r≤s. Επο�ένως η {Nt}t≥0 έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

Σχετικά �ε την κατανο�ή της Nt − Ns, προσέξτε ότι η Xt − Xs ακολουθεί κατανο�ή Po
�
λ(t − s)

�
, η

Yt − Ys ακολουθεί κατανο�ή Po
�
µ(t − s)

�
, ενώ οι Xt −Xs και Yt − Ys είναι ανεξάρτητες. Συνεπώς, το

άθροισ�ά τους ακολουθεί κατανο�ή Poisson �ε ρυθ�ό το άθροισ�α των δύο ρυθ�ών, δηλαδή (λ+µ)(t−s).
✷

Παρατήρηση: Το παραπάνω Θεώρη�α γενικεύεται εύκολα �ε επαγωγή, σε αθροίσ�ατα n, ανεξάρτητων
διαδικασιών Poisson, οπότε και πάλι το άθροισ�ά τους είναι �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό το άθροισ�α
των επί �έρους ρυθ�ών.

Παρατήρηση: Με βάση τα Θεωρή�ατα 34 και 35, �πορού�ε να κατασκευάσου�ε δύο ανεξάρτητες
διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς λ και µ αντίστοιχα, κάνοντας εκλέπτυνση στην αθροιστική διαδικασία
Poisson. Συγκεκρι�ένα, �πορού�ε να προσο�οιώσου�ε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ + µ και στη
συνέχεια να αποδώσου�ε κάθε άφιξη είτε στην πρώτη διαδικασία �ε πιθανότητα λ

λ+µ
, είτε στη δεύτερη

διαδικασία �ε πιθανότητα µ

µ+ν
, ανεξάρτητα για κάθε άφιξη. Αυτή η παρατήρηση οδηγεί στο ακόλουθο

ά�εσο πόρισ�α.
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Πόρισ�α 12 Αν {Xt}t≥0 και {Yt}t≥0 είναι δύο ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς λ και µ
αντίστοιχα και Nt = Xt + Yt, τότε

P
�
Xt = k

��Nt = n
�
=

�
n

k

��
λ

λ+ µ

�k � µ

λ+ µ

�n−k

Επο�ένως, �ε δεδο�ένο τον συνολικό αριθ�ό αφίξεων n σε ένα διάστη�α, οι αφίξεις της διαδικασίας
{Xt}t≥0 ακολουθούν διωνυ�ική κατανο�ή bin(n, λ

λ+µ
).

Παράδειγ�α 52 ΄Ενα Τ�ή�α Επειγόντων Περιστατικών εφη�ερεύει �όνο για παθολογικά, χειρουργικά
και καρδιολογικά περιστατικά. Τα παθολογικά περιστατικά καταφτάνουν όπως �ια διαδικασία Poisson �ε
ρυθ�ό λ = 1/10min, τα χειρουργικά περιστατικά όπως �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό µ = 1/15min, ενώ
τα καρδιολογικά περιστατικά όπως �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό ν = 1/30min. Οι τρεις διαδικασίες
είναι ανεξάρτητες. Οι συνολικές αφίξεις στο Τ�ή�α Επειγόντων είναι επο�ένως �ια διαδικασία Poisson
�ε ρυθ�ό λ + µ + ν=12/ώρα. Θα υπολογίσου�ε τώρα την πιθανότητα το πρώτο περιστατικό να είναι
παθολογικό.

΄ΕστωX,Y, Z οι χρόνοι ανα�ονής �έχρι την άφιξη του πρώτου παθολογικού, χειρουργικού ή καρδιολογικού
περιστατικού, αντίστοιχα. Θέλου�ε να υπολογίσου�ε την πιθανότητα του ενδεχο�ένου {X ≤ Y } ∩ {X ≤
Z} = {X ≤ Y ∧Z}. Μπορού�ε να κάνου�ε τον υπολογισ�ό απ΄ ευθείας, χρησι�οποιώντας την από κοινού
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των X,Y, Z. Μπορού�ε ό�ως και να παρατηρήσου�ε ότι η Y ∧Z είναι
εκθετική �ε ρυθ�ό µ+ ν. Πράγ�ατι,

P
�
Y ∧ Z > t

�
= P

�
{Y > t} ∩ {Z > t}

�
= P

�
Y > t

�
P
�
Z > t

�
= e−µte−νt = e−(µ+ν)t.

Επίσης, εφόσον οι Y, Z είναι ανεξάρτητες από την X, οι Y ∧ Z και X θα είναι ανεξάρτητες. Επο�ένως,

P
�
X ≤ Y ∧ Z

�
=

� ∞

0
λe−λx

� ∞

x

(µ+ ν)e−(µ+ν)v dv dx = λ

� ∞

0
e−(λ+µ+ν)x dx =

λ

λ+ µ+ ν
=

1

2
.

Αντίστοιχα, η πιθανότητα το πρώτο περιστατικό να είναι χειρουργικό είναι µ

λ+µ+ν
= 1

3 και η πιθανότητα
το πρώτο περιστατικό να είναι καρδιολογικό είναι ν

λ+µ+ν
= 1

6 .

8.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 100 Σω�ατίδια προσπίπτουν σ΄ έναν ανιχνευτή σύ�φωνα �ε �ια διαδικασία Poisson. Αν στα
πρώτα δύο λεπτά λειτουργίας του ανιχνευτή προσέπεσαν 14 σω�ατίδια, ποια είναι η πιθανότητα τα 5 από
αυτά να προσέπεσαν κατά το πρώτο λεπτό;

΄Ασκηση 101 Σε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων µ, αν SN είναι ο χρόνος της N -οστής άφιξης,
υπολογίστε τα όρια

P
�
lim
N

SN

N
=

1

µ

�
και lim

N

P
�
SN ≤ N

µ

�
.

΄Ασκηση 102 Σε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων λ, βρείτε την κατανο�ή που ακολουθεί το
πλήθος των αφίξεων στο διάστη�α (0, s] δεδο�ένου ότι έχου�ε N αφίξεις στο διάστη�α (0, t] �ε t ≥ s.

΄Ασκηση 103 Οι αφίξεις φοιτητών στη βιβλιοθήκη του ΕΜΠ �εταξύ 8π� και 2�� είναι �ια διαδικασία
Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων 1/5min. Οι αφίξεις καθηγητών την ίδια περίοδο είναι �ια �ια διαδικασία Poisson
�ε ρυθ�ό αφίξεων 1/30min. Αν στο διάστη�α 11π� και 12� �πήκαν στη βιβλιοθήκη 10 άτο�α, ποια είναι η
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πιθανότητα να �πήκαν το πολύ δύο καθηγητές; Η πιθανότητα να δανειστεί βιβλίο κάποιος καθηγητής που
επισκέπτεται τη βιβλιοθήκη είναι 4/5 ενώ η πιθανότητα να δανειστεί βιβλίο ένας φοιτητής που επισκέπτεται
τη βιβλιοθήκη είναι 1/6. Υποθέστε ότι δεν �εσολαβεί χρόνος ανά�εσα στην άφιξη ενός ατό�ου που θέλει
να δανειστεί βιβλίο και στον δανεισ�ό του βιβλίου. Πώς θα περιγράφατε τη διαδικασία που �ετράει τους
δανεισ�ούς βιβλίων κατά την παραπάνω περίοδο; Ποια είναι η πιθανότητα το πρώτο βιβλίο της η�έρας να
το δανειστεί ένας φοιτητής;

΄Ασκηση 104 Σ΄ ένα δισκάδικο εξυπηρετούν δύο υπάλληλοι. Ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός πελάτη
ακολουθεί εκθετική κατανο�ή �ε ρυθ�ό 1/2min. Μπαίνετε στο δισκάδικο και παρατηρείτε ότι και οι δύο
υπάλληλοι εξυπηρετούν, ενώ υπάρχει ακό�α ένας πελάτης πριν από σας που περι�ένει να εξυπηρετηθεί.
Ποια είναι η κατανο�ή του χρόνου που θα σας πάρει �έχρι να εξυπηρετηθείτε; Ποια είναι η πιθανότητα να
τελειώσετε πριν από τον πελάτη που περι�ένει; Ποια είναι η πιθανότητα να τελειώσετε πριν από κάποιον
πελάτη που εξυπηρετείτο όταν �πήκατε;

΄Ασκηση 105 Στις ανα�ετρήσεις των ποδοσφαιρικών ο�άδων Α και Β τα τέρ�ατα της ο�άδας Α ση-
�ειώνονται σύ�φωνα �ε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων 1/45min, ενώ εκείνα της ο�άδας Β
σύ�φωνα �ε �ια ανεξάρτητη από την προηγού�ενη διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων 1/60min. Ποια
είναι η πιθανότητα στο η�ίχρονο να προηγείται η ο�άδα Β �ε 0-1 αλλά στο τέλος να κερδίσει η ο�άδα Α
�ε 3-1; Ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει η ο�άδα Α �ε 2-1, δεδο�ένου ότι το σκορ η�ιχρόνου είναι 0-1;

΄Ασκηση 106 Σω�ατίδια τύπου Α και τύπου Β φτάνουν σ΄ έναν ανιχνευτή σύ�φωνα �ε δύο ανεξάρτητες
διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς αφίξεων λ και µ αντίστοιχα. Ποια κατανο�ή ακολουθεί το πλήθος των
σω�ατιδίων τύπου Α που έχουν ανιχνευτεί �έχρι την ανίχνευση του πρώτου σω�ατιδίου τύπου Β; Ποια
κατανο�ή ακολουθεί το πλήθος των σω�ατιδίων τύπου Α που έχουν ανιχνευτεί �έχρι την ανίχνευση του
τρίτου σω�ατιδίου τύπου Β;

΄Ασκηση 107 Σε �ια πειρα�ατική διάταξη �ια δέσ�η laser περνά από ένα διαχωριστή που τη χωρίζει
σε δύο δέσ�ες Α,Β. Η προσπίπτουσα δέσ�η αποτελείται από φωτόνια που φτάνουν στον διαχωριστή ως
�ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό λ. Κάθε φωτόνιο, κατευθύνεται είτε στη δέσ�η Α είτε στη δέσ�η Β
�ε πιθανότητα 1/2, ανεξάρτητα για κάθε φωτόνιο. Οι δύο δέσ�ες Α, Β κατευθύνονται στη συνέχεια σε
δύο φωτοδιόδους. Για κάθε φωτόνιο που προσπίπτει στη φωτοδίοδο απελευθερώνεται ένα ηλεκτρόνιο. Τα
ηλεκτρόνια που απελευθερώνονται δη�ιουργούν τα ρεύ�ατα I1 και I2 αντίστοιχα. Στη συνέχεια τα δύο αυτά
ρεύ�ατα αφαιρούνται, οπότε προκύπτει ένα ηλεκτρικό ρεύ�α I = I1 − I2, που οδηγείται σε �ια συσκευή
�έτρησης. Ποια είναι η �έση τι�ή και ποια είναι η διασπορά του αριθ�ού των ηλεκτρονίων που φτάνει στη
συσκευή �έτρησης σε χρόνο ∆t;

΄Ασκηση 108 Αρσενικά και θηλυκά �παρ�πούνια πέφτουν στα δίχτυα ενός ψαρά σύ�φωνα �ε δύο ανε-
ξάρτητες διαδικασίες Poisson �ε ρυθ�ούς α = 1/20min και θ = 1/30min αντίστοιχα.

α) Αν ο ψαράς αφήσει τα δίχτυα για 2 ώρες ποια είναι η κατανο�ή του πλήθους των �παρ�πουνιών που θα
πιάσει;
β) Αν σε 2 ώρες έπιασε 10 �παρ�πούνια ποια είναι η πιθανότητα να �ην έπιασε κανένα στο διάστη�α 30min
έως 90min;
γ) Αν σε 2 ώρες έπιασε 10 �παρ�πούνια ποια είναι η πιθανότητα να �ην έπιασε κανένα θηλυκό �εταξύ
30min και 90min;
δ) Αν T είναι η πρώτη χρονική στιγ�ή (από την ώρα που έριξε τα δίχτυα) που έχουν πιαστεί τουλάχιστον
2 αρσενικά και τουλάχιστον 2 θηλυκά �παρ�πούνια, ποια κατανο�ή ακολουθεί η τυχαία �εταβλητή T ;
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΄Ασκηση 109 Σε �ια διαδικασία Poisson �ε ρυθ�ό αφίξεων λ, ποια είναι η κατανο�ή του διαστή�ατος
ανά�εσα σε διαδοχικές αφίξεις που περιέχει το t > 0; Γιατί η κατανο�ή �ΕΝ είναι εκθετική �ε ρυθ�ό λ;
Ποιο είναι το όριο αυτής της κατανο�ής όταν t → ∞;
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ακριβής ισορροπία detailed balance
αναλλοίωτη κατανο�ή invariant distribution

απεριοδική aperiodic
γεννήτορας generator

γνησίως επαναληπτική positive recurrent
δειγ�ατοληψία κατά ση�αντικότητα importance sampling

δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή conditional expectation
δυνα�ικό potential

εκλέπτυνση thinning
επαναληπτική recurrent

εργοδικό θεώρη�α ergodic theorem
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�αρκοβιανή αλυσίδα Markov chain
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πίνακας πιθανοτήτων �ετάβασης transition matrix
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προσο�οιω�ένη ανόπτηση simulated annealing
στοχαστική διαδικασία stochastic process
συνάρτηση επι�ερισ�ού partition function

σύζευξη coupling
τυχαίος περίπατος random walk

χρονικά αντιστρέψι�η διαδικασία time reversible process
χρόνος διακοπής stopping time

χρόνος πρώτης άφιξης hitting time
χωρητικότητα capacity

χώρος καταστάσεων state space
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