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1. EÐnai

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 · · · n− 1
1 0 1 · · · n− 2
2 1 0 · · · n− 3
· · · · · · · · · · · · · · ·
n− 1 n− 2 n− 3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1 · · · n− 1
1 −1 −1 · · · n− 2
1 1 −1 · · · n− 3

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1 · · · n− 1
0 −2 −2 · · · 2n− 3
0 0 −2 · · · 2n− 4

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (�nw trigwnik ) (−1)(−2)n−2(n− 1)

= (−1)n−12n−2(n− 1).

2. ∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b x
a x x b
b x x a
x b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ 2x a b x
a+ b+ 2x x x b
b+ 2x+ a x x a
2x+ b+ a b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ 2x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b x
0 x− a x− b b− x
0 x− a x− b a− x
0 b− a a− b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(a+ b+ 2x)

∣∣∣∣∣∣
x− a x− b b− x
x− a x− b a− x
b− a a− b 0

∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ 2x)(b− a)

∣∣∣∣∣∣
x− a x− b b− x
x− a x− b a− x
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ 2x)(b− a)

∣∣∣∣∣∣
0 0 b− a

x− a x− b a− x
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ 2x)(b− a)2
∣∣∣∣ x− a x− b

1 −1

∣∣∣∣ =
(a+ b+ 2x)(b− a)2(a+ b− 2x).

3. (i) EÐnai: |A∗A| = |A∗| |A| = |A⊤| |A| = |A| |A| = |A| |A| = |detA|2 ≥ 0.
(ii) O pÐnakac A èqei orÐzousa |A| = −2abc, kai eÐnai det(AA⊤) = D opìte, apì (i), èqoume:

D = det(AA⊤) = | − 2abc|2 = 4a2b2c2 ≥ 0

4.∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b c
a x b c
a b x c
a b c x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a+ b+ c a b c
x+ a+ b+ c x b c
x+ a+ b+ c b x c
x+ a+ b+ c b c x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b c
0 x− a 0 0
0 a− b x− b 0
0 b− a c− b c− x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(x+ a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣
x− a 0 0
a− b x− b 0
b− a c− b c− x

∣∣∣∣∣∣ = (x+ a+ b+ c)(x− a)(x− b)(c− x)

5. Prosjètoume ìlec tic st lec sthn 1h, bg�zoume ton koinì par�gonta kai me thn 1h gramm 
mhdenÐzoume ta upìloipa stoiqeÐa thc 1hc st lhc:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ k x · · · x
x x+ k · · · x
...

... · · ·
...

x x · · · x+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (k + nx)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x · · · x
0 k · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (k + nx)kn



6. AnaptÔssoume thn orÐzousa wc proc ta stoiqeÐa thc 1hc gramm c, opìte paÐrnoume:

Dn = (1 + x2)Dn−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x x · · · 0 0
0 1 + x2 · · · 0 0
...

... · · ·
...

...
0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + x2)Dn−1 − x2Dn−2(an�ptugma wc proc thn 1h sthlh)

EÐnai, gia x = 1: D5 = 2D4 −D3 kai D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5, D3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
1 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 4, opìte

D5 = 2 · 5− 4 = 6. 'Idia tim  brÐskoume kai x = −1.

7.

|xIn−C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 0 · · · 0
0 x −1 0 · · · 0
0 0 x −1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −1
a0 a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (pol/me thn 2h st lh epÐ x, thn 3h epÐ x2 k.o.k.

thn teleutaÐa st lh epÐ xn−1 kai tic prosjètoume sthn 1h st lh, opìte prokÔptei h orÐzousa)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 0 · · · 0
0 x −1 0 · · · 0
0 0 x −1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −1

p(x) a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ìpou p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 + xn.

AnaptÔssontac thn orÐzousa wc proc ta stoiqeÐa thc 1hc st lhc paÐrnoume:
|xIn − C| = (−1)n+1p(x)(−1)n−1 = p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 + xn.

8.

D =

∣∣∣∣ A X
Y ⊤ ξ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n x1
...

...
...

...
an1 · · · ann xn
y1 · · · yn ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
AnaptÔssontac thn teleutaÐa orÐzousa wc proc ta stoiqeÐa thc teleutaÐac gramm c, qrhsimo-
poi¸ntac ton tÔpo (6.7) tou biblÐou, (sel. 168), èqoume:

D = y1D1 + · · ·+ ynDn + ξdetA, (1)

ìpou Di = (−1)n+1+iD′
i to algebrikì sumpl rwma tou stoiqeÐou yi. An t¸ra anaptÔxoume



k�je mia apì tic orÐzousec D′
i wc proc ta stoiqeÐa thc teleutaÐac st lhc paÐrnoume:

y1D1 + · · ·+ ynDn = y1(−1)n+2(

n∑
i=1

xi(−1)n+2i+1Ai1) + y2(−1)n+3(

n∑
i=1

xi(−1)n+2i+2Ai2) + · · ·

+ yn(−1)2n+1(
n∑

i=1

xi(−1)n+2i+nAin)

= −y1(
n∑

i=1

xiAi1)− y2(
n∑

i=1

xiAi2)− · · · − yn(
n∑

i=1

xiAin) =

− [y1 · · · yn]


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
...

...
A1n A2n · · · Ann




x1
x2
...
xn

 = −Y ⊤(adjA)X. (2)

Apì (1),(2) prokÔptei to zhtoÔmeno.


