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Θ Ε Μ Α Τ Α

Θ 1. i. Δίνονται οι C1 τάξης συναρτήσεις g, F τέτοιες ώστε g(x, y, z) = F (u, v) με u = x + y − z,
v = x2 + y2. Αν είναι gz 6= 0 για κάθε (x, y, z) ∈ R3, να δείξετε ότι η εξίσωση g(x, y, z) = 0 ορίζει μια
συνάρτηση z = f(x, y) υπό πεπελεγμένη μορφή, για την οποία ισχύει: xfy − yfx = x− y.

ii. Δίνεται το διανυσματικό πεδίο F = (x2−3x+1, y, 2z−2xz). Να δείξετε ότι υπάρχουν διανυσματικά
πεδία G τέτοια ώστε F = rotG, και υπολογίστε ένα από αυτά. Κατόπιν να υπολογιστεί με τη χρήση
επικαμπυλίου ολοκληρώματος, η ροή του F για την επιφάνεια S : z = 1, x2 + y2 ≤ 1 (θετική όψη η
άνω).

Θ 2. α) ΄Ενας κυκλικός δίσκος βρίσκεται στο επίπεδο xOy και το κέντρο του συμπίπτει με την αρχή
των αξόνων. Η ακτίνα του είναι 2 και η συνάρτηση ειδικής πυκνότητας στο σημείο (x, y, 0) του δίσκου,
δίνεται από τον τύπο:

f(x, y) = 2x2+y2
.

Βρείτε τη μάζα του. (Η τρίτη διάσταση του δίσκου θεωρείται αμελητέα.)

β) Να μελετηθεί ως προς τα ακρότατα η συνάρτηση f(x, y) = x2 + 2xy + y3.

Θ 3. ΄Εστω το C1-τάξης διανυσματικό πεδίο F : R3 → R3 και η C1-τάξης βαθμωτή συνάρτηση
ϕ : R3 → R.
i) Να δειχτεί ότι div(ϕF) = F∇ϕ + ϕdiv(F).

ii) Αν F = ∇ϕ και το F είναι σωληνοειδές, να δειχτεί ότι
∫∫

S

ϕFds =
∫∫∫

G

(F · F)dxdydz,

όπου S μια κατά τμήματα λεία κλειστή επιφάνεια με θετική όψη την εξωτερική και G το χωρίο που έχει
σύνορο την επιφάνεια S.

iii) Αν F = (2x, y,−3z) δείξτε ότι υπάρχει βαθμωτή συνάρτηση ϕ, C2-τάξης, τέτοια ώστε F = ∇ϕ
και υπολογίστε το ολοκλήρωμα

∫ ∫
S

ϕFds, στην εξωτερική επιφάνεια του κύβου 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0 ≤ z ≤ 1.

Θ 4. α) Να υπολογιστεί, με τη βοήθεια επικαμπυλίου ολοκληρώματος, το εμβαδόν του χωρίου D
μεταξύ των ελλείψεων C1 : 25x2 + 16y2 = 400 και C2 : 4x2 + 9y2 = 36.

β) Για την επιφάνεια x + y2 + z3 = sin(xyz), να υπολογιστούν το κάθετο διάνυσμα και το εφαπτόμενο
επίπεδό της στο σημείο (−1, 1, 0).
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