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Συναρτήσεις Πολλών µεταβλητών - Ισοσταθµικές - ΄Ορια -
Συνέχεια

1. Να ϐρεθεί το πεδίο ορισµού κάθε µιας από τις παρακάτω συναρτήσεισ:

a) f1(x, y) = ln(y2 − 4x + 8), b) f2(x, y) =
√

sin(x2 + y2) c) f3(x, y) =

√
x2 + y2 + 2x

x2 + y2 − 2x

2. Να σχεδιάσετε τα χωρία του επιπέδου Oxy για τα οποία η συνάρτηση f(x, y) = y(x−1)(y−x)
είναι µη αρνητική. Στη συνέχεια να γράψετε τις ισοσταθµικές γραµµές f(x, y) = c στη µορφή
y = g(x, c) και να δείξετε ότι για c = 1/27 δεν υπάρχει τµήµα της ισοσταθµικής γραµµής στη
λωρίδα

L = {(x, y) ∈ R2 : −1

3
< x < 1}

εκτός από το µεµωνοµένο σηµείο (2
3
, 1

3
).

3. Να ϐρεθούν οι τιµές της συνάρτησης f(x, y) = 1 + x + y στα σηµεία της παραβολής µε
εξίσωση y = x2. Να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση g(x) = f(x, x2).
4. Να ϐρεθούν, αντίστοιχα, οι ισοσταθµικές καµπύλες και οι ισοσταθµικές επιφάνειες των
συναρτήσεων:

f1(x, y) = y√
x
, b) f2(x, y) = sin−1 xy, c) f3(x, y, z) = 23x+5y−2z

d) f4(x, y, z) = ln

[
1+
√

x2+y2+z2

1−
√

x2+y2+z2

]

5. ∆ίνεται η καµπύλη (c) : x2 + y2 = 4, x+ y + z = 1. Να ϐρείτε µια διανυσµατική συνάρτηση
µιας µεταβλητής r(t) = (x(t), y(t), z(t)) που να περιγράφει την καµπύλη (c). Κατόπιν να
ϐρείτε το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα της (c) στο σηµείο P (−2, 0, 3) ( Υπόδειξη. Βρείτε
πρώτα µια παραµετρική παράσταση της προβολής της (c) στο xOy...).
6. Στο σύστηµα των πολικών συντεταγµένων (r, θ) δίνεται η συνάρτηση

f(P ) =

{
sin 2θ αν P 6= O

0 αν P = O

όπου O η αρχή (το σηµείο αναφοράς) του συστήµατος. Βρείτε τις ισοσταθµικές καµπύλες
f(r, θ) = c της f για c = 1

2
, 1, −1

2
, −1 αντίστοιχα και συµπεράνατε ότι δεν υπάρχει το όριο της

f(P ) όταν P → O.
7. Να εξετάσετε αν υπάρχουν τα όρια, όταν (x, y) → (0, 0), των παρακάτω συναρτήσεων και να
τα υπολογίσετε για τις συναρτήσεις που αυτά υπάρχουν.

f1(x, y) = x
x2+y2 f2(x, y) = xy, x > 0

f3(x, y) = (x+y)2√
x2+y2

f 4(x, y) =

(
(1+x2) sin y

y
, (x+y)2√

x2+y2

)

f5(x, y) =

{
x2y2

x2+y2 αν (x, y) 6= (0, 0)

0 αν (x, y) = (0, 0)
f6(x, y) =

{
x4−y4

x4+y4 αν (x, y) 6= (0, 0)

0 αν (x, y) = (0, 0)



γυρίστε σελίδα
8. Να εξετάσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις f5, f6 της προηγούµενης άσκησης.
9. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
µε x2y2 + (x− y)2 6= 0.

Να εξετάσετε, αν υπάρχει το όριο : lim f(x, y), όταν (x, y) → (0, 0).
Να εξετάσετε, αν υπάρχουν στο R, τα όρια

lim
x→0

[
lim
y→0

f(x, y)

]
, lim

y→0

[
lim
x→0

f(x, y)
]
.

Τι συµπεραίνετε ;
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