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1. (α) (i) ΄Εστω A = (aij), B = (bij), AB = (γij), (AB)⊤ = (δij), A⊤ = (εij), B⊤ =
(ζij), B⊤A⊤ = (ηij). Τότε εij = aji, ζij = bji, γij = δji και

ηij = ζi1ε1j + ζi2ε2j + · · · ζinεnj = b1iaj1 + b2iaj2 + · · · bniajn = aj1b1i + · · · ajnbni = γji = δij

΄Αρα (AB)⊤ = B⊤A⊤.
(ii) ΄Οµοια αποδεικνύεται και η σχέση (AB)∗ = B∗A∗.
(ϐ) Είναι (A⊤BA)⊤ = A⊤B⊤(A⊤)⊤ = A⊤BA ⇒ A⊤BA συµµετρικός πίνακας. ΄Οµοια και ο
AΓA⊤.
(γ) Απόδειξη µε επαγωγή.
(δ) Από A⊤ = −A προκύπτει Aν = (−A⊤)ν = (−1)ν(A⊤)ν = (−1)ν(Aν)⊤ ⇒ Aν = (Aν)⊤, αν
ν άρτιος και Aν = −(Aν)⊤, αν ν περιττός.

2. Βλέπε άσκηση 5/σελίδα 155 και απαντήσεις στη σελίδα 532 του ϐιβλίου.

3. Είναι η άσκηση 2/σελίδα 174 του ϐιβλίου:

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ δ
−α β γ δ
−α −β γ δ
α β γ −δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ δ
0 2β 2γ 2δ
0 0 2γ 2δ
0 0 0 −2δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = α2β2γ(−2δ) = −8αβγδ.

D2 =

∣∣∣∣∣∣
λ+ α α α
β λ+ β β
γ γ λ+ γ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
λ+ α+ β + γ λ+ α+ β + γ λ+ α+ β + γ

β λ+ β β
γ γ λ+ γ

∣∣∣∣∣∣ =
(λ+ α+ β + γ)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
β λ+ β β
γ γ λ+ γ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ α+ β + γ)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
β λ 0
γ 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ α+ β + γ)λ2.

4. Είναι η άσκηση 3/σελίδα 174 του ϐιβλίου:

0 =

∣∣∣∣∣∣
λ λ2 x
λ2 x λ
x λ λ2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 λ2 x
1 x λ
1 λ λ2

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ λ2 + x)

∣∣∣∣∣∣
1 λ2 x
0 x− λ2 λ− x
0 λ− λ2 λ2 − x

∣∣∣∣∣∣ =
= (λ+λ2+x)(−x2+(λ+λ2)x−λ4+λ3−λ2) ⇒ x = −λ−λ2 ή x =

1

2
[λ+λ2±

√
3λ(λ−1)i].

0 = (x+ 10)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 2 + x 3 4
1 2 3 + x 4
1 2 3 4 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ 10)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 x 0 0
0 0 x o
0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ 10)x3 ⇒

x = 0 ή x = −10.

5. Βλέπε άσκηση 5/σελίδα 175 και απαντήσεις στη σελίδα 533 του ϐιβλίου.

6. (i)

[A|B] =


0 1 −2 3 1
1 −3 2 1 0
1 −1 −2 7 2
1 0 −4 10 3

 ∼ · · · ∼


1 −3 2 1 0
0 1 −2 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ⇒ x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 0
x2 − 2x3 + 3x4 = 1



⇒ x2 = 1 + 2x3 − 3x4, x1 = · · · = 3 + 4x3 − 8x4 x3, x4 ∈ R.
(ii)

D =

∣∣∣∣∣∣
k 1 1
1 k 1
1 1 k

∣∣∣∣∣∣ = (k + 2)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 k 1
1 1 k

∣∣∣∣∣∣ = (k + 2)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 k − 1 0
0 0 k − 1

∣∣∣∣∣∣ = (k + 2)(k − 1)2

• D ̸= 0 ⇔ k ̸= −2, 1 ⇒ µοναδική λύση η: x = Dx
D , y =

Dy

D , z = Dz
D ⇒ x = y = z = 1

k+2
• D = 0 ⇔ k = −2, k = 1 Για :

∗ k = −2 ⇒

 −2 1 1 1
1 −2 1 1
1 1 −2 1

 ∼ · · · ∼

 1 −2 1 1
0 1 −1 −1
0 0 0 3

 ⇒ σύστηµα αδύνατο.

∗ k = 1 το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση x+y+z = 1, οπότε z = 1−x−y και η
γενική λύση είναι η (x, y, z) = (x, y, 1−x− y) = x(1, 0,−1)+ y(0, 1,−1)+ (0, 0, 1), x, y ∈ R.

7.

[A|b] =


1 1 1 1 α
2 −1 3 −1 β
4 −5 7 −5 γ
1 −2 2 −2 δ

 ∼ · · · ∼


1 1 1 1 α
0 3 −1 3 2α− β
0 0 0 0 γ + 3β − 10α
0 0 0 0 δ + α− β

 .

΄Αρα σύστηµα συµβιβαστό ⇔ γ + 3β − 10α = 0, δ + α− β = 0, οπότε τα Ϲητούµενα (α, β, γ, δ)
είναι τα στοιχεία του διανυσµατικού χώρου V = {(α, β, γ, δ) : γ + 3β − 10α = 0, δ + α− β =
0} = {(α, β, 10α − 3β, β − α) : α, β ∈ R} = {α(1, 0, 10,−1) + β(0, 1,−3, 1) : α, β ∈ R} =
[(1, 0, 10,−1), (0, 1,−3, 1)].


