
FULLADIO 3
Analutik  Gewm.- Gram. 'Algebra

S.E.M.F.E 2009-10

1. 'Estw ν ∈ N∗. Sto sÔnolo Z twn akeraÐwn arijm¸n orÐzoume th sqèsh {≡ (mod ν)} wc
ex c:

x ≡ y(mod ν) ⇔ x− y = akèraio pollapl�sio tou ν.

Na deÐxete ìti h {≡ (mod ν)} eÐnai sqèsh isodunamÐac sto Z. Na prosdiorÐsete tic kl�seic
isodunamÐac pou orÐzontai. (Upìdeixh: DeÐxte ìti sthn Ðdia kl�sh an koun oi akèraioi arijmoÐ
oi opoÐoi af noun to Ðdio upìloipo me diairèth to ν).

2. Sto sÔnolo R twn pragmatik¸n arijm¸n orÐzoume th sqèsh S wc ex c:

(x, y) ∈ S ⇔ x2 − y2 ≤ 0.

Na parast sete grafik� to sÔnolo S.
'Omoia an h sqèsh S orisjeÐ wc: (x, y) ∈ S ⇔ x3 = x2(y + 2).

3. Sto C∗ = C \ {0} orÐzoume th sqèsh {∼} wc: z ∼ w ⇔ |z|(|w|2 + 1) = |w|(|z|2 + 1). Na
deÐxete ìti h {∼} eÐnai sqèsh isodunamÐac sto C∗.
An α ∈ R, 0 < α < 1, na parast sete grafik� thn kl�sh isodunamÐac tou α.

4. H isìthta x∗y = x+y +x2y2 orÐzei mÐa pr�xh ∗ sto R. Na breÐte to oudètero stoiqeÐo thc

pr�xhc ∗ kai na deÐxete ìti k�je stoiqeÐo x ∈ R∗ me x <
1
3
√

4
èqei dÔo summetrik� stoiqeÐa, en¸

k�je x ∈ R me x >
1
3
√

4
den èqei summetrikì stoiqeÐo, wc proc thn pr�xh aut . Ta stoiqeÐa

0,
1
3
√

4
èqoun summetrik� kai poi�?

5. JewroÔme to sÔnolo

M =
{[

a −b
b a

]
: a, b ∈ R

}
,

me pr�xeic thn {+} prìsjesh pin�kwn kai {·} pol/smì pin�kwn. Na deÐxete ìti:
i) H algebrik  dom  (M, +) eÐnai antimetajetik  om�da.
ii) H algebrik  dom  (M∗, · ) eÐnai om�da.
iii) H algebrik  dom  (M, +, · ) eÐnai s¸ma. Katìpin na lÔsete sto M thn exÐswsh

X2 + I = O.

6. 'Estw h om�da (G, · ).
i) Na deÐxete ìti gia k�je a, b ∈ G isqÔei: (a · b)−1 = b−1 · a−1, ìpou me x−1 sumbolÐzoume

to summetrikì (antÐstrofo) tou x ∈ G.
ii) An isqÔei h sqèsh (a · b)2 = a2 · b2 gia k�je a, b ∈ G, na deÐxete ìti h om�da G eÐnai

antimetajetik .

7. O daktÔlioc (∆, +, · ) lègetai daktÔlioc tou Boole an isqÔei: x2 = x gia k�je x ∈ ∆.
Na deÐxete ìti k�je daktÔlioc tou Boole eÐnai antimetajetikìc kai isqÔei x + x = 0 gia k�je
x ∈ ∆.

8. 'Estw (G, · ) mÐa om�da kai H ⊆ G, H 6= ∅. To H lègetai upoom�da thc G an to H eÐnai
om�da wc proc thn pr�xh · thc G.
Na deÐxete ìti èna uposÔnolo H 6= ∅ thc om�dac G eÐnai upoom�da thc G an kai mìno an isqÔei
x · y−1 ∈ H gia k�je x, y ∈ H, ìpou y−1 eÐnai to summetrikì tou y ∈ G.
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