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FULLADIO I
Q¸roi me eswterikì ginìmeno-Q¸roi Hilbert

8o Ex�mhno SEMFE 2013

0.1. Ston q¸ro C1[0, 1] twn migadik¸n sunart sewn me suneq  par�gwgo, orÐzoume th
grammik  apeikìnish F : C1[0, 1] → C, F (x) = x′(1). Na deÐxete ìti h F den eÐnai
suneq c wc proc th supremum nìrma ‖ · ‖∞. (Upìdeixh: JewreÐste kat�llhlh akoloujÐa
sunart sewn).

0.2. Ston q¸ro (C[0 1], ‖ · ‖∞), na upologÐsete th nìrma tou grammikoÔ sunarthsoeidoÔc

f(x) =
∫ 1

0
tx(t)dt.

0.3. Ston q¸ro X = L2[0, T ] jewroÔme th sun�rthsh F : X → X, (Fg)(t) =
∫ t
0 e−(t−s)g(s)ds,

t ∈ [0, T ]. Na brejeÐ sun�rthsh g ∈ X, ‖g‖ = 1, ¸ste h tim  (Fg)(T ) na eÐnai mègisth.

0.4. 'Estw X dianusmatikìc q¸roc kai f : X → C èna mh mhdenikì grammikì sunarth-
soeidèc. An X = ker f + M , deÐxte ìti dimM = 1. Epiplèon an N eÐnai upìqwroc tou X

tètoioc ¸ste ker f $ N , tìte N = X.

0.5. 'Estw (X, 〈·, ·〉) ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai (H, 〈·, ·〉) h
pl rws  tou. 'Estw akìmh z ∈ H \ X kai M = {y ∈ X : 〈y, z〉 = 0}. DeÐxte ìti o M

eÐnai kleistìc gn sioc upìqwroc tou X kai ìti, an x0 ∈ X \M , den up�rqei y0 ∈ M tètoio
¸ste ‖x0 − y0‖ = d(x0,M).

0.6. JewroÔme ton q¸ro X = {p(t) =
∑n

k=0 akt
k : ak ∈ C, n ∈ N} dhlad  to sÔnolo

ìlwn twn poluwnÔmwn miac metablht c me migadikoÔc suntelestèc. OrÐzoume ston X

eswterikì ginìmeno: 〈p(t), q(t)〉 =
∑∞

k=0 akbk, ìpou p(t) =
∑n

k=0 akt
k, q(t) =

∑n
k=0 bkt

k.
'Estw M = {p ∈ X :

∑∞
k=0(k + 1)−2ak = 0} kai h sun�rthsh f : X → C, f(p) =

f(
∑n

k=0 akt
k) =

∑∞
k=0(k + 1)−2ak. DeÐxte ìti:

(i) O X mporeÐ na tautisteÐ me èna puknì upìqwro tou `2.
(ii) H f eÐnai èna mh mhdenikì fragmèno grammikì sunarthsoeidèc.
(iii) O M eÐnai kleistìc gn sioc upìqwroc tou X.
(iv) An x0 ∈ X \M tìte den up�rqei p0 ∈ M tètoio ¸ste ‖x0 − p0‖ = d(x0, M) > 0.
Gia thn apìdeixh tou (iv) akoloujeÐste thn ex c diadikasÐa: 'Estw ìti up�rqei tètoio
p0 ∈ M . Jèste z0 = x0 − p0 = c0 + c1t + · · · + cmtm. Tìte z0 ⊥ M . An wi(t) =
(i + 1)2 − (m + 2)2tm+1 deÐxte ìti eÐnai z0 ⊥ wi(t) gia k�je i = 1, 2, ..., m, opìte paÐrnete
ck = 0, k = 1, 2, ..., m, dhlad  z0 = 0, pou eÐnai �topo (giatÐ?)
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0.7. S' èna dianusmatikì q¸ro X me eswterikì ginìmeno deÐxte ìti: An x ∈ X kai (xn)
eÐnai mia akoloujÐa stoiqeÐwn tou X tètoia ¸ste 〈xn, x〉 → 〈x, x〉 kai ‖xn‖ → ‖x‖ tìte
xn → x.

0.8. 'Estw H ènac q¸roc Hilbert, f, g ∈ H∗ kai ta dianÔsmata x, y ∈ H pou antistoiqoÔn
apì to je¸rhma tou Riesz (je¸rhma 1.4.5) sta sunarthsoeid  f, g (dhlad  eÐnai f(z) =
〈z, x〉 kai g(z) = 〈z, y〉 gia k�je z ∈ H). OrÐzoume thn apeikìnish ( , ) : H∗ × H∗ → C
wc (f, g) = 〈y, x〉. DeÐxte ìti to (f, g) eÐnai èna eswterikì ginìmeno ston H∗ kai ìti o H∗

eÐnai isometrik� isìmorfoc me ton H.

0.9. 'Estw X ènac q¸roc me eswterikì ginìmeno kai f ∈ X∗, f 6= 0. DeÐxte ìti up�rqei
z0 ∈ X tètoio ¸ste gia k�je x ∈ X up�rqei monadikìc arijmìc α ∈ C kai y ∈ ker f , ¸ste
x = αz0 + y, ìpou α = f(x) kai z0 ∈ (ker f)⊥.

0.10. An M, N eÐnai kleistoÐ upìqwroi enìc q¸rou Hilbert me M⊥N deÐxte ìti kai o
upìqwroc M + N eÐnai kleistìc.

Par�dosh mèqri thn 10-4-2013


