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J E M A T A

J1. a) 'Estw S èna mh kenì uposÔnolo enìc q¸rou Hilbert H. DeÐxte ìti isqÔoun:
(i) To S⊥ eÐnai kleistìc upìqwroc tou H.
(ii) S ⊆ S⊥⊥ (S⊥⊥ ==

oρσ
(S⊥)⊥).

(iii) S ∩ S⊥ = {0}.
b) An M eÐnai ènac kleistìc upìqwroc tou q¸rou Hilbert H, tìte M = M⊥⊥.
g) DeÐxte ìti to orjog¸nio sumpl rwma tou upìqwrou tou `2, pou par�getai apì to di�nusma x0 =
(1,−1, 0, 0, ...), eÐnai to sÔnolo ìlwn twn dianusm�twn thc morf c ξ = (ξ1, ξ1, ξ3, ξ4, ...). Katìpin na ek-
fr�sete to tuqìn di�nusma x ∈ `2 wc �jroisma x = x1 + x2, ìpou x1 ∈ [x0] kai x2 ∈ [x0]⊥.

J2. 'Estw {ei : i = 1, 2, ...} mÐa orjokanonik  akoloujÐa.
a) An h ∈ H na deÐxete ìti h seir�

∑∞
i=1〈h, ei〉ei sugklÐnei s' èna h′ ∈ H, tètoio ¸ste: h−h′⊥ei ∀ i = 1, 2, ....

b) Na deÐxete ìti ta parak�tw eÐnai isodÔnama.
(i) H akoloujÐa (ei) eÐnai orjokanonik  b�sh, (isodÔnama megistik , dhlad  den up�rqei orjokanonikì upo-
sÔnolo S ⊆ H, tètoio ¸ste {ei : i ∈ N∗} ⊂ S).
(ii) An 〈h , ei〉 = 0 ∀ i = 1, 2, ... tìte h = 0.
(iii) h =

∑∞
i=1〈h , ei〉ei ∀ h ∈ H.

g) DeÐxte ìti gia k�je f ∈ C[0, 1] isqÔei
∣∣∣
∫ 1

0
f(t) sin(πt)dt

∣∣∣ ≤ 1√
2

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

)1/2

kai prosdioreÐste tic
sunart seic f gia tic opoÐec h parap�nw sqèsh isqÔei wc isìthta.

J3. a) Na d¸sete ton orismì tou (grammikoÔ) fragmènou telest  T : X → Y , ìpou (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y )
dÔo q¸roi me nìrma.
b) 'Estw X, Y q¸roi me nìrma kai T : X → Y ènac fragmènoc telest c. DeÐxte ìti eÐnai:

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1} = sup
{‖Tx‖
‖x‖ : x ∈ X, x 6= 0

}
= inf{c > 0 : ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ ∀ x ∈ X}

g) 'Estw H q¸roc Hilbert, {e1, e2, ...} mÐa orjokanonik  b�sh tou H kai (λn)n mÐa fragmènh akoloujÐa
migadik¸n arijm¸n. OrÐzoume thn apeikìnish: Tx =

∑∞
i=1 λi〈x, ei〉ei, gia k�je x ∈ H. DeÐxte ìti h T eÐnai

grammik , isqÔei Ten = λnen, ∀ n kai ‖T‖ = sup
i
|λi|.

J4. a) Na d¸sete ton orismì tou suzug  A∗ enìc telest  A ∈ B(H) kai na apodeÐxete tic idiìthtec:
i) (λA)∗ = λA∗, λ ∈ C. ii) (AB)∗ = B∗A∗. iii) ‖A∗A‖ = ‖A‖2.
b) Na deÐxete ìti ènac telest c A ∈ B(H) eÐnai autosuzug c an kai mìno an 〈Ax,x〉 ∈ R ∀ x ∈ H.

J5. a) 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai P ∈ B(H) ènac tautodÔnamoc (P 2 = P ) telest c. Ta parak�tw
eÐnai isodÔnama:
(i) O P eÐnai orjog¸nia probol . (ii) O P eÐnai autosuzug c.
b) An P eÐnai h orjog¸nia probol  tou q¸rou Hilbert H epÐ tou kleistoÔ upoq¸rou tou M kai A ∈ B(H),
deÐxte ìti:
(i) O M eÐnai A-analloÐwtoc, dhlad  AM ⊆ M an kai mìno an eÐnai AP = PAP .
(ii) Oi M, M⊥ eÐnai A-analloÐwtoi an kai mìno an AP = PA.
(iii) An A = A∗ tìte o M eÐnai A-analloÐwtoc an kai mìno an o M⊥ eÐnai A-analloÐwtoc.

J6. a) Na d¸sete ton orismì tou sumpag  fragmènou telest  kai na diatup¸sete isodÔnamec prot�seic me
ton orismì autì. An K(H) eÐnai to sÔnolo twn sumpag¸n telest¸n epÐ tou q¸rou Hilbert H, na deÐxete ìti
to K(H) eÐnai grammikìc upìqwroc tou B(H) kai ìti an A ∈ K(H) kai B ∈ B(H) tìte AB, BA ∈ K(H).
b) 'Estw o telest c W = SD, ìpou S,D oi telestèc ston `2, me
S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...) kai D(x1, x2, ...) = (x1, 1/2x2, 1/3x3, ...). DeÐxte ìti o W eÐnai sumpag c kai den
èqei idiotimèc.

J7. a) Na diatup¸sete to fasmatikì je¸rhma gia èna autosuzug  sumpag  telest  stic di�forec morfèc
tou.
b)An H eÐnai ènac �peirhc di�stashc q¸roc Hilbert, A ∈ K(H) autosuzug c sumpag c telest c kai kerA =
{0}, deÐxte ìti up�rqei akoloujÐa (An) fragmènwn telest¸n epÐ tou H tètoia, ¸ste limAnAx = AAnx = x
gia k�je x ∈ H. Up�rqei akoloujÐa (An) tètoia, ¸ste AnA → I, wc proc thn nìrma tou B(H)?

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmèna
jèmata. Di�rkeia exètashc 3 ¸rec.

KALH EPITUQIA


