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J E M A T A

J1. a) Na orÐsete tic ènnoiec:
(i) {Eswterikì ginìmeno} (s' èna migadikì dianusmatikì q¸ro). (ii) {Q¸roc Hilbert}
kai na d¸sete duo paradeÐgmata q¸rwn Hilbert.
b) 'Estw {ei : i = 1, 2, ...} mia orjokanonik  akoloujÐa. An h ∈ H na deÐxete ìti h seir�∑∞

i=1〈h, ei〉ei sugklÐnei s' èna h′ ∈ H, tètoio ¸ste: h− h′⊥ei ∀ i = 1, 2, ... .

J2. 'Estw X, Y q¸roi me nìrma kai T : X → Y mia grammik  apeikìnish.
(i) Pìte lème ìti h T eÐnai fragmènoc telest c?
(ii) Na deÐxete ìti h T eÐnai fragmènoc telest c an kai mìno an up�rqei 0 < M < ∞
tètoioc ¸ste ‖Tx‖ ≤ M ‖x‖, gia k�je x ∈ X kai na sumper�nete ìti o fragmènoc telest c
apeikonÐzei fragmèna uposÔnola tou X se fragmèna uposÔnola tou Y .
(iii) Na deÐxete ìti h apeikìnish T : `2 → `2, T (x1, x2, x3, x4, ...) = (0, 4x1, x2, 4x3, x4, ...)
eÐnai fragmènoc telest c kai na upologÐsete th nìrma tou.

J3. a) 'Estw H,K q¸roi Hilbert kai A ∈ B(H,K). Na orÐsete ton suzug  telest  A∗ tou
A kai na deÐxete tic sqèseic: ‖A∗‖ = ‖A‖, (AB)∗ = B∗A∗, ‖A∗A‖ = ‖A‖2, kerA = (ImA∗)⊥.
b) 'Estw H ènac q¸roc Hilbert, M,N kleistoÐ upìqwroi tou H kai PN , PM oi antÐstoiqec
orjèc probolèc. Na deÐxete ìti PN ≤ PM ⇔ ‖PNx‖ ≤ ‖PMx‖ ∀ x ∈ H.

J4. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H). Pìte o A
lègetai sumpag c?
(i) Na deÐxete ìti o A eÐnai sumpag c an kai mìno an gia k�je fragmènh akoloujÐa (xn) tou
H, h akolojÐa (Axn) èqei mia sugklÐnousa upakoloujÐa.
(ii) Na deÐxete ìti o A ∈ B(H) eÐnai sumpag c an kai mìno an up�rqei akoloujÐa telest¸n
peperasmènhc t�xhc, h opoÐa sugklÐnei norm, ston A.
(iii) Na deÐxete ìti an o A ∈ B(H) eÐnai sumpag c tìte gia k�je orjokanonik  akoloujÐa
(xn) isqÔei ‖Axn‖ → 0 (jewreÐste gnwstì ìti 〈Axn, xn〉 → 0).

J5. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert.
(i)Na diatup¸sete to fasmatikì je¸rhma gia ènan autosuzug  sumpag  telest  A ∈ B(H).
(ii) 'Estw Ni, i = 1, 2, ... oi idiìqwroi, antÐstoiqoi twn diaforetik¸n mh mhdenik¸n idiotim¸n
enìc autosuzugoÔc sumpagoÔc telest  A ∈ B(H) kai Pi h orj  probol  epÐ tou Ni. Na
deÐxete ìti, an gia ènan telest  B ∈ B(H) eÐnai BPi = PiB gia k�je i ≥ 1, tìte eÐnai kai
AB = BA.
(iii) Na deÐxete ìti an T ∈ B(H) eÐnai ènac autosuzug c sumpag c telest c, tìte kai o Tn

eÐnai autosuzug c sumpag c telest c gia k�je n ∈ N kai isqÔei ‖Tn‖ = ‖T‖n.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrw-
mèna jèmata. Di�rkeia exètashc 3 ¸rec.
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