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O1. 'Eotw H évag uyadixodg yweog Hilbert.

o) Na deilete 6t yia xde x,y € H woyler [(z,y)| < [lz|||yl. Acei&te 61t n aviowon oylet
OS LoOTNTAL oV Xat WOVO av To T, Y eivar Yoapuxdg e€apTnuéva.

B) Eotw A € B(H), A= A* xou éva didvuopa € H tétoo wote ||z]| = 1 xar [|[Az|| = ||A]|.
(1) Xenowonowdvrac xatdhhnha 10 o) ep@dtnua delite 6t eivar A%x = || A2

(ii) Eotww yo = Az — ||A||z. Acite 6t ebvor Ay = —||Allyo ot ovprepdvate bt Yo etvou:
eite Az = ||A||lx eite Yo undpyer y € H, |ly|| =1 pe Ay = —||A|ly.

©2. Eotw X, Y yopot pe voppo xar T : X — Y wa ypouutx anetxovion.
(i) [I6te Mpe 61 n T eivon pporyuévoc TENeSTA;
(ii) T éva gpaypévo tehesth T : X — Y va deiete b1t elvan

T
1T = sup{||Tx|: x€ X, ||x]|=1} = sup{”HT’H txe X, x# 0}
x
= inf{c>0: ||Tx|]| < ||x| VxeX}.
(iii) Na deiCete 6Tt m tavtouxh anexdvion I : (coo, || - [l2) — (oo, || - [loo) €ivanr ppaypévoc
teheathic evéd 1) avtiotpogn anewdvion I 1 (coo, ||+ [leo) — (coo, || - ||2) Bev eivar gpaypévoc

TEAEGTAC.

03. a) (i) Eotww H évac yopoc Hilbert xar M, N xhestof vndywpor xddetor petald touc.
Na detéete 61t xou o M + N elvar enfong xAetot6¢ UTOYWEOC.

(i) Av M eivan évac xherotdc vndywpoc tov H deflte ot etvar H = M & M-+,

B) Eotw H, K ydpot Hilbert xau T € B(H, K). Na deifete 6t ker T = (ImT*)+, Im T =
(ker T*)*.

04. a) 'Eotww X évac ydpoc pe voppa xar P € B(X) évac tautodivagos teheothic. Aceilte 61
ot undywpol R(P), ker(P) eivar xhetotol xar oupninpwpatixol. Exi théov bt oyler: ker(P) =
R(I — P) xaut ker(I — P) = R(P).

B) Eoww H évac yodpoc Hilbert xoauw P € B(H) évac tautodivopos teheothic. Aellte 6t ta
ToEAXdTe ival LloodUVIAL:

1. O P eivou opdoydvia tpoBold.

2. ||P|| =1.

3. ker(P)LR(P).

05. a) Eotww H évac drepne dtdotaone daywplopos ywpoc Hilbert xat A € B(H). Na

BWOETE TOV 0pIoUO TOU GUUTAYY| TEAEOTY XAl VA OVUPEPETE BUO 1GOBUVAYES TEOTACES TNG
évvotac authc. Na oei€ete 61t 0 A elvar oupmayfc av xat wévo av o A*A eivon ouygrnaytc.

B) ‘Eotw (en) o opoxavovixh axohouvdia tou H xat (ay) po gparyuévor axohouvdia pryadudy
aptiumy.
(i) Na defZete 61t 0 teheothic Tz =Y 0 | an(®, en)en eivor gpoyuévos pe [T = sup|ay|.

n

(ii) No SeiCete 61t av ap, — 0 té1€ 0 T elvon ouunayhe.

Ta Yépata eivar 1ooddvapa. o to dplota anartodvial TECoEPA OAOXANPL-
wéva Vépata. Audpxeia egétaong 2 weeg xal 45 Aentd.



