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J E M A T A

J1. 'Estw H ènac migadikìc q¸roc Hilbert.
a) Na deÐxete ìti gia k�je x, y ∈ H isqÔei |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖. DeÐxte ìti h anÐswsh isqÔei
wc isìthta an kai mìno an ta x, y eÐnai grammik¸c exarthmèna.
b) 'Estw A ∈ B(H), A = A∗ kai èna di�nusma x ∈ H tètoio ¸ste ‖x‖ = 1 kai ‖Ax‖ = ‖A‖.
(i) Qrhsimopoi¸ntac kat�llhla to a) er¸thma deÐxte ìti eÐnai A2x = ‖A‖2x.
(ii) 'Estw y0 = Ax − ‖A‖x. DeÐxte ìti eÐnai Ay0 = −‖A‖y0 kai sumper�nate ìti ja eÐnai:
eÐte Ax = ‖A‖x eÐte ja up�rqei y ∈ H, ‖y‖ = 1 me Ay = −‖A‖y.
J2. 'Estw X, Y q¸roi me nìrma kai T : X → Y mia grammik  apeikìnish.
(i) Pìte lème ìti h T eÐnai fragmènoc telest c?
(ii) Gia èna fragmèno telest  T : X → Y na deÐxete ìti eÐnai

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1} = sup
{‖Tx‖
‖x‖ : x ∈ X, x 6= 0

}

= inf{c > 0 : ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ ∀ x ∈ X}.

(iii) Na deÐxete ìti h tautotik  apeikìnish I : (c00, ‖ · ‖2) → (c00, ‖ · ‖∞) eÐnai fragmènoc
telest c en¸ h antÐstrofh apeikìnish I−1 : (c00, ‖ · ‖∞) → (c00, ‖ · ‖2) den eÐnai fragmènoc
telest c.

J3. a) (i) 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai M,N kleistoÐ upìqwroi k�jetoi metaxÔ touc.
Na deÐxete ìti kai o M + N eÐnai epÐshc kleistìc upìqwroc.
(ii) An M eÐnai ènac kleistìc upìqwroc tou H deÐxte ìti eÐnai H = M ⊕M⊥.
b) 'Estw H, K q¸roi Hilbert kai T ∈ B(H, K). Na deÐxete ìti kerT = (ImT ∗)⊥, ImT =
(kerT ∗)⊥.

J4. a) 'Estw X ènac q¸roc me nìrma kai P ∈ B(X) ènac tautodÔnamoc telest c. DeÐxte ìti
oi upìqwroi R(P ), ker(P ) eÐnai kleistoÐ kai sumplhrwmatikoÐ. EpÐ plèon ìti isqÔei: ker(P ) =
R(I − P ) kai ker(I − P ) = R(P ).
b) 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai P ∈ B(H) ènac tautodÔnamoc telest c. DeÐxte ìti ta
parak�tw eÐnai isodÔnama:

1. O P eÐnai orjog¸nia probol .

2. ‖P‖ = 1.

3. ker(P )⊥R(P ).

J5. a) 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H). Na
d¸sete ton orismì tou sumpag  telest  kai na anafèrete duo isodÔnamec prot�seic thc
ènnoiac aut c. Na deÐxete ìti o A eÐnai sumpag c an kai mìno an o A∗A eÐnai sumpag c.
b) 'Estw (en) mia orjokanonik  akoloujÐa tou H kai (an) mia fragmènoi akoloujÐa migadik¸n
arijm¸n.
(i) Na deÐxete ìti o telest c Tx =

∑∞
n=1 an〈x, en〉en eÐnai fragmènoc me ‖T‖ = sup

n
|an|.

(ii) Na deÐxete ìti an an → 0 tìte o T eÐnai sumpag c.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrw-
mèna jèmata. Di�rkeia exètashc 2 ¸rec kai 45 lept�.
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