
Α. Συµβώνης
Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών
Τοµέας Μαθηµατικών

Δοµές Δεδοµένων

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (05): Δένδρα 1

Δένδρα
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Δένδρο
[Tree]



• Στην επιστήµη των υπολογιστών, ένα δένδρο είναι 
ένα αφηρηµένο µοντέλο µιας ιεραρχικής δοµής

• Ένα δένδρο αποτελείται από κόµβους µε µία σχέση 
γονέα – παιδιού

• Εφαρµογές

o Οργανογράµµατα [organizational charts]

o Συστήµατα αρχείων

o Περιβάλλοντα προγραµµατισµού
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Δένδρο [Tree]



• Ορολογία 

o Ρίζα [root]: ο κόµβος χωρίς γονέα (Α)

o Εσωτερικός κόµβος [internal node]: κόµβος µε τουλάχιστον ένα 
παιδί (A,B,C,F)

o Εξωτερικός κόµβος – φύλλο [external node - leaf]: κόµβος 
χωρίς παιδιά (E,I,J,K,G,H,D)

o Πρόγονοι [ancestors]: γονέας, παππούς, προ-πάππους, κλπ.

o Βάθος κόµβου [depth]: το πλήθος των προγόνων του κόµβου

o Ύψος δένδρου [height]: το µέγιστο βάθος όλων των κόµβων (3)

o Απόγονοι κόµβου [descendants]: παιδί, εγγόνι, κλπ.

o Υποδένδρο [subtree]: ένα δένδρο αποτελούµενο από ένα κόµβο 
και τους απογόνους του
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Δένδρο [Tree]



Δένδρο [Tree]

• ΑΤΔ Δένδρο
o Οι κόµβοι επεκτείνουν τη διαπροσωπία 

Position

o Γενικοί µέθοδοι:
§ int size()
§ boolean isEmpty()

§ Iterator iterator()
§ Iterable positions()

o Μέθοδοι πρόσβασης:
§ Position root()

§ Position parent(p)
§ Iterable children(p)
§ int numChildren(p)

o Μέθοδοι ερώτησης:
§ boolean isInternal(p)
§ boolean isExternal(p)
§ boolean isRoot(p)

o Επιπλέον µέθοδοι ενηµέρωσης µπορούν να 
οριστούν από τις δοµές δεδοµένων που 
υλοποιούν τον ΑΤΔ Δένδρο
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• Η διαπροσωπία Tree
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Δένδρο [Tree]



• Μία διαπέραση των κόµβων του 
δένδρου µε ένα συστηµατικό τρόπο

• Σε µία preorder διαπέραση, 
«επισκεπτόµαστε/επεξεργαζόµαστε» 
έναν  κόµβο πριν από τους 
απογόνους του

• Εφαρµογή: Εκτύπωση ενός 
δοµηµένου αρχείου

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (05): Δένδρα 7

Προ-διατεταγµένη Διαπέραση Δένδρου [Preorder traversal]

Algorithm preOrder(v)

visit(v)
for each child w of v

preOrder(w)



• Σε µία postorder διαπέραση, 
«επισκεπτόµαστε/επεξεργαζόµαστε» 
έναν  κόµβο µετά από τους 
απογόνους του

• Εφαρµογή: Εκτίµηση µεγέθους 
µνήµης ενός φακέλου και των 
υποφακέλων του

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (05): Δένδρα 8

Μετα-διατεταγµένη Διαπέραση Δένδρου [Postorder traversal]

Algorithm postOrder(v)

for each child w of v
postOrder(w)

visit(v)



• Υλοποίηση της 
postOrder
διαπέρασης

o abstract class 
AbstractTree<E>
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Δένδρο [Tree]
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Δυαδικό Δένδρο
[Binary Tree]



• Ένα δυαδικό δένδρο είναι ένα δένδρο για το οποίο ισχύουν τα παρακάτω:
o Κάθε εσωτερικός κόµβος έχει το πολύ δύο παιδιά (ακριβώς δύο για κανονικά/πλήρη δυαδικά 
δένδρα)

o Τα (το πολύ δύο) παιδιά ενός εσωτερικού κόµβου είναι διατεταγµένα

• Τα παιδιά ενός εσωτερικού κόµβου ονοµάζονται αριστερό και δεξί παιδί

• [Εναλλακτικός αναδροµικός ορισµός] Ένα δυαδικό δένδρο είναι ένα από τα παρακάτω:
o Ένα δένδρο αποτελούµενο από ένα µόνο κόµβο
o Ένα δένδρο του οποίου η ρίζα έχει το πολύ δύο διατεταγµένα παιδιά, 
καθένα από τα οποία είναι ρίζα σε ένα δυαδικό υποδένδρο

• Εφαρµογές:
o Αριθµητικές εκφράσεις
o διαδικασίες απόφασης
o αναζητήσεις
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Δυαδικό Δένδρο [Binary Tree]



• Εφαρµογή: Δένδρο Αριθµητικών Εκφράσεων

o Ένα δυαδικό δένδρο το οποίο αναπαριστά µία αριθµητική έκφραση
§ εσωτερικοί κόµβοι: τελεστές (σύµβολα)
§ εξωτερικοί κόµβοι: αριθµοί, µεταβλητές

Παράδειγµα:
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Δυαδικό Δένδρο [Binary Tree]

• Η postorder διαπέραση δίνει την 
postfix μορφή της έκφρασης 

• Γνωστή και ως Polish form

Παράδειγμα: 2 a 1 - * 3 b * +



• Εφαρµογή: Δένδρο λήψης αποφάσεων
o Ένα δυαδικό δένδρο το οποίο αναπαριστά µια διαδικασία λήψης απόφασεων

§ εσωτερικοί κόµβοι: ερωτήσεις µε ναι/όχι απάντηση
§ εξωτερικοί κόµβοι: αποφάσεις

o Παράδειγµα:
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Δυαδικό Δένδρο [Binary Tree]



Δυαδικό Δένδρο [Binary Tree]

• Ιδιότητες Κανονικού/πλήρους Δυαδικού 
Δένδρου

o Συµβολισµός

§ 𝒏: αριθµός κόµβων

§ 𝒆: αριθµός εξωτερικών κόµβων

§ 𝒊: αριθµός εσωτερικών κόµβων

§ 𝒉: ύψος

• Ιδιότητες

o 𝒆 = 𝒊 + 1

o 𝒏 = 2 𝒆 − 1

o 𝒉 ≤ 𝒊

o 𝒉 ≤ ⁄𝒏 − 1 2

o 𝒆 ≤ 2𝒉

o 𝒉 ≥ log𝟐 𝒆

o 𝒉 ≥ log𝟐 𝒏 + 1 − 1
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• Ο ΑΤΔ Δυαδικό Δένδρο

o Ο ΑΤΔ Δυαδικό Δένδρο επεκτείνει τον ΑΤΔ Δένδρο

o Κληρονοµεί όλες τις µεθόδους του ΑΤΔ Δένδρο

o Επιπρόσθετοι µέθοδοι:
§ Position left(p)
§ Position right(p)
§ Position sibling(p)

o Οι παραπάνω µέθοδοι επιστρέφουν null αν ο p δεν έχει αριστερό παιδί, δεξί παιδί ή αδελφό, 
αντίστοιχα

o Επιπλέον µέθοδοι ενηµέρωσης µπορούν να οριστούν από τις δοµές δεδοµένων που υλοποιούν τον 
ΑΤΔ Δυαδικό Δένδρο
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Δυαδικό Δένδρο [Binary Tree]



• Σε µία inorder διαπέραση, 
«επισκεπτόµαστε/επεξεργαζόµαστε» 
έναν  κόµβο µετά από το αριστερό 
υποδένδρο και πριν από το δεξί 
υποδένδρο

• Εφαρµογή: Απεικόνιση δυαδικού 
δένδρου
o x(v) = inorder rank of v
o y(v) =  depth of v
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Ένδο-διατεταγµένη Διαπέραση Δένδρου [Inorder traversal]

Algorithm inOrder(v)

if left(v) != null
inOrder(left(v))

visit(v)
if right(v) != null

inOrder(right(v))



• Εφαρµογή: Εκτύπωση 
Αριθµητικής Έκφρασης

o Εξειδίκευση της inorder
διαπέρασης

§ Εκτύπωση τελεστή ή 
σταθεράς/µεταβλητής όταν 
επισκεπτόµαστε τον κόµβο

§ Εκτύπωση παρένθεσης ‘(’ 
πριν τη διαπέραση του 
αριστερού παιδιού

§ Εκτύπωση παρένθεσης ‘)’ 
µετά τη διαπέραση του δεξιού 
παιδιού

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (05): Δένδρα 17

Ένδο-διατεταγµένη Διαπέραση Δένδρου [Inorder traversal]

Algorithm printExpression(v)

if left(v) != null
print(“(“)
printExpression(left(v))

print(v.element())

if right(v) != null
printExpression(right(v))
print(“)“)



• Εφαρµογή: Υπολογισµός 
Αριθµητικής Έκφρασης

o Εξειδίκευση της postorder
διαπέρασης

§ Αναδροµική µέθοδος η 
οποία επιστρέφει την 
αριθµητική έκφραση που 
αντιστοιχεί στο υποδένδρο

§ Όταν επισκέπτεται 
εσωτερικό κόµβο συνδυάζει 
τις τιµές των υποδέντρων
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Ένδο-διατεταγµένη Διαπέραση Δένδρου [Inorder traversal]

Algorithm evalExpr(v)

if isExternal(v)
return v.element()

else
x = evalExpr(left(v))

y = evalExpr(right(v))
♢ = v.element()
return x♢y



• Γενικευµένη διαπέραση ενός δυαδικού δένδρου

• Περιλαµβάνει µια preorder, µια postorder και µια inorder διαπέραση

• “Περπάτησε” περιµετρικά το δένδρο και επισκέψου/επεξεργάσου 
κάθε κόµβο τρεις φορές:

o Όταν βρισκόµαστε  αριστερά του(preorder)

o Όταν βρισκόµαστε από κάτω του (inorder)

o Όταν βρισκόµαστε δεξιά του (postorder)
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Euler Tour Διαπέραση



• Ένας κόµβος [Node] υλοποιείται από ένα 
αντικείµενο, το οποίο αποθηκεύει:
o Τα δεδοµένα
o Τον κόµβο γονέα
o Μια ακολουθία από τους κόµβους παιδιά

• Το αντίκειµενο Node υλοποιεί τον ΑΤΔ Position
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Συνδεδεµένη Δοµή για Δένδρα



• Ένας κόµβος [Node] υλοποιείται από ένα 
αντικείµενο, το οποίο αποθηκεύει:
o Τα δεδοµένα
o Τον κόµβο γονέα
o Τον κόµβο αριστερό παιδί
o Τον κόµβο δεξί παιδί

• Το αντίκειµενο Node υλοποιεί τον ΑΤΔ 
Position
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Συνδεδεµένη Δοµή για Δυαδικά Δένδρα



• Οι κόµβοι αποθηκεύονται σε ένα διάνυσµα Nodes
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Διανυσµατική Απεικόνιση Δυαδικών Δέντρων

Ο κόµβος v αποθηκεύεται στη θέση Nodes[rank(v)]
• rank(root) = 0
• Εάν ο κόµβος nd είναι αριστερό παιδί, τότε: 

rank(nd) = 2*rank(parent(nd)) + 1
• Εάν ο κόµβος nd είναι δεξί παιδί, τότε:

rank(nd) = 2*rank(parent(nd)) + 2

Nodes


