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ΑΤΔ “Ουρά Προτεραιότητας”
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Ουρά προτεραιότητας
[Priority Queue]



• Ο ΑΤΔ ουρά προτεραιότητας αποθηκεύει µία συλλογή από εγγραφές 
(αντικείµενα) τύπου Entry

• Εγγραφές τύπου  Entry αποτελούνται από ένα ζεύγος (key, value), οπου:
o key: είναι το κλειδί της εγγραφής
o value: η τιµή (τα δεδοµένα) που αποθηκεύονται στην εγγραφή

• Βασικές µέθοδοι της ουράς προτεραιότητας:
o insert(k, v): εισάγει µία εγγραφή µε κλειδί k και τιµή v

o removeMin(): αφαιρεί και επιστρέφει την εγγραφή µε το µικρότερο κλειδί, ή null 
εάν  η ουρά προτεραιότητας είναι άδεια. 

• Βοηθητικές µέθοδοι της ουράς προτεραιότητας:
o min(): επιστρέφει, χωρίς να αφαιρεί,  την εγγραφή µε το µικρότερο κλειδί. 

o int size(): επιστρέφει το πλήθος των εγγραφών της ουράς προτεραιότητας

o boolean isEmpty(): ελέγχει εάν η ουρά προτεραιότητας είναι άδεια ή όχι
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Ουρά προτεραιότητας  [Priority Queue]



• Εφαρµογές

o Εξυπηρέτηση “πελατών”: όταν η πολιτική “First-come First-serve” δεν αρκεί.

⎻ Επιλογή εποµένου αεροπλάνου για προσγείωση

⎻ Επιλογή επιβατών σε αναµονή

o Αγορά/πώληση µετοχών στο χρηµατιστήριο

o Προσοµοίωση διακριτών γεγονότων [discrete event simulation]

⎻ Το κλειδί µοντελοποιεί τις χρονικές στιγµές που πρέπει να συµβούν τα 
γεγονότα.

o Βοηθητική χρήση σε πλήθος αλγορίθµων
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Ουρά προτεραιότητας  [Priority Queue]



• Η διεπαφή
PriorityQueue
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Ουρά προτεραιότητας  [Priority Queue]

Στην βιβλιοθήκης της Java: 
Κλάση java.util.ΡriorityQueue

• Η διεπαφή
Entry<K,V>



Παράδειγµα: Χρήση PriorityQueue

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (06): ΑΤΔ  "Ουρά Προτεραιότητας" 6

Ουρά προτεραιότητας  [Priority Queue]

Method Return value Περιεχόμενα Priority Queue
insert(5,A) (5,A) { (5,A) }

insert(9,C) (9,C) { (5,A), (9,C) }

insert(3,B) (3,B) { (3,B), (5,A), (9,C) }

min() (3,B) { (3,B), (5,A), (9,C) }

removeMin() (3,B) { (5,A), (9,C) }

insert(7,D) { (5,A), (7,D), (9,C) }

removeMin() (5,A) { (7,D), (9,C) }

removeMin() (7,D) { (9,C) }

removeMin() (9,C) { }

removeMin() null { }

isEmpty() true { }



• Η διεπαφή java.util.Comparator
o Ένα αντικείµενο τύπου Comparator<T> υλοποιεί µηχανισµό  σύγκρισης αναµεσά 
σε αντικείµενα τύπου T µε βάση µία σχέση ολικής διάταξης 

o int compare(T o1, T o2): Επιστρέφει ακέραιο i:
⎯ i<0 εάν o1 < ο2
⎯ i=0 εάν o1 == o2
⎯ i>0 εάν o1 > ο2

o Κάθε ουρά προτεραιότητας χρησιµοποιεί έναν Comparator για να συγκρίνει 
κλειδιά εγγραφών της
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Ουρά προτεραιότητας  [Priority Queue]



Υλοποίηση

Priority Queue

Μη-ταξινομημένο 
διάνυσμα
(Array)

Tαξινομημένο
διάνυσμα
(Array, Circular Array)

Μη-ταξινομημένη λίστα
(PositionalList)

Ταξινομημένη λίστα
(PositionalList)

insert() O(1) O(n) O(1) O(n)

removeMin() O(n) O(1) O(n) O(1)

min() O(n) O(1) O(n) O(1)

size()

O(1)isEmpty()

isFull()
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Ουρά προτεραιότητας: απλές υλοποιήσεις



1. Ιδιότητα Διάταξης Σωρού [heap order]: για 
κάθε εσωτερικό κόµβο 𝑣 του δένδρου, εκτός 
της ρίζας, ισχύει ότι:

𝑘𝑒𝑦 𝑣 ≥ 𝑘𝑒𝑦(𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑣 )

2. Ιδιότητα Πλήρους Δυαδικού Δένδρου 
[complete binary tree]: Έστω ℎ το ύψος του 
σωρού.

§ Στο επίπεδο 𝑖, 𝑖 = 0, … , ℎ − 1, υπάρχους 
ακριβώς 2! κόµβοι [πλήρη επίπεδα]

§ Στο επίπεδο ℎ, οι κόµβοι καταλαµβάνουν 
διαδοχικές θέσεις στο αριστερό τµήµα του 
επιπέδου [αριστερά-στοιχισµένο επίπεδο]
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Η Δοµή Δεδοµένων του Σωρού [Heap]
• Ενας σωρός είναι ένα δυαδικό δένδρο το οποίο αποθηκεύει στον κάθε κόµβο του ένα 
κλειδί [key] και έχει  τις παρακάτω ιδιότητες:

Άδειοι εξωτερικοί κόµβοι Τελευταίος 
κόµβος



Απόδειξη:

• Έστω ℎ το ύψος του σωρού που έχει 𝑛
στοιχεία.

• Ισχύει ότι: 𝑛 ≥ 1 + 2 + 4 +⋯+ 2"#$ + 1

o Στα επίπεδα βάθους  𝑖, 𝑖 = 0,… , ℎ − 1 βρίσκονται 
ακριβώς  στοιχεία.

o Στο επίπεδο βάθους ℎ βρίσκεται τουλάχιστον 
1 στοιχείο.

• Συνεπώς: 𝑛 ≥ 2" ⟺ ℎ ≤ log𝑛
∎
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Η Δοµή Δεδοµένων του Σωρού [Heap]
Θεώρηµα: Ένας σωρός που αποθηκεύει 𝑛 στοιχεία έχει ύψος 𝑂(log 𝑛)

depth  keys

0       1

1       2

2       4

ℎ − 1 2!"#

ℎ 1



Ουρά προτεραιότητας µε δοµή 
σωρού
• Αποθηκεύουµε ένα ζεύγος (key, 
element) σε κάθε κόµβο

• Αποθηκεύουµε τη θέση της ρίζας και 
του τελευταίου κόµβου
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό



Εισαγωγή στοιχείου στο σωρό

• Η µέθοδος insert(k,v) της ουράς 
προτεραιότητας υλοποιείται µέσω της 
εισαγωγής του κλειδιού k στο σωρό

• Αλγόριθµος εισαγωγής [addLeaf()]
1. Βρες τον κόµβο εισαγωγής z (φύλλο, 
αµέσως µετά τον τελευταίο κόµβο)

2. Αποθήκευσε το κλειδί k στον φύλλο z

3. Επανάφερε σε ισχύ την ιδιότητα διάταξης-
σωρού 
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό

κόµβος εισαγωγής

Δεν πληροί 
την ιδιότητα 
σωρού



Αλγόριθµος addLeaf()
• Ξεκινώντας από το φύλλο, και κινούµενο 
πάνω στο µοναδικό µονοπάτι που οδηγεί  
στη ρίζα, το κλειδί µεσω διαδοχικών
συγκρίσεων και  ανταλλαγών (swaps) 
καταλήγει:

o Είτε στη ρίζα του σωρού, ή

o σε κόµβο 𝑥 τέτοιον ώστε να ισχύει ότι 
𝑔𝑒𝑡𝐾𝑒𝑦 𝑥 ≤ 𝑔𝑒𝑡𝐾𝑒𝑦(𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑥 )

• H διαδροµή στην οποία κινείται το κλειδί 
έχει µήκος το πολύ log 𝑛.

ØΟ αλγόριθµος addLeaf() τερµατίζει σε
χρόνο 𝑂(log 𝑛).

03.2021 Δοµές Δεδοµένων (06): ΑΤΔ  "Ουρά Προτεραιότητας" 13

Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό

Πρόβληµα!

Πρόβληµα!



Διαγραφή  ελαχίστου από σωρό

• Η µέθοδος removeMin() της ουράς 
προτεραιότητας υλοποιείται µέσω της 
διαγραφής  του κλειδιού της ρίζας του 
σωρού.

• Αλγόριθµος διαγραφής  [addRoot()]

1. Αντικατέστησε το κλειδί της ρίζας µε το 
κλειδί του  τελευταίου κόµβου w

2. Διέγραψε τον κόµβο w

3. Επανάφερε σε ισχύ την ιδιότητα διάταξης-
σωρού 
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό

Τελευταίος κόµβος

Τελευταίος κόµβος



Αλγόριθµος addRoot(r)
• Αν το νέο κλειδί της ρίζας παραβιάζει τη 
διάταξη σωρού µεταξύ της ρίζας και των 
παιδιών της, τότε:
o Έστω x το παιδί της ρίζας µε το µικρότερο 
κλειδί. 

o Αντάλλαξε το κλειδί της ρίζας µε το κλειδί του 
κόµβου x

o Εκτέλεσε αναδροµικά τον addRoot(x)

• H διαδροµή στην οποία κινείται το κλειδί 
που τοποθετήθηκε στη ρίζα έχει µήκος το 
πολύ log 𝑛.

ØΟ αλγόριθµος addRoot() τερµατίζει σε
χρόνο 𝑂(log 𝑛).
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό

Πρόβληµα!

Πρόβληµα!



Εύρεση του νέου “τελευταίου” κόµβου
• Ο κόµβος εισαγωγής µπορεί να υπολογιστεί 
διασχίζοντας ένα µονοπάτι µήκους 𝑂(log 𝑛).

o Ξεκινώντας από τον τελευταίο κόµβο, κινήσου προς 
τα πάνω µέχρι να φτάσεις είτε σε ένα αριστερό παιδί 
ή τη ρίζα του σωρού.

o Εάν έχεις φτάσει σε ένα αριστερό παιδί, πήγαινε στο 
δεξί αδέλφι του.

o Κινήσου  προς τα κάτω, πηγαίνοντας πάντα προς το 
αριστερό παιδί, έως ότου φτάσεις σε ένα φύλλο.

• Συµµετρικός αλγόριθµος χρησιµοποιείται για 
τον υπολογισµό του τελευταίου κόµβου µετά 
από διαγραφή.

ØΗ ευρεση του νέου τελευταιου κοµβου
ολοκληρωνεται σε χρόνο 𝑂(log 𝑛).
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε Σωρό

Παραδείγµατα



• Ταξινόµηση Σωρου [Heap-sort]

Με χρήση µιας ουράς προτεραιότητας 
µπορούµε να ταξινοµήσουµε µία λίστα 
από 𝑛 ”comparable” στοιχεία

1. Εισάγουµε ένα-ένα τα στοιχεία στην ουρά 
προτεραιότητας [𝑛 εντολές insert()]

2. Αφαιρούµε ένα-ένα τα στοιχεία σε 
αύξουσα σειρά [𝑛 εντολές removeMin()]

ØΕάν η ουρά προτεραιότητας υλοποιηθεί 
ως σωρός, τότε η ταξινόµηση 𝑛
στοιχείων  ολοκληρώνεται σε βέλτιστο 
χρόνο 𝑂(𝑛 log 𝑛)
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Ουρά προτεραιότητας: Ταξινόµηση

Αλγόριθµος PQ-Sort(s, c)

Input List s, Comparator c

Output List s, ταξινομημένη σε 
αύξουσα σειρά σύμφωνα με τον c

p = new HeapPriorityQueue() 

while !s.isEmpty()
e = s.remove(s.first())
p.insert(e,null)

while !p.isEmpty()
e=p.removeMin().getKey()
s.addLast(e)



Υλοποίηση Σωρού µε διάνυσµα
• Έστω rank[v] η αρίθµηση του κόµβου v στο  δυαδικό δένδρο 
όταν αυτή γίνεται ανά διαδοχικά επίπεδα, ξεκινώντας από τη 
ρίζα, και σε κάθε επίπεδο από αριστερά προς δεξιά. 

• Τοποθέτησε το κλειδί του κόµβου 𝑣 στη θέση 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣):

heapArray[rank(v)]=v.getKey()

• Για τον κόµβο µε 𝑣 ισχύει:
o Ο πατέρας είναι στη θέση: ⁄(𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑣 − 1) 2

o Το αριστερό παιδί είναι στη θέση: 2 ; 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣) + 1

o Το δεξί παιδί είναι στη θέση: 2 ; 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣) + 2

• Εισαγωγή στοιχείου σε σωρό 𝑛 στοιχείων γίνεται στη θέση 𝑛.

• Η διαγραφή του ελάχιστου στοιχείου αντιστοιχεί στην διαγραφή του 
στοιχείου στη θέση 𝑛 − 1 [το τελευταίο στοιχείο του σωρού]
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”



• Γρήγορος σχηµατισµούς Σωρού

o Σε ένα δέντρο για το οποίο ισχύει η ιδιότητα του πλήρους 
διάδικου δένδρου µπορούµε να µετακινήσουµε τα στοιχεία 
του έτσι ώστε να αποκτήσει και την ιδιότητα της διάταξης 
σωρού.

• Συγχώνευση 2 σωρών [Heap merging]

o Έστω δυο σωροί µε  2! − 1 στοιχεία ο καθένας και ένα νέο 
κλειδί 𝑘

o Δηµιουργούµε ένα νέο σωρό ο οποίος έχει 2%&$ + 1 στοιχεία 
και ύψος 𝑖 + 1

o Χρήση της addRoot() [χρησιµοποιήθηκε στον removeMin()]

o Ο αλγόριθµος γρήγορου σχηµατισµού σωρού που βασίζεται 
στην συγχώνευση σωρών είναι γνωστός ως “heapify”
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”



Παράδειγµα
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”



Παράδειγµα (συνέχεια)
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”



Παράδειγµα (τέλος)
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”



Ανάλυση:

• Οπτικοποιούµε το κόστος χειρότερης περίπτωσης µίας εντολής addRoot() µε ένα µονοπάτι που ξεκινά 
από τον κόµβο, πηγαίνει ένα βήµα δεξιά και µετά συνέχεια αριστερά έως ότου  φτάσει στα φύλλα.

• Η πραγµατική κίνηση που γίνεται µπορεί να είναι διαφορετική, δεν έχει όµως µεγαλύτερο µήκος.

• Από κάθε κόµβο περνούν δυο µονοπάτια: αυτό που ξεκινά από τον ίδιο και αυτό που ήρθε από τον 
γονέα του.

Ø Το συνολικό κόστος επεξεργασίας  της Heapify είναι  O(𝑛), όπου 𝑛 το πλήθος των κόµβων
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Υλοποίηση Ουράς Προτεραιότητας µε “Διάνυσµα-Σωρό”
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Προσαρµοζόµενη Ουρά Προτεραιότητας [Adaptable PQ]

• Ο ΑΤΔ προσαρµοζόµενη ουρά προτεραιότητας επεκτείνει τον ΑΤΔ 
PriorityQueue

• Συλλογή από εγγραφές (αντικείµενα)  τύπου Entry

• Επιπλέον  µέθοδοι από την ουράς προτεραιότητας:

o remove(e): Διαγράφει από την συλλογή την εγγραφή e. 

o replaceKey(e,k):  Αντικαθιστά στην εγγραφή e το παλιό κλειδί µε το k

o replaceValue(e,v): Αντικαθιστά στην εγγραφή e την παλιά τιµή(δεδοµένα) µε 
την τιµή v



• Η διεπαφή AdaptablePriorityQueue
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Προσαρµοζόµενη Ουρά Προτεραιότητας [Adaptable PQ]

• Η διεπαφή Entry<K,V>



• Εύρεση εγγραφών στην ουρά Προτεραιότητας
o Η γρήγορη υλοποίηση των µεθόδων remove(e), replaceKey(e,k) και

replaceValue(e,v) απαιτεί τον γρήγορο προσδιορισµό της θέσης της 
εγγραφής e στην ουρά προτεραιότητας.

§ Μπορούµε να εντοπίσουµε τη θέση της εγγραφής e στην ουρά διασχίζοντας 
την τρέχουσα υλοποίηση (λίστα ή σωρός) αλλά αυτό απαιτεί χρόνο 𝑂(𝑛)

• Χρήση εγγράφων που γνωρίζουν τη θέση τους [location-aware Entries]

o Κάθε εγγραφή γνωρίζει τη θέση της µέσα στην δοµή και την διατηρεί πάντα 
ενήµερη.
§ key, value
§ back_pointer

o Αντικείµενα τύπου Entry δηµιουργούνται από την ουρά προτεραιότητας κατά 
την εισαγωγή εγγραφών. Συνεπώς, η ουρά προτεραιότητας µπορεί να 
αποθηκεύει σε αυτά πληροφορίες για την θέση τους στην τρέχουσα υλοποίηση.
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Προσαρµοζόµενη Ουρά Προτεραιότητας [Adaptable PQ]



• Υλοποίηση 
“λίστας”
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Προσαρµοζόµενη Ουρά Προτεραιότητας [Adaptable PQ]

• Υλοποίηση 
“σωρού”



se Υλοποίηση

Adaptable 
Priority Queue

Μη-ταξινοµηµένη 
λίστα

(PositionalList)

Ταξινοµηµένη 
λίστα

(PositionalList)

Σωρός 
(Heap)

insert() O(1) O(n) O(logn)

removeMin() O(n) O(1) O(logn)

min() O(n) O(1) O(1)

remove() O(1) O(1) O(logn)

replaceKey()    [decreaseKey()] O(1) O(n) O(logn)

replaceValue() O(1) O(1) O(1)

size()
O(1)

isEmpty(), isFull
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Ουρά προτεραιότητας: Σύνοψη

• Υλοποιήσεις/Απόδοση


