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Ξένα Σύνολα



03.2021 Δοµές Δεδοµένων (09): Ξένα Σύνολα 2

Ξένα Σύνολα
[Disjoint Sets]



• Ο ΑΤΔ DisjointSet

o Τα σύνολα αποτελούν διαµέριση του 𝑈 = 0,1, … , 𝑛 − 1 𝑛 ∈ ℕ

o Κάθε σύνολο προσδιορίζεται από ένα µέλος του, τον αντιπρόσωπό του (representative)

o Ο αντιπρόσωπος του συνόλου ταυτίζεται µε το όνοµα του συνόλου

o DisjointSet(int n): Κατασκευαστής. Δηµιουργεί 𝑛 µονοσύνολα 0 , 1 , … , 𝑛 − 1

o find(int x): Επιστρέφει το “σύνολο” στο οποίο ανήκει το στοιχείο x

o union(int x, int y): Ένωση των “συνόλων” x και y
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]



• Υλοποίηση του ΑΤΔ DisjointSet µε 
διάνυσµα

o Αποθηκεύεται στη θέση i ο αντιπρόσωπος 
του συνόλου στο οποίο ανήκει το i
§ find(x) → 𝑂 1

§ union(x, y) → 𝑂(𝑛)

o Απλή υλοποίηση
o Μια ακολουθία από 𝑛 − 1 ενώσεις απαιτεί 

𝑂 𝑛! χρόνο
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]

Παράδειγµα: Απεικόνιση του συνόλου 𝐷 για 𝑛 = 8

𝐷 = { 0,1, 𝟐, 4,5 ,
𝟑, 7 ,
𝟔

}



• Υλοποίηση του ΑΤΔ DisjointSet µε δένδρα
o Τα σύνολα είναι οργανωµένα σε δένδρα όπου 
η ρίζα είναι ο αντιπρόσωπος του συνόλου

§ find(x) → 𝑂 𝑑(𝑥) , όπου το 𝑑(𝑥) είναι το 
βάθος του 𝑥 στο δένδρο στο οποίο ανήκει

§ union(x, y) → 𝑂(𝑑 𝑥 + 𝑑(𝑦))
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]

• Αναπαράσταση 
µε δείκτες:

Παράδειγµα
𝐷 = { 0,1, 𝟐, 4,5 ,

𝟑, 7 ,
𝟔

}

𝑂(𝑑 𝑥 + 𝑑 𝑦 )

𝑂(𝑑 𝑦 )

• Αναπαράσταση 
µε διάνυσµα:



• Ένωση συνόλων (1η προσέγγιση)
o Ο αντιπρόσωπος της ένωσης γίνεται ο αντιπρόσωπος του µικρότερου συνόλου
o Το ύψος του δένδρου µπορεί να είναι 𝑂(𝑛)
o Οι 𝑛 − 1 διαδοχικές ενώσεις απαιτούν 𝑂(𝑛!) χρόνο
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]



• Ένωση συνόλων (2η προσέγγιση)

o Ο αντιπρόσωπος της ένωσης γίνεται ο αντιπρόσωπος του µεγαλύτερου συνόλου

o Ερώτηση: Ποιο είναι το µέγιστο ύψος ενός δένδρου;
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]



• Κανόνας Βεβαρηµένης Ένωσης [Weighted Union Rule]

o Βάρος ενός συνόλου είναι το πλήθος των στοιχείων του

o Ο αντιπρόσωπος του ελαφρύτερου συνόλου συσχετίζεται µε αυτόν του βαρύτερου συνόλου
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]

Λήµµα: Για κάθε στοιχείο 𝑥, το πλήθος των απογόνων του 𝑤(𝑥) είναι τουλάχιστον 2"($), όπου ℎ(𝑥) το 
ύψος του στο δάσος των δένδρων που έχει δηµιοργηθεί µέχρι στιγµής.

Απόδειξη: (Με επαγωγή στο ύψος των δένδρων)
• Βάση:    ℎ 𝑥 = 0 ⇒ 𝑤 𝑥 ≥ 2& = 1 , άρα ισχύει
• Επαγωγικό υπόθεση: Έστω ότι για κάθε κόµβο 𝑥 µε ύψος  ℎ 𝑥 < 𝑘 ισχύει: w 𝑥 ≥ 2"($)

• Επαγωγικό βήµα: Θα δείξουµε ότι η ιδιότητα ισχύει για κάθε κόµβο 𝑥 µε ℎ 𝑥 = 𝑘
Έστω 𝑥 κόµβος µε ℎ 𝑥 = 𝑘 > 0 και 𝑦 το παιδί που ενώθηκε µε τον 𝑥, όπου ℎ 𝑦 ≤ ℎ 𝑥
o 𝑤′ 𝑥 : το βάρος του 𝑥 πριν την ένωση
o 𝑤 𝑦 = 𝑤' 𝑦
o 𝑤′(𝑥) ≥ 𝑤′(𝑦) [weighted union]

Άρα: 2"($) = 2()* +," - , "!($)

= max 2" - ,+, 2"!($)

≤ max 2𝑤 𝑦 ,𝑤′(𝑥)

≤ max 𝑤 𝑥 ,𝑤 𝑥 = 𝑤(𝑥)

⟹ 2" $ ≤ 𝑤(𝑥)



Απόδειξη:
• Έστω 𝑥 το στοιχείο στη ρίζα του δένδρου

• 𝑤(𝑥) ≥ 2"($) (Λήµµα)
• 𝑛 = 𝑤(𝑥) (Υπόθεση)

Απόδειξη:
• 𝑛 − 1 ενώσεις:  → 𝑂(𝑛 log 𝑛)

• 𝑚 αναζητήσεις: → 𝑂(𝑚 log 𝑛)

Ø Μετά την εκτέλεση µιας ένωσης γίνεται ενηµέρωση του “µεγέθους” του νέου συνόλου 
Ø Το µεγέθους κάθε συνόλου αποθηκεύεται στη ρίζα του αντίστοιχου δένδρου
Ø Ο προσδιορισµός του µεγέθους ενός συνόλου απαιτεί κλήση της µεθόδου find()
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Ξένα Σύνολα [Disjoint Sets]

Θεώρηµα:Το ύψος του δένδρου ενός συνόλου 𝑛 στοιχείων είναι το πολύ log 𝑛

⟹ 𝑛 ≥ 2" $ ⟹ ℎ(𝑥) ≤ log! 𝑛

Θεώρηµα:Μια αναµεµειγµένη ακολουθία από 𝑛 − 1 ενώσεις και 𝑚 αναζητήσεις κοστίζει 𝑂(𝑛 log 𝑛 + 𝑚 log 𝑛)
χρόνο, εφ’ όσον χρησιµοποιηθεί ο κανόνας βεβαρηµένης ένωσης.

⟹𝑂(𝒏 𝒍𝒐𝒈𝒏 +𝑚 log 𝑛)


